LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

TD - Suites et séries de fonctions 1

Exercice de la banque CCINP n°8. —

1. Soit (u,),ey une suite décroissante positive de limite nulle.
n

(a) Démontrer que la série Z (—=1)* uy, est convergente. On pourra considérer (Sam)nen €t (Soni1)ney avec S, = Z (—Dry.
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—l)k Uy
(-1 e
" .

2. On pose, pour toutn €N, f,: x —
(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z S
n=1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, 4+00[ de la série de fonctions Z S
n=1

Exercice de la banque CCINP n°9. —

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C. Donner la définition de la
convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.
n+2
2. On pose, pour toutn €N, f,: x — 1 e ™’ cos (ﬁ x).
n
(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,),cx-
(b) La suite de fonctions (f,),en converge-t-elle uniformément sur [0,4+00[ ?
(¢) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,),cy converge-t-elle uniformément sur [a,+oo[ ?
(d) La suite de fonctions (f,,),en converge-t-elle uniformément sur ]0,4+00[ ?

ne* +xe™
Exercice de la banque CCINP n°10 (tronqué). — On pose, pour tout n €N, f,: x — (x2 + 1) P Démontrer que la
n+x

suite de fonctions (f,) ey converge uniformément sur [0, 1].

Exercice de la banque CCINP n°11. —

1. Soit X une partie de R, (f,),en Une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction f. On suppose
qu'il existe une suite (x,),en déléments de X telle que la suite (f,(x,) — f (x,)),en Ne tende pas vers 0. Démontrer que la
suite de fonctions (f,),ey Ne converge pas uniformément vers f sur X.

sin (nx)

1+ n2x2’

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,),cx-

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite ( fridnen sur [a, +o0[ (avec a > 0), puis sur ]0, +oo.

2. Pour tout n €N, on pose f,: x —>

Exercice de la banque CCINP n°12. —

1. Soit (f,)nen une suite de fonctions de [a, b] dans R. On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur
[a, b] vers une fonction f, et que, pour tout n € N, f, est continue en x,, avec X, € [a, b]. Démontrer que f est continue en
Xo-

2. On pose, pour tout n €N, g, : x — x". La suite de fonctions (g,),en+ converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

Exercice de la banque CCINP n°14. —
1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b. Soit (f,,),en Une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles. Démontrer

b b
que si la suite (f,) ey converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite (J fu(x) dx) converge vers J f(x) dx.
a a

neN
2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

3 [+oo =
3. Démontrer que x" | dx = .
we [ () -3k

0 n=0 n=1
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Exercice de la banque CCINP n°15. — Soit X une partie de R ou C.

1. Soit Z fn une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C. Rappeler la définition de la convergence normale de
Z fn sur X, puis celle de la convergence uniforme de Z fn sur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est uniformément convergente
sur X.

2
;. . n . . . .
3. La série de fonctions E —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre O et de rayon R € R’ ?
n!

Exercice de la banque CCINP n°16 (tronqué). — On consideére la série de fonctions de terme général u,, définie par, pour tout
neN*:
[0,1] — R
u
" X — In (1 + f) X .
n n

+00 x x
On pose, lorsque la série Zun(x) converge, S(x) = Z [ ln(l + —) — —].

—~ n n

1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].

n
1
2. On définit une suite (U, )yen- Par U, =In(n+1)— Z T En utilisant S(1) démontrer que la suite (u,),en+ €St convergente.

k=1
n

1
En déduire un équivalent simple de Z % lorsque n — +00.
k=1

Exercice de la banque CCINP n°17. — Soit A C C et (f,,),ey Une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer U'implication

(la série de fonctions E f,, converge uniformément sur A)

1

(la suite de fonctions (f,),en converge uniformément vers 0 sur A)

2. On pose, pour tout n €N, f,: x —> n x2 e V™. Prouver que an converge simplement sur [0,+00][ . an converge-t-elle
uniformément sur [0, +o0o[ ? Justifier.

X

Exercice de la banque CCINP n°53 (tronqué). — On considére, pour tout n € N*, f,: x —> T it
n4x

1. Prouver que Z fn converge simplement sur R. On pose alors :
n=1

R — R
e — Shw.
n=1

2. Soit (a,b) €R? avec 0 < a < b. an converge-t-elle normalement sur [a, b]? sur [a,+oo[ ?

n=1

3. Z fn converge-t-elle normalement sur [0,+00[ ?
n=1

Exercice 1 %¥¢vc — Dans chacun des cas suivants, étudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions
(fudnen sur [0,1].

1) frix—x"(1—x) 2) frpix—n*x(1—-x)"ouacR

x"In(x) six€]0,1]

. 2 ,—nx
0 six=0 @) farx—mne

3) fn:x-—>{

modeConvergenceSuitesFonctionsl
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Exercice 2 %% — Pour tout n € N, posons :
R, — R

n+x
x — arctan( )
1+nx

Etudier la convergence simple et uniforme sur [0,+00[ de la suite de fonctions (f,)ex-

fa

modeConvergenceSuitesFonctions2 [corrigé]

Exercice 3 %rvr — Soient X un ensemble non vide et (f,),en € Z (X, K)N une suite de fonctions.

1. Démontrer : c
; , U
Z f, converge uniformément sur X = f, — Oz K -

@ | La contraposée de cette implication permet de démontrer la non-convergence uniforme d’une série de fonctions.
-

2. Démontrer, au moyen d’une contre-exemple, que la réciproque de Uimplication de la question 1 est fausse.

conditionNecessaireConvergenceUniformeSerieFonctions

. BB . 1242
Exercice 4 %¥x — Pour tout n €N, on considére la fonction f,: x —> ne " *.

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction :

+00 +00
Dofui x> fulx).
n=1 n=1

2. Démontrer que, pour tout a > 0, la série de fonctions Z fn converge uniformément sur les intervalles ]—o0o,—a]et[a,+00[.

3. La série de fonctions Z fn converge-t-elle uniformément sur ]0,+oo[ ?

modeConvergenceSeriesFonctionsl

Exercice 5 %ysr — Posons, pour tout n € N :

10,400 — R
fa (=1)"
X — .
nx+1

~

Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur ]0,+oo[ .
La série de fonctions Z fn converge-t-elle normalement sur un segment d’intérieur non vide de ]0,+oo[ ?

Démontrer que la série Z f, converge uniformément sur tout intervalle de la forme [a, +00[, avec a > 0.

A Lo

Soit la fonction :
10,400 — R

+00
’ >k
x — _—.
nx +1
Ecrire S comme somme d’une série convergeant normalement sur tout intervalle de la forme [a,+00[, avec a > 0.

modeConvergenceSeriesFonctions2

+00
Exercice 6 %%t — Soit la fonction f : x —> Z X
n=0
1. Déterminer U'ensemble de definition de la fonction f.
+00 ﬁ
2. Donner un équivalent de f(x) quand x tend vers 1, sachant que J e dt = ER
0

equivalentSommeSerieFonctionsComparaisonSerieIntegrale
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Exercice 7 k¥<vx — Soient I un intervalle de R d’intérieur non vide et une suite de fonctions (f,),exy € F ,R)N convergeant
simplement vers une fonction f € % (I,R).

1. On suppose que Uintervalle I est symétrique par rapport a 0 et que, pour tout n € N, la fonction f,, est paire. Démontrer que
la fonction f est paire.

2. On suppose que, pour tout n € N, la fonction f, est croissante sur I. Démontrer que la fonction f est croissante sur I.

3. On suppose que toutes les fonctions f,, sont bornées sur I. Démontrer, au moyen d’un contre-exemple, que la fonction f n’est
pas nécessairement bornée sur I.

4. On suppose que toutes les fonctions f, sont continues sur I. Démontrer, au moyen d’un contre-exemple, que la fonction f n'est
pas nécessairement continue sur I.

5. Soit k € R. On suppose que, pour tout n € N, la fonction f, est k-lipschitzienne sur I. Démontrer que la fonction f est
k-lipschitzienne sur I.

6. On suppose que, pour tout n € N, la fonction f,, est lipschitzienne sur I. Démontrer; au moyen d’un contre-exemple, que la
fonction f n’est pas nécessairement lipschitzienne sur I.

proprietesPreserveesConvergenceSimple

Exercice 8 krc — Soit I un intervalle de R. Notons 9(1,C) Uespace vectoriel des fonctions bornées de I dans C. Pour tout
f € B(1,C), posons :
1f lloo :=sup |f(x)| .
x€l

1. Démontrer que || - ||oo est une norme sur %(I,C).

2. Soit (g,),en Une suite de fonctions de I dans C convergeant uniformément sur I vers une fonction g. On suppose que pour
tout n €N, la fonction g, est bornée. Démontrer que la fonction g est bornée.

limiteUniformeSuitesFonctionsBornees

Exercice 9 %%+ — Soient I un intervallede R, a € I, (f,),en € €°(I,R)N et f € Z(I,R) tels que :

fa——f .

En remarquant que :

VIN,x)eNxT [f(x)—f(a)l < If ()= iyl + /() — fy (@l + | fy(a) — f ()l
démontrer que la fonction f est continue en a.

O Nous avons ainsi démontré qu’une limite uniforme de fonctions continues sur un intervalle est continue sur un intervalle.
v Ce résultat figurera dans la chapitre « Suites et séries de fonctions 2 ».

continuitePreserveeContinuiteUniforme

Exercice 10 %3rvr — Soient a, b des réels tels que a < b, (f,),en € €°([a, b],R)N et f € Z([a, b],R) tels que :

CcU
e
T

D’apreés Uexercice 9, la fonction f est continue sur [a, b]. Démontrer que :

b b
f fa(t) dtmf f(t) de.

Nous avons ainsi démontré que, pour toute suite de fonctions (f,),ey continues sur un segment [a, b], qui converge
uniformément sur [a, b] :

b b
\’ li-Ii—nooJ fo(t) dt =f li-re—noofn(t) de .

Ce résultat figurera dans la chapitre « Suites et séries de fonctions 2 ».

echangelLimiteIntegraleConvergenceUniformeSegment
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Exercice 11 %k — Soit (f,,),ey Une suite de fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles. On suppose que la suite de fonctions
(fa)nen converge uniformément sur [a, b], vers une fonction f. D’aprés Uexercice 9, la fonction f est continue sur [a, b]. Démontrer
que :

sup fn(x) ——— sup f(x)
x€la,b] n—+00 x€la,b]

apres avoir justifié Uexistence des nombres en jeu.

echangelLimiteBorneSuperieureConvergenceUniformeSegment

Exercice 12 %k — Soit (f,,),en Une suite de fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles. On suppose qu’il existe une fonction
continue f: [a,b] — R telle que la suite de fonctions (( fn)|[a,b[) converge uniformément vers f|, p;- D’apres Uexercice 3, la
fonction f est continue sur Uintervalle [a, b[.

neN
1. Démontrer que f,(b) —T_)f(b)'

n—+oo
2. En déduire que la suite de fonctions (f,),ey converge uniformément vers f sur [a, b].

theoremeDoublelLimiteBordVersionFaible

Exercice 13 %k — Soit (f,),en Une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles, convergeant simplement sur [a, b]
vers la fonction nulle. On suppose que, pour tout x € [a, b], la suite numérique (f,(x)),en est décroissante.

1. Justifier que, pour tout n € N, il existe x,, € [a, b] tel que f,(x,) = sup f,(x).
x€[a,b]

2. Démontrer que la suite numérique (f,(x,))nen converge. Nous notons £ sa limite.
3. Justifier que la suite numérique (x,),en posséde une valeur d’adhérence x.

4. Démontrer que :
VneN 0</{<f,(x).

9]

. Démontrer que la suite de fonctions (f,),cy converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, b].

[o)

. Soit (g,)nen Une suite de fonctions de [a, b] dans R. On suppose que :

On suppose que m

(H1) la suite de fonctions (g,),en converge simplement vers une fonction g sur mw=
[a,b]; -
(H2) pour tout n € N, la fonction g, est continue sur [a, b]; S

(H3) la fonction g est continue sur [a, b];
(H4) pour tout x € [a, b], la suite numérique (g,(x)),en est décroissante.
Démontrer que la suite de fonctions (g,),en converge uniformément vers g. Il

s’agit d’un théoréme dil a Dini. Ulisse Dini (1845-1918)

premierTheoremeDini

Exercice 14 %%vr — Soit f € €°([0,1],R).

Pour tout n € N, nous définissons le polynéme :

B,(f):= Zn: (n)f (k) xk@a—-x)*k [polynéme de Bernstein]

= k n

que nous confondons avec la fonction polynomiale associée sur [0,1].
Serguei Bernstein (1880-1968)

On se propose de démontrer que :

B,(f) "‘C_f;;’ f [théoréme d’approximation polynomiale de WeierstrafS] . '
n—

Karl Weierstrafs (1815-1897)
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1. Soient les fonctions

[0,1] — R [0,1] — R [0,1] — R
fo X  — 1 fi X o x f2 X e x2
X(1-X
Démontrer que, pour tout n € N*, B,(f,) = 1, B,(f;) =X et B,(f,) =X%+ ¥
n

2. On fixe un réel € > 0.
(a) Vérifier que :

n

VX eN x[01] F0-8,(e =Y (1 )xta-o (re-f(£)).

k=0

(b) Justifier que :

dn>0 Vxe€[0,1] VneN* Vke[0,n] x—E €.
n

<= 'f(x)—f(%) <

¥}

(c) Soit (n,x) € N* x[0,1]. On pose :
k

I(n,x):= {ke[[O,n]] : x—; Sn} et J(n,x):= {ke[[O,n]] :

> (oo (seams(())] <

kel(n,x)
2 ||fIIoo (n) e k( k)z
% x*(1—x) x =) -

> (3)rra-r(rw-s(3))) < S
keJ(n,x

keJ(n,x)

(d) En déduire que :

Démontrer que :

puis :

AN, eN* Vn=N, [[B,(f)—flloo <2¢

demonstrationTheoremeWeierstrassPolynomesBernstein [corrigé]

Exercice 15 k% — Soit (f,),cy une suite de fonctions définies sur [a, b], a valeurs réelles.

(H1) la suite de fonctions (f,),ey converge simplement sur [a, b] vers une fonction f ;

On suppose que : ?

(H2) la fonction f est continue sur [a, b];
(H3) pour tout n € N, la fonction f, est croissante sur [a, b].

Démontrer que la suite de fonctions (f,),en converge uniformément vers f. Il s’agit d'un
théoréme dil a Dini.
Ulisse Dini (1845-1918)

deuxiemeTheoremeDini [corrigé]

Exercice 16 x%* — Soit f € 6°([0,1],R). Pour tout n € N, notons :

[0,1] — R
n x —  x"f(x).

Démontrer que la suite de fonctions (g,),en converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si f (1) =0.

cnsConvergenceUniformeSuiteArcsModifiee [corrigé]

Exercice 17 %% % — Posons :

[0,1] — R
x — 2x(1—x).

f

Pour tout n €N, on note f" la puissance n-iéme de f pour le produit de composition.
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1. Démontrer que la suite de fonctions (f ™),y converge simplement sur [0, 1] vers la fonction :

0 sixe{0,1}
8 X — .
E si0D<x<1.

2. Soient a, b tels que 0 < a < b < 1. Démontrer que l'’ensemble des fonctions polynomiales a coefficients entiers est dense dans
¢°([a,b]).

densiteFonctionsPolynomialesCoefficientsEntiersX [corrigé]
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modeConvergenceSuitesFonctions2

Un corrigé de I’exercice 2

Graphes des fonctions f, et f Graphes des fonctions f5 et f

Graphes des fonctions f; et f Graphes des fonctions f, et f

5 10 15 20

e Etude de la convergence simple. — Soit x € R, fixé.
— Six=0alors: -
fu(x) = arctan(n) — = 3
— Six >0 alors:

n+x 1

1+nx no+oo x

donc : .
fn(x) —— arctan (—) [continuité de arctan] .
n—+0o X
Ainsi :
R, — R
R, r six=0
S cs f x — 2 1
arctan(—) six>0
x
e Expression simplifiée de la limite simple. — La fonction :
1
(p: x — arctan(x) + arctan| —
x
est dérivable sur ]0,+o00[ et:
1 1 1
Vx€]o,+oo[ ¢'(x)= ——x———=0.
1+x2  x2 1
1+—
X2

MPI-MPI* 2526

[énoncé]
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Comme ]0,+oo[ est un intervalle, nous en déduisons que la fonction ¢ est constante sur ]0,+oo[ . Ainsi :
1 T
Y x €]0,4+00[ arctan(x)+ arctan| — | = arctan(1) + arctan(1) = R
x

d’oti : .
V¥xe€]o,+o00[ f(x)= arctan(;) = g —arctan(x) .

Nous en déduisons que :

m R+ 4 R
fa—f , T
" ocs x 37 arctan(x) .
e Etude de la convergence uniforme. — Fixons un entier n € N* et considérons la fonction :
R, — R

fn_f

n+x T
x — arctan( ) + arctan(x) — — .
1+nx 2

Comme les fonctions :

n+x 1 n®—1 m
X +—> arctan( ) =arctan| — [ 1+ et x — arctan(x) — —
1+nx n 1+nx 2

ont des sens de variations opposés, nous ne voyons d’autre solution que de recourir au calcul différentiel pour connaitre
les variations de la fonction f,, — f.
La fonction f,, — f est dérivable sur R, et, pour tout x €R, :

, _ 1x(Q+nx)—nx(n+x) 1 1
(fn_f) (X) = (1+nx)2 X1+(n+x)2+1+x2
1+nx
1—n? 1

+
(1+nx)2+(n+x)2 1+x2

(1—n?) (1+x2) + Q1 +nx)?+ (n+x)>
(1+nx)2+(n+x)2) (1+x2)

2x2 +4nx +2 N .
= Ar 09 (L2 [quantité strictement positive] .

La fonction f, — f est donc strictement croissante sur R*.
D’apres le résultat du cours sur 'image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone :

Ga= N0, +000) = [ (f =N (O, lim (=) )| = [arctan(m) = Z, tim_ (f,—)0)]

ol 'existence de la limite (finie ou infinie) en + 00 est assurée par le théoréme de la limite monotone pour les fonctions.

Comme :
n+x 1

~y
1+xn x—too n

il vient :

(fa= )= arctan( 1n i

b'e T 1 T ey
) + arctan(x) — — — arctan| — | = — —arctan(n) [continuité de arctan] .
n 2 x—+o0 n 2

Ainsi :

(f,—f)([0,400[) = [arctan(n) - g, g — arctan(n)[ .

Nous en déduisons que :

1fn=F lloog, = sup{lf(x)=f()] : x €R,} = 7 —arctan(n) —— 0

d’ou :
R, R, — R
SN s
F cu f x — 5~ arctan(x) .

DAVID BLOTTIERE 9 VERSION DU 13 DECEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

demonstrationTheoremeWeierstrassPolynomesBernstein [énoncé]

Un corrigé de I’exercice 14

1. Soit un entier n = 2.

e Calcul de B,(f,). — D’apres la formule du binéme de Newton :

Bn(fo);=2(k)xk(1 —X)R=(X+1-X)"=1.

k=0

e Calcul de B, (f;). — Rappellons que :

Vke[l,n] k (Z) =n (Z : 1) [formule du capitaine] .

En l'appliquant, il vient :
B,(f1) :=Z( )kX"(l xyk=1 k( )Xk(1 xy+=1 n(”_l)xm—xr—k.
—\k/)n n & \k n & k—1

En simplifiant et en effectuant le changement d’indice £ = k — 1, nous obtenons :

n—1 n—1 . et n—1 n—1 .
Bn(f1)=e2=0]( . )X“(l—X) M_X;( . )Xf(l—X) -t

La formule du binéme de Newton livre alors :

B.(f)) =X X+1-X)""=X

Calcul de B, (f,). — En remarquant que :

Vke[o,n] k*=k(k—1)+k

il vient :
2 n n
B,(f,) :_Z( )k xk(1—xyk =L (n)k(k—l)Xk(l —X)"—"+1Z(") K xk 1 —xyk
= k) n2 n? — k n &= k) n
=:B,(f1)

puis, avec la valeur de B,(f;) déja calculée :

1 ~(n e X

B.(f2) == Z( )k(k—l)X"(l—X)” e
n* &~ k n

Rappellons que :

Vke[2,n] k(k—1) (Z) =n(n—1) (k ;) [formule du capitaine et du vice-capitaine] .

En l'appliquant, il vient :

B,(f,) = iz > in(n— 1)(Z:§)X"(1 —x)y* +‘%( .

En simplifiant et en effectuant le changement d’indice £ = k — 2, nous obtenons :

n—-1S m-2 = X
B.(f,) = ( )X‘3+2(1 X2t + Z ( )Xf(l—X)"_z_Z +=.
n £ n
(=0 =0
La formule du binéme de Newton livre alors :
—1 —1 X XX—-1
By(f)="ix (x+1—xy 24X =N lye Xy XX ZD)
n n n n
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2. (a) Soit (n,x) e N* x [0, 1]. La formule du binéme de Newton nous apprend que :

> (1) =0 se = (Z (})xa —x)“k) FE) =+ 12 () = £ ().

k=0 k=0

Nous en déduisons que :

f(x)—Bn(f)(x)=i(£)x"(1—x)""‘f (X)‘kz;@xk“‘x)“_kf (S)

k=0

et finalement :

f(X)—Bn(f)(X)=Zn:(2)xk(1—X)"" (re-£(%)) -

k=0

(b) La fonction f est continue sur le compact [0, 1]. D’apres le théoréme de Heine :

dn>0 Vxe[0,1] Vye[0,1] |x—yl<sn = |[f()—f)|<e.

k
Ainsi, si x €[0,1], n € N* et k € [0, n] vérifient |x — —| < 7, alors :
n
k
‘f(X)—f(—) <e.
n
Nous avons donc démontré que :
k k
dn>0 Vxe[0,1] VneN* Vke[0,n] [x——|<n = [f(x)—f|—-| <¢.
n n

(c) e Majoration de

Z (Z) xk(1—x)k (f(x) —f (S))‘ — Soit k € I(n, x) Alors, par définition :

kel(n,x)
x— k <7
n
et donc, d’apres Q2.(b) :
(B
Ainsi :
Z (e (o) < Z (o)
© 3 (eomam

kel(n,x)

(ke%;x) (Z) xk(1— x)"_k) €.

En remarquant que, pour tout k € [0, n], (Z) x*(1—x)"* > 0, nous obtenons :

A (0 S YR )

kel(n,x)
En appliquant la formule du binéme de Newton, il vient finalement :

> (e)<ramo (s (0))

kel(n,x)

Y (Z) xk(1 —x)”_k) €.

=0

S(x+1—x)e=c¢.
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e Majoration de

k
(Z) xk(1—x)k ( fl)—f (—))‘ — En appliquant I'inégalité triangulaire, nous ob-
n

()

< || f || oo, nous en déduisons que :

keJ(n,x)

> (a0 (seos(3))

keJ(n,x)

tenons :

< > (a0 (e

keJ(n,x)

Comme |f (x)| < || f |l €t, pour tout k € J(n, x), ‘f (E)
n

()

> (Dera—o (ro-r (5)) <210 3 (§)e a0,

keJ(n,x) keJ(n,x)
Par définition :

k
Vked(n,x) |x——|>n>0.
n

Par croissance de la fonction « élévation au carré » sur R, , nous obtenons :

(x%) VkeJ(n,x) 1< 5
i

D’aprés () et (x*) :

% (e (s 2= 3 (- (1)

keJ(n,x) ked(n,x)

(d) Soit un entier n = 2.
Considérons un point x € [0,1].
D’aprés Q2.(a) :

n

F@ -8 < Y1)t a—ar f(x)—f(%)‘
k=0
_ ke%;x)(;l)xk(l—x)n—k fe-1(3) +k6;m(z)xk(1_x)n_k f(")‘f(S)"

Grace a Q2.(c), nous en déduisons que :

-8l < e+ 20l S (M)t (x- Y

keJ(n,x) n

n k)?
Comme, pour tout k € [0, n], (k) xk(1—x)k (x — —) = 0, il vient :
n

211f Moo < kY
) |f(x)—Bn(f)(x)|<e+7;(k)xk(1—x) k(x—;) .

:=S(n,x)

En développant, il vient :

n

S(n,x) = x?2 Z (Z) xF(1—x)"F—2x Zn: C{l) S xF(1—x)k + Y (Z) :—z xk(1—x)k.
k=0 k=0

k=0

:=B(fo)(x) :=B(f1)(x) :=B(f,)(x)
En appliquant Q1, nous pouvons réécrire S(n, x) :

x(1—x) x(1—x)
= - .

(%%) S(n,x)=x2—2x2+x%+
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D’apres (x) et (xx) :
If(x) =B, (f)(x)| < e+

2|[flleo  x(1—x)
> X n .

Gréace a la forme canonique d’un trindme du second degré, nous obtenons que :

1 1\ 1
0<x(1—x)=——(x——) <=
4 2 4

puis :
I1f oo

212n

If () =B, (f)x)| < e+

En posant :

N, = { ||2f |2|°° J +2 [entier naturel plus grand que 2, indépendant de x]
n%e

nous obtenons donc :

Vn=N, Vxe[0,1] [f(x)—B,(f)(x)<2¢.

Le |[B,(f)—f lloo <28
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deuxiemeTheoremeDini [énoncé]
Un corrigé de I’exercice 15

Fixons ¢ > 0.

e La fonction f étant continue sur le segment [a, b], elle est uniformément continue (théoréeme de Heine). Il existe donc
un réel n > 0 tel que

Vx,y)ela, bl |x—yl<n = [f(x)—f(NI<e

. . a T iy o
Introduisons un entier naturel non nul N tel que < 7, (R est un corps archimédien) et considérons la subdivision

du segment [a, b] définie par

aGy=a < a=a+ b

(b—a) <...< ak=a+k(b_a) <...< aN=a+N(b_a) =
N N

e D’apres la convergence simple de la suite de fonctions (f,) ey Vers la fonction f sur [a, b]
Vke[O,N] IN,eN Vn=N, |fula)—f(a)l<e

Posons N :=max {N; : k € [0,N]} et fixons un entier n = N.

e Soient x € [a,b] et k € [0,N —1] tel que x € [ay, ax,;]. La fonction f est croissante sur [a, b] (limite simple d’une suite
de fonctions croissantes), tout comme la fonction f,,. Ainsi

fla) = fulager) < F ()= £,(x) < fagea) = fulay)
qui s’écrit encore

flar) = fagr) + fari1) — frul@rsn) < £ — fo(0) < fagesr) — fag) + f(ag) — frlag)

Z—¢ Z—¢ <eg <e

d’ou

fa(x) = fF) < 2e.
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cnsConvergenceUniformeSuiteArcsModifiee [énoncé]
Un corrigé de ’exercice 16

La suite de fonctions (g, ),y converge simplement vers la fonction

[0,1] — R
g . 0 si0sx<l1
X f@) six=1

Supposons que la suite de fonctions (g,,),en cOnverge uniformément vers g sur le segment [0, 1]. Alors

(-3 0=+

o<

e

1 n
VneN* 0<(1—;) <|1&n— & lloo0.1]

En faisant tendre n vers + 00, il vient

<0

Remarque. Sil’on sait qu'une limite uniforme d’une suite de fonctions continues sur [0, 1] est continue sur [0, 1], 'assertion
a établir est claire. En effet, la continuité de la fonction g sur [0, 1] livre f(1) = 0.

Supposons que f (1) =0 et fixons £ > 0.

e Par continuité de f en 1
Jae]0,1[ Vxela,l] [f(x)|<e

Nous en déduisons que
VneN Vxela,1] [g.(x)—gl)l=Ig.,(x)l=x"|f(x)|<e

e La suite (a"), ey convergeant vers 0
INeN Vn=2N a"<e

Nous en déduisons que
Vn=N Vxe[0,a] [g,(x)—g(x)l=1g,()l=x"f I <a" || flloofo11 <€ f looo1]
e Des deux points précédents, nous déduisons que

Vn=N Vxel0,1] [g;(x)—g(x)I<e+e|lf oo
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densiteFonctionsPolynomialesCoefficientsEntiersX [énoncé]

Un corrigé de ’exercice 17
1. Pour tout x € [0, 1], la suite numérique (f"(x)),cn €st une suite récurrente. Nous savons donc comment procéder pour
létudier.
(a) Pour tout x € [0,1]
1

1 2
0<2x(1—x)=§—2(x——) <

1
2) T2

1 1
donc f([0,1]) C [0, 5] et le segment [0, E} est stable par f. Donc
1
Vxe€[0,1] YneN" f*(x)e |:O, 5]
. . 1
(b) La fonction f est croissante sur [O, 5] et

VxG[O,%] flx)—x=2x (%—x)?O

Nous en déduisons que
Vxe[0,1] YneN" f%(x)<f"(x)

b z hY . yon) . 1
Fixons un réel x € [0, 1]. D’apres (a) et (b), la suite numérique (f "(x)),cn- €St croissante, a tous ses termes dans [O, E]’

donc est majorée. D’apreés le théoréme de la limite monotone, la suite numérique (f"(x)),en- converge et

0< lim f™(x)=sup f™"(x)<
Jim () = sup f"(x)

N

Comme de plus

1
(c) la fonction f est continue sur [O, E]
1 1
(d) la fonction f posseéde deux points fixes 0 et > pour seuls points fixes sur [0, 5]

. (- | . .
la suite numérique (f"(x)),en: converge vers 0 ou 5 Scindons alors I'étude en deux parties.

e Cas ol x € {0, 1}. Tous les termes de la suite numérique (f"(x)),en+ sont nuls. Elle converge donc vers 0.
e Cas ou x €]0, 1[. D’apres le théoreme de la limite monotone

0<f1(x)<supf,(x)= lim_ f,(x)

neN*

. (. 1
La suite numérique (f"(x)),cn- converge donc vers >

2. (a) La symétrie de la courbe représentative de la fonction
1 1)?
X — 2x(1—x)=5—2 x—=

. oy . 1 S iy . . 1
par rapport a la droite d’équation x = 3 nous invite a considérer des segments inclus dans ]0, 1[ centrés en >

. 1 1 1 1
(b) Soientre€ |0,-| etx€|-—r,-+r1|=Bs| 7,r |. Comme <r
2 2 2 2
f(l )<1 2r2 <t 2( 1)2 flx)<
——r|<--2r*s<--2|x——| =f(x)<
2 2 2 2

. . . 17 . .
La fonction f étant croissante sur [O, 5], il vient

x—=
2
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puis
1 1
VneN 0<z-f)<s - (57

et la derniere inégalité est une égalité pour x = 57 r. Ainsi

1 1
1" =8leogsnpn =5 (5-7)

1
Comme 5T €10, 1[, nous déduisons de la question 1 que

||fn—g||oo,[%_r’%+r] —>0

n—+00
(c) Soient a, b des réels tels que 0 < a < b < 1. Alors
r:=min{1—b,a}€]0,l[ et [a,b]c[r,l—r]zBf(l,l—r)
2 2°2
De (b), nous déduisons que la suite de fonctions (f"), ey converge uniformément sur [a, b].

3. Pour tout P € R[X], on pose
[a’ b] B R

+00o
P x — Z[P]n x"
n=0
Notons _ _
#([a,b])={P : PeRX]} , (la,bD)={P:Pezx]}
et ([a, b)), #;([a, b]) leurs adhérences respectives dans (‘60([a, bD, Il - IIOO).
(a) D’aprés le théoréme de Weierstra, 2 ([a, b]) = ¢°([a, b]). Il suffit donc de démontrer que

2 (la,b]) € Z4([a,b])

pour en déduire ,([a, b]) = ¥°([a, b]).
(b) L'ensemble #([a, b]) est un anneau, stable pour le produit de composition. Ainsi

VneN fﬁa,b] € #([a,b])

1 J—
D’apres la question 2, la fonction constante sur [a, b], égale a > appartient a ([ a, b]).
(c) Introduisons 'ensemble des nombres dyadiques

[P .
@2.—{2p .(p,q)erN}

et ’ensemble des fonctions constantes dyadiques sur [a, b]
2,([a, b]) := {cp eR®P . Jde 2, VYxela,b] ¢(x)= d}
Soit (p,q) € Z x N. La fonction

[a,b] — R
x — pxi

h

MPI-MPI* 2526

appartient 3 #,([a, b]). Elle est de classe € sur le segment [a, b], donc || i’ || oo -lipschitzienne sur [a, b] (inégalité

des accroissements finis). Nous en déduisons que

Vxelabl [pgmen-L|<||wl., [Fre-

<[ ]| 1" =g lleo

indépendant de x

Par passage a la borne supérieure sur x € [a, b], il vient

/
|h°fﬁa,b]—h°g|[a,b]| LS le ||fﬁa,b]—g\[a,b1||oo

De la question 2, nous déduisons que la suite (h of |TEL1 b]) N d’éléments de % ([a, b]) converge uniformément vers

€
la fonction constante dyadique !
[a,b] — R
p

ho gjra,p) P
24

X —>

sur [a, b]. Ceci étant établi pour (p,q) € ZxN quelconque, nous en déduisons que toute fonction constante dyadique

sur [a, b] est limite uniforme d’une suite d’éléments de %,([a, b]) sur [a, b].
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(d) Nous démontrons que 'ensemble 2, des nombres dyadiques est dense dans R. Soit a et 8 des réels tels que a < 3.

. ‘. 1
Comme la suite numerique (E converge vers 0

neN

dgeN l<ﬁ—oz

24
Posons p := |29 a| € Z. Alors
1 1
a<£+—<a+—<a+ﬁ—a=[3’
24 29 24

+1
Le nombre dyadique P

appartient donc a l'intervalle Ja, B[.

(e) Nous démontrons, en raisonnant par récurrence que, pour tout entier d € N, I’assertion

P() : VPERX] Py ZXP B~ P>
a,

est vraie. Nous en déduirons & ([a, b]) C Z,([a, b]) et la démonstration sera achevée.

DAVID BLOTTIERE

e Initialisation. Soit P € Ry[X] (polynéme constant) et ¢ > 0. D’apres (d)

I(p,q) €ZXN (%—p(0)| <e
Notons k la fonction constante dyadique sur [a, b] égale a %, de sorte que

le=5|, <
D’apreés (c), il existe Q € Z[X] telle que B
|Q—k||, <e

Nous en déduisons que o
|a-F]l.. <2

Lassertion 22 (0) est établie.
Hérédité. Soit d € N tel que l'assertion & (d) est vraie. Considérons P € Ry,[X], que nous écrivons

P=AX"14+B

avec A € Ry[X] et B € R4[X]. D’apreés linitialisation et ’hypothese de récurrence

—_— CU ~ — CU ~
3 (A)pen> Baen €ZIXIN A, A et B,——B
[a,b] [a,b]

Soit n € N. Le polynéme P, := A, X%*! + B, appartient & Z[X] et, pour tout x € [0,1]

P.(x) —ﬁ(x)| = {A:(x)xd“ +B,x —A(x) x*! —§x‘ <

A, 06) —AG)| x4 +

B, (x)—B(x)|

Nous en déduisons que

|

=P |loo < |4 =Alls +|B. = B[

~ CU ~
puis que P, —— P.
[a,b]
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