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TD - Révisions sur les espaces préhilbertiens

Exercice de la banque CCINP n°39. — On note {2 I'ensemble des suites x = (x,),cy de nombres réels telles que la série in
converge.

1. (a) Démontrer que, pour x = (X,;)peny € €2 et y = (Vp)nen € €% la série anyn converge. On pose alors (x,y) =

+o0o
E :xnyn'
n=0

(b) Démontrer que {2 est un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de Uexercice, on admet que { -, - ) est un produit scalaire sur £2. On suppose que £* est muni de ce produit
scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || - ||.

2. Soit p € N. Pour tout x = (x,,) € {2, on pose p(x) = x,. Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de (2 dans
R

3. On consideére U'ensemble F des suites réelles presque nulles, c’est-a-dire U'ensemble des suites réelles dont tous les termes sont
A . . . 1
nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes. Déterminer F+. Comparer F et (F L) .

Exercice de la banque CCINP n°76. — Soit E un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire noté { - , - ). On pose, pour tout
x€E, ||x||=+v{x, x).
1. (a) Enoncer et démontrer linégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

b b
2. Soit E = {f € 6([a,b],R) : Vx€[a,b] f(x)> 0}. Prouver que ensemble {J f(t)dt x J%dt i f GE} admet

une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

Exercice de la banque CCINP n°77. — Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Démontrer que (Al)L =A
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Démontrer que (F + G)l =Fingth

(b) Démontrer que (F N G)L =Fl 4Gt

Exercice de la banque CCINP n°78. — Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E. On note {x, y)
le produit scalaire de x et de y et || - || la norme euclidienne associée.
1. Soit u un endomorphisme de E, tel que, pour tout x € E, |[u(x)|| = ||x]|.

(a) Démontrer que, pour tout (x,y) € E2, (x,y) € {(u(x), u(y)) ={(x, y).
(b) Démontrer que u est bijectif:

2. On note O(E) Uensemble des isométries vectorielles de E. C’est -a-dire O(E) = {u€ £ (E) : Vx€E |lu(x)|| =||x||}. Dé-
montrer que O(E), muni de la loi o, est un groupe.

3. Soit u € ¥(E). Soit e = (eq,e,,...,e,) une base orthonormée de E. Prouver que :

ue 0(E) <= (ule;),uley),...,u(e,)) est une base orthonormée de E .

Exercice de la banque CCINP n°79. — Soit a et b deux réels tels que a<b.
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R.Démontrer que :

b
J h(x)dx=0 = h=0.

b
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R. On pose, pour tout (f,g) € E%, (f , g) = f f(x)g(x)dx.

Démontrer que Uon définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer J v/x e *dx en utilisant Uinégalité de Cauchy-Schwarz.
0
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Exercice de la banque CCINP n°80. — Soit E Uespace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
27
1
1. Démontrer que (f , g) = e J f (t) g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
T
0
2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : x —> cosx et g: x —> cos (2x).Déterminer le projeté orthogonal sur F de la

fonction u: x —> sin? x.

Exercice de la banque CCINP n°81. — On définit dans #, (R) x 4, (R) Uapplication ¢ par p (A,A") = tr (ATA’). On admet

—b

1. Démontrer que & est un sous-espace vectoriel de M, (R).

que @ est un produit scalaire sur #5(R). On note & = {( a 2 ) : (a,b) € Rz}.

2. Déterminer une base de F+.

. o 1 1
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = ( 11 ) sur Ft.

4. Calculer la distance de J a &.

Exercice de la banque CCINP n°82. — Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x — y, soit orthogonal a F et que la distance de x a F

a/

b b’
soit égale a ||x — y,l|. Pour A= (Ccl d) et A = (c’ d’)’ onpose (A,A") =aa’+ bb’ +cc’ +dd’.

1. Démontrer que -, - ) est un produit scalaire sur 4 (R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A= ( 21 9

) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires supérieures.

Exercice de la banque CCINP n°92. — Soit n € N*. On considére E = #,(R) Uespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose, pour tout (A,B) € E2, (A,B) =tr (AT B) ol tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.

1. Prouver que { -, - ) est un produit scalaire sur E.

2. On note S,(R) l'ensemble des matrices symétriques de E Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = —A. On note
A, (R) lensemble des matrices antisymétriques de E. On admet que S, (R) et A,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E =S,(R) ®A,(R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).

3. Soit F Uensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F*.

Exercice 1 %vrv¥r — On note e = (e;, e,, e3) la base canonique de l'espace R, que l'on munit R® de son produit scalaire usuel.

1. Appliquer Ualgorithme de Schmidt a la base :
E = (ul = (1, 0’ 1)} uZ = (1’ 1’ 1)5 u3 = (_1,_1’ O))

de R®. On notera € = (&1, €5, £3) la base orthonormée de R® ainsi obtenue.
D’apres le cours, quelles propriétés remarquables posséde la matrice de passage P,_,, ?

Expliciter la matrice P,_,,.

Que vaut le produit PT P, ot P := Pese?

SANEPUNESC I S

Comment retrouver le résultat de la question précédente sans aucun calcul ?

orthonormalisationGramSchmidtR3
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Exercice 2 %¥c — Soit un entier n = 2.

1. Démontrer que :

Rn [X]2 - R
e — D Pme)
i=0
est un produit scalaire sur R, [X].
2. Donner une base orthonormée de Uespace euclidien (R,,[X1,{ -, - )).

3. Soit 7 la projection orthogonale de R, [X] sur R;[X]. Calculer les coefficients de m(P), pour tout P € R, [X].

polynomesLagrangeOrthogonalite

Exercice 3 % — Dans cet exercice, E désigne un R-espace vectoriel, pas nécessairement de dimension finie, muni d’'un produit
scalaire { -, - ). On note ||: - || la norme associée a ce produit scalaire, définie par || x || = {x, x y1/2 pour tout x € E. Soit F un
sous-espace vectoriel différent de {0} et de dimension finie de E.

1. Donner la définition de la projection orthogonale my sur F.
n
2. On fixe (eq,...,e,) une base orthonormale de F, et x un vecteur de E. Montrer que my(x) = Z (x,e)e.
i=1
n
3. Montrer enfin que ||x — mz(x)||*> = ||x|*> — Z (x,e)%
i=1

projectionOrthogonaleCours

Exercice 4 %%vr — Soit E = ¢°([—1,1],R). On définit Uapplication { - , - ) par :
EXE — R

1
— [ fe)
(f,8) — (f,g): _1mdt.

('7')

1. Démontrer que Uapplication { - , - ) est bien définie.
2. Démontrer que Uapplication { - , - } défini un produit scalaire sur E.

3. Soit n € N. Démontrer qu’il existe un unique polynéme T, € R[X] tel que, pour tout 6 € R, T,(cos(0)) = cos(n6). Le
polynéme T, est appelé n-iéme polynéme de Tchebycheyv.

4. Démontrer que la famille (T, ) ey est orthogonale.

5. Pour tout n €N, posons F, :=Vect(Ty, ..., T,). Déterminer la projection orthogonale d’une fonction f € E sur F,,.

polynomesTchebychevOrthogonalite

Exercice 5 % ¥r — On consideére le produit scalaire sur R[X ] défini par :
1

V(BQ) eRIX]*  (P,Q) :=J P(x)Q(x) dx .
0

Pour n €N, posons L, = (X"(1—x)")™.

: , , - . (=1"@n)!
1. Soit n € N. Démontrer que L, est de degré n et de coefficient dominant —

2. Soient P € R[X] tel que P(1) = P(0) =0 et Q € R[X]. Démontrer que (P’,Q)=—(P,Q’).
3. Démontrer que L, est orthogonal a R,,_;[X].
4. En déduire que (L,) ey est une base orthogonale de R[X].

polynomesLegendreOrthogonalite
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Exercice 6 %% — Dans toute cette partie, on fixe unréel a > —1, et on note E,, 'ensemble des fonctions continues f : [0, +0o[——
+o00

R telles que lintégrale f x%e™* f(x)? dx est convergente.
0

a®+ b?

1. Montrer que, pour tout (a, b) € R?, |ab| < 5

+00o

2. En déduire que, si f et g sont deux éléments de E,, lintégrale f x%e ™ f(x)g(x) dx est convergente.
0

3. En déduire que E, est un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel €([0,+0o0[,R) des fonctions continues de [0,+00[ vers
R

4. Montrer que toute fonction polynomiale sur [0, +0o[ est élément de E,,.

Pour tout entier naturel n, on définit les fonctions :

10,+o0[ — R
X — x_“excpfl”)(x)

10, +oc0[ — R

_ et
Pn x s Mt wn

ott la notation cprg”) désigne la dérivée d’ordre n de @, (avec la convention (pgo) = g)-

5. Calculer ¢, 1, et Y.
6. Pour tout n € N, montrer que la fonction 1), est polynomiale. Préciser son degré et son coefficient dominant.

Dans la suite, on identifie 1, a son nuique prolongement continu a [0, +00[, qui est une fonction polynomiale sur [0,+00o[. Cela
permet de considérer 1), comme un élement de E,, ce qu’on fera désormais. Pour tout (f,g) € Ei, on pose :

(f,g) =J x%e ™ f(x)g(x) dx .
0

7. Montrer que ( -, - ) est un produit scalaire sur E,,.

Dans la suite, on note || - ||, la norme associée a ce produit scalaire, définie par :

+00 1/2
Iflle= (f x% ™ f(x)? dx) pour tout f €E, .
0

8. Soit n un entier = 1. Pour tout entier k € [0,n— 1], établir que :
Lpr(lk)(x) —— 0 quand x tend vers 0 par valeurs strictement positives

et que :
cpglk)(x) =o0 (e_"/z) quand x — +00

9. Soit m et n deux entiers naturels. Montrer que

+00
(Ym> Yn) = (—D”f P ()@, (x)dx.
0
En déduire que la famille (4),,) ey est orthogonale pour le produit scalaire { -, - ).

10. Montrer que, pour tout n €N, ||y, ||i =nT(n+a+1).

polynomesLaguerreOrthogonalite

Exercice 7 %% — Soit (E, (-, -}) un espace préhilbertien. Etant donnés un entier n € N* et n vecteurs X1, .., Xy, NOtONS
G(xlﬁ LR xn) = (< Xi, x] >)1<i,j<n € ‘%n(R) .

1. Démontrer que detG(x,...,x,) # 0 si et seulement si la famille (x4, ..., x,) est libre.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension n. Soit (eq,...,e,) une base de F. Démontrer que pour tout x € E

detG(eq, ..., ey, Xx)
detG(eq,...,e,)

d(x,F) =

matricesGram

DAVID BLOTTIERE 4 VERSION DU 20 MARS 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 8 %% — Soient (E,{ -, - )) un espace préhilbertien et p € ¥ (E) un projecteur.
1. Quelle est la définition de Uassertion : « p est un projecteur orthogonal » ?

2. Démontrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si, pour tout x € E, || p(x) || < || x||.

caracterisationProjecteursOrthogonaux

Exercice 9 %k* — Soient (E,( -, - )) un espace préhilbertien, || - || la norme sur E associée au produit scalaire { - , - ), (€,)en
une suite orthonormale de vecteurs de E et x € E.

1. Démontrer que :
n

VneN Z(ek, x)2 < x| [inégalité de Bessel] .
k=1
2. Justifier que la série numeérique Z (x, e,)?* est convergente.
n=0
On suppose de plus que la famille (e,,),cy est totale, i.e. que Vect((en)neN) est une partie dense de E.

+00

3. Démontrer que la série vectorielle Z (x,e,) e, converge dans E et que x = Z (x,e,) e,
n=0 n=0
4. Démontrer que :
+00
l|x|)? = Z (e,, x)? [formule de Parseval] .
n=0

famillesTotalesInegaliteBesselFormuleParseval

Exercice 10 %% — Soit un entier n 2 1. On munit " de son produit scalaire usuel et on note
0,R)={Ae #,(R) : AAT =1}

le groupe orthogonal.

1. Soit A€ #,(R). Démontrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A€ O,(R)
(ii) I existe deux bases orthonormées 9B, et B, de R" telles que A = Py .3, (matrice de passage de la base 98, a la base
B,).
2. Démontrer que O,(R) est une partie compacte de #,(R).
3. Soit A€ #,(R) une matrice trigonalisable sur R. Démontrer que :

I(RT)eG,(R)x T (R) A=PTP'.

4. Démontrer que 7 (R) := {A€ M,(R) : Aest trigonalisable sur R} est une partie fermée de ,(R).
5. Démontrer que U'adhérence de @;(R) :={A€ #,(R) : Aest diagonalisable sur R} égale 7(R).

caractereFermeEnsembleMatricesTrigonalisablesR

Exercice 11 %% % — Calculer : .
inf{f t>(In(t)—at—>b)* dt : (a,b) € Rz} )
0

distanceEspaceFonctions

Exercice 12 %k — Soient un entier n = 2 et A € #,(R). Démontrer que rg (ATA) =rg(A).

rangMatriceFoisTransoposeeMatrice
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