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TD - Réduction des endomorphismes et des matrices 2

Exercice de la banque CCINP n°62. — Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Soit f € £(E) tel que f>—f —2id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E =Ker(f +id) @ Ker(f —21id) :

(a) en utilisant le lemme des noyaux;
(b) sans utiliser le lemme des noyaux.

3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie. Prouver que Im (f +id) = Ker (f — 2 id).

Exercice de la banque CCINP n°65. — Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (R ou C). On note K[X]
Uensemble des polynémes a coefficients dans K.

1. Démontrer que :
VBEQ eKIX]xKX]  (PQ)(u)=P)oQ(u).
2. (a) Démontrer que :
V(BEQ eKIX]xKX] Pu)oQu)=Qu)oP(u).
(b) Démontrer que, pour tout (B,Q) € K[X] x K[X] :

P polynéme annulateur de u => PQ polynéme annulateur de u .

. -1 =2\ ., . A (o P N
3. Soit A= ( ) Ecrire le polynéme caractéristique de A et en déduire que le polynéme R = X* + 2X> + X2 — 4X est un

1 2
polynéme annulateur de A.

Exercice de la banque CCINP n°88. —

1. Soit E un K-espace vectoriel (K= R ou C). Soit u € £(E). Soit P € K[X]. Prouver que si P annule u alors toute valeur propre
de u est racine de P.

2. Soit n € N tel que n = 2. On pose E = M, (R). Soit A= (ai’j)lgign la matrice de E définie par :

1<j<n
. 0 si i=j
2 _
Vet a,={] % {7
Soit u € ¥ (E) défini par :
YMeE uM)=M+tr(M)A.

(a) Prouver que le polynéme X2 —2X + 1 est annulateur de u .
(b) u est-il diagonalisable ? Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes (I'une avec, Uautre sans Uaide de la question

1).
o 2 -1
Exercice de la banque CCINP n°91. — On considére la matrice A=| =1 3 —1 | &€ #5(R).
-1 2 0

1. Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que l'on déterminera.
2. La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?
3. Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

4. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)? et en déduire la valeur de A™.

Exercice de la banque CCINP n°93. — Soit E un espace vectoriel réel de dimension finien > 0 et u € £ (E) tel que u>+u*+u = 0.
On notera id Uapplication identité sur E.

1. Montrer que Im (u) @ Ker (u) = E.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynémes.
(b) En déduire que Im (u) = Ker (u2 +u+ id).

3. On suppose que u est non bijectif. Déterminer les valeurs propres de u. Justifier la réponse.
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Exercice 1 %vrvr — Soient un entier n > 2 et A€ M, (R) telle que A> + I, = 0. Démontrer que Uentier n est pair.

polynomeAnnulateurDimensionEspace

Exercice 2 %¥rvr — Soit A= G _42) € M,(R).

1. Calculer le polynéme minimal de A.

2. En déduire Uexpression de A", pour tout n € N.

calculPuissancesMatricePoynomeMinimal

. , . . -1 0
Exercice 3 kvvr — Déterminer toutes les matrices M € #,(R) telles que M> —2M = (1 0 4).

equationCubiqueMatricielle

Exercice 4 %7rvr — Soit A € GLs(R) telle que tr(A) = 2 et A> + A2 — 2A = 0. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

polynomeCaracteristiqueFormatInversibiliteTracePolynomeAnnulateur

Exercice 5 kv¥r — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et u € ¥ (E). Démontrer que :

VP eK[X] P(u)eGL(E) &< PAm,=1.

inversibilitePolynomeEndomorphismePrimaliteRelativePolynomeMinimal

Exercice 6 % — Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie n 2 2 et u un endomorphisme de E irréductible, i.e. tel que
{0z} et E sont les seuls sous-espaces stables par u.

1. Démontrer que pour tout x € E \ {0z}, la famille B, := (x, u(x),... ,u”_l(x)) est une base de E.

2. Démontrer que la matrice de u dans la base 9, ne dépend pas de x.

endomorphismeIrreductible

Exercice 7 %vrvc — Soient a, b des nombres complexes tels que a® + 4 b # 0. Soient o l'endomorphisme de CN défini par

cN — cN

o)
(un)neN —_ (un+1)n€N

1. Déterminer les éléments propres de O.
2. Démontrer que :
— N . —
E:= {(un)neN €C” :VneN u,,=au,,+ bun}
est un sous-espace vectoriel de CN stable par . On pourra écrire E comme le noyau d’'un polynéme d’endomorphisme en o.

3. Déduire du lemme est noyaux et de la question 1 que tout élément de E s’écrit d'une unique maniére comme combinaison
linéaire de deux suites géométriques que l'on explicitera.

suitesRecurrenteslLineairesOrdre2
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Exercice 8 ks — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, v € ¥ (E) une symétrie de E et :

Y(E) — % (E)
u —> uov—vou.

1. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de ¥ (E).
2. Déterminer un polynéme annulateur de .

3. Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

diagonalisabiliteCrochetLieSymetrie

Exercice 9 %%y — Soient un entier n = 2 et A€ #,(R) telle que A> —3A+ 41, = 0. Démontrer que det(A) > 0.

polynomeAnnulateurSigneDeterminant

Exercice 10 %%+ — Soit A€ #,(C).

1. Sila matrice A% est diagonalisable sur C, la matrice A est-elle nécessairement diagonalisable sur C?
2. On suppose la matrice A? inversible et diagonalisable sur C. Démontrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

diagonalisabiliteCarreMatrice

Exercice 11 %% — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

1. Soient u et v des endomorphismes diagonalisables de E qui commutent. Démontrer qu’il existe une base 98 de E telle que les
matrices Mat & (u) et Mat 5 (v) sont diagonales.

2. Soient un entier p = 2 et us, ..., u, des endomorphismes diagonalisables de E qui commutent deux-a-deux. Démontrer qu’il
existe une base 9 de E telle que les matrices Mat 5 (u;), Mat g(uy), ..., Mat 5 (u,) sont diagonales.

codiagonalisationNombreFini

Exercice 12 %%vr — Soient E un K-espace vectoriel et f € & (E) admettant un polynéme minimal u. Pour tout x € E, notons :
e P le polynéme unitaire de degré minimal tel que P, (u)(x)=0 ;
* E,={P(f)(x) : PEKIX]} .

Soit x € E.

1. Démontrer que P, existe, est unique, et que :
VP eK[X] P(f)(x)=0 = P,|P.

2. Démontrer que E, est un sous-espace vectoriel de E de dimension deg(P,) .

Soit (x,y) € E2.
3. Si E,NE, = {0}, démontrer que P, ., = PPCM(P,, P, ). Généraliser a p > 2 vecteurs Xy, ..., X, de E.
4. Si P, AP, =1, démontrer que E,,, = E, ® E,. Généraliser a p > 2 vecteurs Xy, ..., X, de E.

5. Soit P € K[X] un facteur irréductible de u. Notons a sa multiplicité dans la décomposition de u en produit de facteurs
irréductibles de K[X]. Démontrer qu’il existe x € Ker (P*(f)) tel que P, = P“.

6. Démontrer qu’il existe x € E tel que P, = u.

polynomeMinimalEndomorphismePolynomeMinimalVecteur

Exercice 13 %% — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

1. Soient u et v des endomorphismes trigonalisables de E qui commutent. Démontrer qu'’il existe une base 9 de E telle que les
matrices Mat & (u) et Mat 5 (v) sont triangulaires supérieures.

2. Soient un entier p = 2 et uy,...,u, des endomorphismes trigonalisables de E qui commutent deux-a-deux. Démontrer qu’il
existe une base 9 de E telle que les matrices Mat 5(u;), Mat 5(uy), ..., Mat 5 (u,) sont triangulaires supérieures.

cotrigonalisationNombreFini
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Exercice 14 %%r — Soit un entier n 2 2. Nous nous proposons de démontrer le théoréme de Cayley-Hamilton pour une matrice
de M, (C), a Uaide d’'un raisonnement par continuité-densité.

1. Soit (A1, Ag,...,A,) €CM
e Siles Ay, A,y,..., A, ne sont pas tous égaux, on pose :

§:=min{|A— A : (k,0) € [1,n]? et A # Ay}

le plus petit écart entre deux composantes distinctes du n-uplet (A1, A5, ..., A,)-

o Sitousles Ay, Ay,..., A, sont égaux, on pose :
60:=1.

Soit p € N*. Démontrer que les n composantes du vecteur de C" :

(A1+L,12+ 5 ,...,)Ln‘i‘ 6 )
1xp 2xp nxp

sont deux-a-deux distinctes.
2. Démontrer que Uensemble :
9/(C) :={A€ M,(C) : Aest diagonalisable sur C}
est une partie dense de M, (C).
3. Démontrer que Uapplication :
f ‘ M (C) — M, (C)
A — (A
est continue.
4. Démontrer que Uapplication f est nulle sur 2, (C).

5. En déduire que Uapplication f est identiquement nulle.

demonstrationTheoremeCayleyHamiltonMnc

Exercice 15 k%% — Soient n € N* et J € #,(R) telle que J*> = —I,,.

1. Démontrer que J est diagonalisable sur C et que Specc(J) = {i,—i}.

. Démontrer que les multiplicités de i et —i sont égales.

; . i ] 0
. Démontrer que la matrice tp .
0 —il b

. En déduire que J est semblable a J, dans #,(C), puis dans #,(R).

) € M, (C) est semblable dans #,(C) a la matrice J,, := (IO _IP).

2
3. En déduire que n est pair. On pose n = 2p dans la suite.
4

p
5

reductionMatriceCarreEgalMoinsIdentite

Exercice 16 %% — Soit u un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie n = 1 tel que y, est scindé sur K.
Notons Aq,...,A, les valeurs propres deux a deux distinctes de u et my,...,m, leurs multiplicités respectives. On se propose de
démontrer qu’il existe un unique couple (d,n) € ¥ (E) x % (E) tels que :

u=n+d ; destdiagonalisable ; nestnilpotent ; nod=don [décomposition de Dunford de u] .

1. Justifier que :

.
E= EB Ker ((u— A;)™) [decomposition de E en somme directe de sous-espaces caractéristiques] .
k=1

2. En déduire qu’il existe un couple (d;,n;) € K[u] x K[u] tels que :
u=n;+d; ; d,estdiagonalisable ; n; estnilpotent ; n;od,=d;on;.
3. Soit un couple (dy,n,) € £ (E) x £ (E) tel que :
u=ny+d, ; d,estdiagonalisable ; n, estnilpotent ; nyod,=d,on,.
Démontrer que d; = d, et n; = n,.

decompositionDunford
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