LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI

TD - Procédés sommatoires discrets

Exercice de la banque CCINP n°5. —

* 2526

1. On consideére la série de terme général u, = ———— oun=2et a €R.
n(lnn)
(a) Cas a < 0. En utilisant une minoration trés simple de u,, démontrer que la série diverge.
(b) Cas a > 0. Etudier la nature de la série. On pourra utiliser la fonction f : x — W
x(Inx
1\
; . - n
2. Déterminer la nature de la série Z CRE
<; (n(n%2+n))
Exercice de la banque CCINP n°6. — Soit (u,),cy Une suite de réels strictement positifs et £ un réel positif strictement inférieur
al.
P .. u . P e . u .
1. Démontrer que si hgrn mtl — ¢, alors la série Zun converge. On pourra écrire la définition de hgrn ml — oy, puis
n—+0oo n—+0oo

un
majorer, pour n assez grand, u,, par le terme général d’une suite géométrique.

n

.. n!
2. Quelle est la nature de la série Z — ?

n=1

Exercice de la banque CCINP n°7. —
1. Soit (up),en €t (Va)aen deux suites réelles telles que (v,) ey est non nulle a partir d’'un certain rang.

(a) Prouver que si u, 2 alors u,, et v, sont de méme signe a partir d’'un certain rang.

(b) Dans cette question, on suppose que (v,) est positive. Prouver que :

u, ~ v, = E u, et E v, sont de méme nature
+oo

w1
(C2Y) +1)sm(;)lnn
n=2 (\,Tl+3—1)

2. Etudier la convergence de la série

. Le symbole i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.

Exercice de la banque CCINP n°46. — On considére la série :Z cos (nv nZ+n+ 1).

n=1
. noon 17 . , S
1. Prouver que, au voisinage de +00, tvn2+n+1=nmn+ ) +a—+0| — | ol a est un réel que 'on déterminera.
n

n2
2. En déduire que Z cos (m/ n2+n+ 1) converge.

n=1

3. Z cos (nv nZ+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

n=1

Exercice de la banque CCINP n°54. — Soit E l'ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.
1. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel des suites a valeurs réelles.

2. On pose, pour tout u = (u,) ey € E, ||ul| = sup |u,|.

neN
(a) Prouver que || .|| est une norme sur E.
u
(b) Prouver que, pour tout u = (u €E, I_ converge.
q p n/neN 2n+1 &
+00 u
(c) On pose, pour tout u = (Uu,)peny €E, f(u) = Z znil. Prouver que f est continue sur E.
n=0
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 1 kv — Etudier la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants.

€)) unz(l—%) —% 2 u,=vVn+1—vn 3) U, =+ —nl/n
_¥ _ e _ <h(n)
@ u,= - (5) U, = o ® u,= ch(zn)
(—1)" n! 1 1
7 =\1+—=-1 8 =— 9 = -
Dt " Vvn ® T © vn2—1 +vn2+1
(10) u, =tan(l)—sh(l) an u, = In(n) (12) u,=3Yn—2ln
n n Jn
P (2 y 1\ (1
(13) u, =(cos(n)+sin(n))e™ (14) u, = yr (15) u,=e"’"—cos (E) —sin (;)
_ 1 _ n _ sin(n)
16 up = 12+4+224...+n2 a7 .= 3 + cos(n) 18 u, = n3/2

n+3 n In(n)
19 =
a9 un (2n+1)

natureSerieNiveaul [indication(s)]

Exercice 2 %% — Dans chacun des cas suivants, démontrer que la série E u, converge et calculer sa somme.

1 1
n2—1 @ = n(n+1)(n+2)

n2+3n+2)

) un=ln( n2+3n

1 u,=

convergenceCalculSommeNiveaul

Exercice 3 %% v — Etudier la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants.

' +214+ . +n! _ (=1)"
o vk

natureSerieNiveau2

Exercice 4 %y — Etudier la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants, ou a, 3 et x sont des réels.

n! x x™ 1
= 3

U, = ——
n" ne Inf (n)

(1) u,=ch((n* —sh(n*) 2) u,

natureSerieAvecParametre

Exercice 5 %% — Donner une équivalent de u,, lorsque n tend vers +00 dans chacun des cas suivants.

2n 1 1 1
1) u,=In(n!) @ u,= k:ZnH Jk S k; k In(k)

@ u, =y In*(k)
k=1

equivalentAvecComparaisonSerielntegrale
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 6 %k — Soit (u,),en Une suite de nombres complexes convergeant vers un complexe {.
1. Démontrer que :

1 5 - \
E Uy { [théoréme de Cesaro] .
n+1 n—-+00
k=0
2. Soit a un réel strictement positif fixé. Considérons une suite réelle (v,),en telle que vy > 0 et, pour tout n €N :

Vn+1:Vn+v—a.
n

(a) Etudier le comportement asymptotique de la suite (v,) en-
(b) Déterminer un équivalent de v, lorsque n tend vers +00. On pourra chercher un exposant 3 > 0 tel que la suite de
terme général Vf T vf posséde une limite finie non nulle.

theoremeCesaroEquivalentSuiteRecurrente

Exercice 7 %% — Soit (u,,),en Une suite de nombres réels positifs. On suppose qu'’il existe un réel £ tel que :

i —— L.

n—+o0o
1. Démontrer que si £ < 1, alors la série Zun converge.
2. Démontrer que si £ > 1, alors la série Zun diverge.
3. Soit a € R et z € C. Déterminer la nature de la série Z n*z"

regleCauchy [indication(s)]

|
Exercice 8 k&% — Démontrer que la série Z(—l)” n(n) converge et calculer sa somme. On pourra utiliser le développement
n
asymptotique :
o1
H,:=>» — = In(n)+y+o0(1).
=y k n—+o00

convergenceCalculSommeSerieAvecDeveloppementAsymptotiqueHnPrecisionol [indication(s)]

. . o (=l
Exercice 9 k% — Déterminer la nature de la série Z -
n

natureSerieCondensationSommesPartielles [indication(s)]

Exercice 10 %% — Soit (u,),en Une suite a termes réels strictement positifs. Supposons qu’il existe un réel a tel que :

u a 1
e 1——+o(—).
u, n—o+oo n n2

, I A
Démontrer qu'il existe A €RY, tel queu, ~ —.
n—+o00 na

regleRaabeDuhamelVersionFaible

n k
Exercice 11 %% — Démontrer qu’il existe C > O tel que | | (1 + =D ) ~ —
k=2 vk n—+o0o ./n

equivalentProduit [corrigé]

Exercice 12 %% — Soit a > 1.

n a

; _ n
1. Démontrer que E Kl o~ —,
a

n—+oo
k=1

n
2. Soit P € R[X] tel que deg(P) = 2. Déterminer un équivalent de ZP(k) lorsque n tend vers 4+00.
k=1

equivalentSommeValeursPolynome
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 13 %% — Soit (a,),en Une suite de réels strictement positifs.
1. Supposons que la série Z a,, converge. Démontrer que la série Z v/, Qpyq CONVerge.

2. Donner un exemple de suite (a,),en de réels strictement positifs telle que la série Z v/ @, Qnyq converge et la série Zan
diverge.

serieRacineCarreeDeuxTermesConsecutifs

n
Exercice 14 %%>r — Pour tout n = 1, posons S, Z [log(k)] et T,, = Sygn_1, ol log est le logarithme décimal.
k=1
1. Déterminer des équivalents de S, et T, lorsque n tend vers +00.

2. Calculer T,, pour tout n = 1, et retrouver le résultat précédent.

seriePartieEntiereLogDecimal

Exercice 15 %% ¥r — Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1. Justifier que la série Z nz" converge et calculer sa somme.

sommeSerieGeometriqueDerivee

Exercice 16 %<7 — Pour tout couple (n,m) € N2, notons :

1
— sinz2m+1

0 sins<m.

1. Soit m € N. Démontrer que :

11 - 1
Vn>m+2, ZFSE 1+Zm

k=m+1 " k=m+2

2. En déduire que, pour tout m € N, la série E u, , converge, et que sa somme est majorée par T

n=0
+00 +00 1
3. Démontrer que la série de terme general E _— converge pUIS que E Z
n= m+1 m=0n=m+1

ecritureExponentiellelSommeRestes

too k
-1
Exercice 17 %% — Pour tout n € N¥, posons u E )

1. Justifier que la suite (u,),cn- est bien définie.
2. Démontrer que la série Z u, converge et calculer sa somme.

sommeRestesSerieHarmoniqueAlternee

Exercice 18 %% — Démontrer que la famille :

1
(mzn +n2m+2mn )(n,m)eN*xN*

est sommable et calculer sa somme.

calculSommeDoubleX

. , ;. x" ,
Exercice 19 %%k — Démontrer que pour tout x € 1—1,1[, la série E — converge avec une somme donnée par
n

o n
Z— =—In(1—x).
n=1 n

developpementSerielLogarithme [corrigé]
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 20 %% — Soient x € [1,4+00[ et (p,)nen- la suite des nombres premiers rangés dans Uordre croissant :
pl=2 > p2:3 ’ p3=5 > p4=7 > p5:11 >

1. Soient I,J deux ensembles, o : J —— I une bijection et (u;);c; une famille de réels positifs. Démontrer :

Zui = Zuo(j) [identité entre éléments de R, U {+00}] .

iel jeJ
m
- . 1 .
2. Vérifier que la suite (l_[ —x) est croissante. On pose :

k=1 1=p; meN*

+00 m m
1 1 1

l_[—_xiz lim —_XZSUP{I—[—_leEN*}ER*_U{'FOO}.
n=11_pn m—>+ook:1 1_pk k:ll_pk

3. Soit m € N*. On pose :
m
I, := {l_[p?" : (al,...,am)eNm} C N*.
i=1
Démontrer que :

ol 1
[T=2=-32
k=1 k nel,,

4. Soit n € N*. Démontrer qu'’il existe m € N* tel que :

1 1 il 1
2w < Zw=llim=

k=1 nel, k=1

5. En déduire que :

1 ¥ 1
%:qn_* :gl—pzx

——
Z(x) si x>1

1
puis que la série Z — diverge.

n

developpementProduitEulerienFonctionZetaRiemann
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

natureSerieNiveaul [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 1

unz(l—l) —lzexp(nln(l—l))—1
n e n e

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

1. Déterminer un équivalent de

Appliquer ensuite

— le critére de Riemann

2. 1l s’agit d’'une série télescopique.

3. Déterminer un équivalent de
1\ 1 1
u, = (n+ 1V —n/"n=nt/n ((1 + —) — 1) =n'/n (exp(— ln(l + —)) — 1)
n n n

— le critére de Riemann

Appliquer ensuite

— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
n

4. Appliquer les résultats sur les croissances comparées pour étudier la limite de u,, = — lorsque n tend vers +00.
n

5. Calculer un développement asymptotique de

(=1)" 3 (=1)" 1 B (=1)" 1 -1/2
“TVeen on L1 n (1+3)
n

1
avec précision O (—2) Appliquer ensuite
n

— le critere des séries alternées

— le critere de Riemann

— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs
— le résultat sur la somme de deux séries convergentes.

6. En observant que

e+e™ e —on e"
ch(n)—T—E(1+e )n—>:oo E
h
donner un équivalent de u,, = ch(n) , Appliquer ensuite
ch(2n)

— le critere de convergence des séries géométriques
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

7. Déterminer un développement asymptotique de

I A G ks
u, =\[1+ ﬁ_l_(1+ ﬁ) -1

1
avec précision o (—) Appliquer ensuite
n

— le critere des séries alternées

— le critére de Riemann

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs

— le résultat sur la somme d’une série convergente et d’une série divergente.

8. e Premiére approche. Appliquer la formule de Stirling et les résultats sur les croissances comparées pour obtenir

1
u = o\ —
" notoo n2

Appliquer ensuite

— le critere de Riemann
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

e Deuxiéme approche. Appliquer la régle de d’Alembert, en justifiant

Uy __(n+ 1) n—nz( n )nzexp(nln(l—L))—>l

u, (n+ 1)+ n! n+1 n+1 n—-+oo e

1 1

vn2—1 vnZ+1
e Premieére approche. Prendre appui sur la quantité conjuguée

9. u, =

. _Vn2+1—-vn2—-1 vn2+1—vn2—1vn2+1++vn2—-1 _ 2
: Vnt—1 Vnt—1 v2+1+vn2—1 «/n4—1(«/n2+1+«/n2—1)

qui permet d’obtenir aisément un équivalent de u,. Appliquer ensuite

— le critere de Riemann
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

e Deuxiéme approche. Déterminer un développement asymptotique de

1 1 1 1 1

1( 1112 1\-1/2
P 1 (RSO
vn2—1 Vn2+1 n \/ 1 \/ 1 n n2 n2

1=

1
avec précision O( ) Appliquer ensuite
n3

— le critere de Riemann
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

11
n* 2+

0 ‘ Cette deuxieme stratégie se généralise a la série E 2 ol a est un réel positif fixé.
- n

1 1 1
10. Déterminer un développement asymptotique de u,, = tan (—) —sh (—) avec précision O (—2) Appliquer ensuite
n n n

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
(n) 1

— le critere de Rlemann
— le théoréme de domination pour les séries a termes positifs.

un — 31/n _ 21/n — eXp (ln(g)) _ exp (11](2))
n n
— le critére de Riemann

— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

11. Comparer u, = , pour tout n = 3. Appliquer ensuite

12. Déterminer un équivalent de

Appliquer ensuite

13. Observer que
1

n
.= (cos(n)+sin(n))e™ = O ((—) )
n—+00 e
Appliquer ensuite

— le critere de convergence des séries géométriques
— le théoréme de domination pour les séries a termes positifs.
. . . G
14. Appliquer la formule de Stirling pour obtenir un équivalent de u, = e puis
— le critere de Riemann
— le théoréme de le théoréme de domination pour les séries a termes positifs.

La regle de d’Alembert ne s’applique pas ici. Certes, pour tout n € N, u, > 0 et u,, est «de nature multiplicative »,
g% mais =L 1,
n—+00o
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

1 1 1
15. Déterminer un développement asymptotique de u,, = e*/" —cos (—) —sin (—) avec précision O (—2) Appliquer ensuite
n n n

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

n
16. D’apreés la formule donnant la somme de Newton Z k?
k=1

1 6
u, = =
T12422+ ... +n2 n(n+1)(2n+1)

Déterminer alors un équivalent de u,, puis appliquer

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
Grace a la décomposition en éléments simples

6 6 24
= —_ +_
XX+1D)2X+1) X+1 2X+1 X

au développement asymptotique

n

! = In(n)+y+o(1) [y €]0,57;0,58] est la constante d’Euler]

O H,:= - E g0

et a 'identité

n

1 1

VHEN* Z =H2n+1__Hn
k=02k+1 2

on peut non seulement proposer une démonstration alternative de la convergence de la série Z u,, mais encore

obtenir la valeur de sa somme :
+00

> u, =18—24In(2)

n=1

n n
——— a —, pour tout n € N.
3+cos(n) 4

— le critére de Riemann

17. Comparer u, =

— le théoreme de domination pour les séries a termes positifs.

_sin(n) 1
lln— n3/2 HH:OO 0 ne

3
18. Observer que, si a ]1, E[’ alors

puis appliquer
— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

+3 1 1+2 1 3 1 1 1 1
1 o 10020 o) e 10 Bool2)
2n+1 2 1+% n—+oo 2 n 2n n2 n—>+oo 2 2n n2

1\ In(n)
u, ~ n°? (—) = o (—) [bien justifier la derniére relation]

19. Observer que

En déduire

" notoo 2
Appliquer enfin

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
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regleCauchy [énoncé]

Indication(s) pour ’exercice 7

1. Soit g € ]¢,1[. Comme ]— 00, g[ est un ouvert contenant £
dNeN Vn=N 3/u,<gq
d’ou
Yn=N O0<u,<q"
On applique alors le théoréme de domination pour les séries a termes positifs.
2. Soit g €]1,£[. Comme ]q,+0o[ est un ouvert contenant £
dNeN Vn=N Y/u,>q
d’ou
Vn=N u,>q"
On en déduit la divergence grossiere de la série Z Up,.

3. e Cas ot |z| # 1. On peut étudier le comportement asymptotique de

VInezn| =n%" |z| = exp(2 ln(n)) |z
n

lorsque n tend vers +00, puis les résultats des questions 1 et 2. La régle de d’Alembert peut aussi étre appliquée.
e Casot |z| = 1.

— Pour a = 0, la série Z n® est grossierement divergente.
— Si a < —1, le critére de Riemann livre la convergence absolue de la série E n*z".

— Siae€ [—1,0[ etz =1, le critere de Riemann permet de conclure sur la nature de la série Z n%z".

— Siae [—1,0[ etz # 1, on introduit 6 € ]0,27[ tel que z = ' et on applique une transformation d’Abel.
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convergenceCalculSommeSerieAvecDeveloppementAsymptotiqueHnPrecisionol [énoncél

Indication(s) pour ’exercice 8

In(n)

somme, il suffit de déterminer la limite de la suite de terme général :

Z ln(2k) Z In(2k + 1)
2k+1

=1

_In(2) In(k) IIn(2k+1) <&In(2k) <& In(2k)
T2 H”+§Z k _(; 2k +1 +; 2k _Z 2k )

La convergence de la série Z( 1)" —— peut étre établie en appliquant le critére des séries alternées. Pour déterminer sa

2n In(k)
(1) ——=
2V

k=1 k=1
In(2) 1 G ink) < in(k) ln(2) In(k)
- T2 H”+EZ k -2, k _Z
k=1 k=1

2n
= W@)H,~ Y In(k)

k=n+1 k

On démontre ensuite :

n—+o0o
= k 2

puis qu'’il existe une constante réelle C telle que :

Zln(k) - lmm+ctoq).
= Kk notoo 2
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LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

natureSerieCondensationSommesPartielles

Indication(s) pour ’exercice 9

n
-1
On pose, pour tout n € N*, S, = Z %

e Soitn = 2.
(n+1)>—1 n (k+1)*-1 fJ n (k+1)*—1
(=plvEl 1) V] (-l 1
Sy = 2, =D, 2 = X s
k=1 i=k2 k=1 i=k2
——r

U
o Démontrer que la suite (u,),en+ €St décroissante, en effectuant une comparaison série-intégrale.
e Conclure quant a la convergence de la série Z(—l)" u,, donc de la suite (S(n+1)2_1)n>2.

e Considérer un entier p € N* et I'entier naturel n tel que

<,.J/p<n+l1 [n est donc la partie entiére de p]

MPI-MPI* 2526

[énoncé]

puis comparer la somme S, aux deux sommes S,2_; et S,41)2—1, que l'on sait converger et avoir une limite commune.
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equivalentProduit [énoncé]

Un corrigé de I’exercice 11

e Pour étudier la limite éventuelle de

lorsque n tend vers +00, nous portons notre attention sur

S (—1)’<)
In(u,)= > In (1 +

afin de pouvoir appliquer les résultats sur les séries numériques.

O Comme la fonction exponentielle est continue en 0, un développement asymptotique de In(u,,) avec précision
- 0(1) nous permettrait de conclure quant au comportement asymptotique de la suite de terme général u,,.
(=1)"

e Nous calculons
J/n notoo

ln(l + (_‘/13)) = (_Jlﬁ)n - % +O(#)

e En sommant, nous obtenons 'identité suivante

B n ﬂ B n (_1)k_ n i n
ln(un)—éln(1+ 7 )—g NS ;Zk-’-;vk (1)

et posons, pour tout entier n = 2

pour tout entier n = 2, qUI nous invite a scinder la suite en trois partles
n

o . ( . . . |
e Deux termes consécutifs de la série Z ont des signes opposés et la suite de terme général 7 converge vers 0 en
n

n
_1\n
décroissant. D’apres le critére des séries alternées, la série Z converge. Ainsi
Jn
= 1) = 1) NG 1)’< (- 1)’<
Z Z "2 e Z +o() @
k=n+1
e Le développement asymptotique
= Zn: 1 = In(n)+y+o0(1) [y €]0,57;0,58] est la constante d’Euler]
nT Lk notoo W
nous livre
1 In(n)
kzk 5D = ==+l &)
e De
_ 1
Vn -t 00 n3/2
~—~—

=0

du critére de Riemann et du théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs, nous déduisons que la série Z Y,
converge. Ainsi

n +0o0o + 00
kazzvk Z o ka+0(1) 4
k=2 =2 k=nt1 =2
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e D’apres (1), (2), (3) et (4)
In(u,)

Nous en déduisons que

u, =

DAVID BLOTTIERE

MATHEMATIQUE

13

In(n) 1-— S (=DF
= —Q+—Y+Z EY ) o)
n—-+00 2 2 pay ﬁ
=:K (constante réelle)
ek ek
=exp(In(y,)) = W x o) oo T3

MPI-MPI* 2526
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developpementSerielLogarithme
Un corrigé de ’exercice 19

Remarquons que 'assertion est claire si x = 0. Fixons n € N et considérons la fonction

0,1 — R
f n+1 Xk

X —> _
k=1

dérivable sur ]—1, 1[. Nous calculons

n+1 n 1 xn+1

Vxel-11[ f/(x)= =) xk= -
kzzlz kz(; 1—-x 1-—x

Fixons x € ]—1,0[ U ]0, 1[. D’apres le théoréme fondamental de ’analyse

n+1 Xk X tn+1 1 1
Z_an(x)z—ln(l—x)—f df=—1n(1—X)—x"+2f du  [u=t/x]
ok o 1t o 1—xu

MPI-MPI* 2526

[énoncé]

()

L'intérét du changement de variable réside dans 'ordre entre les bornes de 'intégrale (I'ordre entre O et x n’est pas connu, mais

0 < 1), cf. inégalité triangulaire appliquée ci-dessous. De (5) et de
Yue[0,1] [1—xu|=1—|xu/=1—]|x|>0

nous déduisons

n+l 1 n+1 n+2 1 n+2
x u x x
S in(1—x)| < x[*? < ! gy = —
— k o 11—xul 1—|x| J, (n+2)(1—|x|) notoo

xn
En appliquant le théoréme d’encadrement, nous obtenons la convergence de la série de terme général — et
n

+00 Xn
Z — =—In(1—x)
n=1 n
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