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1. Théoreme de convergence dominée

Exercice de la banque CCINP n°25. —

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction t — - est intégrable sur [0, +oo[.

1+ t24tne
+0oo dt
2. Pour tout n €N, on pose u,, = ———— . Calculer lim u,.
L n—-+oo

+o00
1
Exercice de la banque CCINP n°26. — Pour tout entier n = 1, on pose I,, = f mdt.
0
1. Justifier que I, est bien définie.
2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,,),cy--
(b) Déterminer la limite de la suite (I,), e
3. La série Z(—l)”ln est-elle convergente ?
n=1
e '
Exercice de la banque CCINP n°27. — Pour tout n € N*, on pose f,(x) = T m2x? etu, = J S () dx.
n2x
0

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1].

2. Soit a € ]0,1[. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?

3. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

4. Trouver la limite de la suite (u,),cn- -
Exercice 1 % — Pour tout n € N, posons :

10,+c0[ — R
fo In(1+3)
x —_—
x (14 x2)
1. Démontrer que, pour tout n € N*, f, est intégrable sur 10, +oo[.
+00
2. Démontrer que la suite de terme général fn(x) dx converge vers une limite a préciser.
0

theoremeConvergenceDomineeO1

dx lorsque n tend vers +00.

+00
Exercice 2 %%+ — Etudier la limite éventuelle de
0o  X+1

theoremeConvergenceDominee02

oo sin(nt)

P dt est bien définie, qu’elle converge et déterminer sa
n

Exercice 3 v — Vérifier que la suite de terme général J

. . 0
limite.

theoremeConvergenceDominee03
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Exercice 4 k% — Soient a, b deux réels tels que 0 < a < 1 < b. Soit f € ¢*([a, b],R) telle que f(1) # 0. Pour tout n € N,
posons :
[a,b] — R
Bl @
1+ xn
1. Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (f,,)nen-

b 1
2. Démontrer que J fa(x) — = J f(x) dx.
n—+0oo

1
In(2
3. Démontrer quef X" (x) dx ~ n@)

fQ.
a —+00 n

theoremeConvergenceDominee04

Exercice 5 %% — Soit f : R, —— R, une fonction continue intégrable sur R,. Déterminer la limite éventuelle de la suite de

Yfne)
1+t

terme général u, :=n dt.
0

theoremeConvergenceDominee05

1 +00
1 1
Exercice 6 %% — Pour tout n € N¥, posons U, := ——— dxetV,:= ———— dx. Déterminer la nature des
o (T+x3) . (1+x3)

séries numeériques E U, et E V,.

n=1 n=1

theoremeConvergenceDominee06

L |

14 xn

Exercice 7 %% — Pour tout n €N, posons a, := f
0

1. Etudier la convergence de la suite (a,,),en-

. . . s 1
2. Déterminer un développement asymptotique de a,,, avec une précision de U'ordre de o (—)
n

theoremeConvergenceDominee07

Exercice 8 x%%* — Soit f : R —— R une fonction de classe 6. Supposons f et f’ intégrables sur [0, +0o[.

+o0
1. Soit x > 0. Déterminer la limite de la suite de terme général u,(x) := f n cos(t) sin"(t) f(xt) dt.
0
2. Préciser le mode de convergence de la suite de fonctions de terme général u,, sur ]0,+0o[.

theoremeConvergenceDominee08

2. Théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque

+00

Exercice de la banque CCINP n°49. — Soit Z a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = Z |,
n=0

On pose :
n

t
VneN  Vie[o+oo[  fy()="T—e.
n!
1. (a) Justifier que la suite (a,) est bornée.

(b) Justifier que la série de fonctions Y. f, converge simplement sur [0, +0o[.

+00

On admettra, pour la suite de Uexercice, que la fonction f : t — Z fn(t) est continue sur [0, +00[.

n=0
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+0o0

2. (a) Justifier que, pour tout n € N, la fonction g,: t —> t"e™" est intégrable sur [0,+00[ et calculer J gn(t)dt. En

0
+00

déduire la convergence et la valeur de f |f,, (t)] dt.
0

+o00o +ooa tn +00
n —t _
(E y e )dt— E a,.

n=0 n=0

(b) Prouver que f

0

Exercice 9 %v¥sr — Pour tout n €N, posons :
10,1 — R
fn x2n+1 ln(x)
X —_— _—
x2—1

1. Démontrer que, pour tout n €N, f, est intégrable sur 10, 1[.

1
2. Démontrer que la suite (Jn = J () dx) est convergente et déterminer sa limite.
0

neN
+00
; 1 ; L
3. Démontrer que, pour tout n €N, J, = — Z @ puis donner un équivalent de J,, lorsque n tend vers +09.
4 k=n+1
integrationTermeTermeO1
1, 9 +00
In“(x 1"
Exercice 10 %v<vx — Démontrer que (x) dx=2 Z #
o 1+x2 o (2n+1)3
integrationTermeTerme02
oo sin(x) < 1
Exercice 11 % — Démontrer que —= dx= Z
o e -1 —n+1
integrationTermeTerme03
1 +00
In(t) In(1—t¢ 1
Exercice 12 k%< — Démontrer que M dt = Z —.
0 t n=1 n’

integrationTermeTermeO4

! (—1)"

+00
Exercice 13 % — Déi tr arctan dx = _
X émontrer que f (x) dx ; it D@nt2)

0
integrationTermeTerme05

1 +00
Exercice 14 %%+r — Démontrer que J x X dx = Z n "
0 n=1
integrationTermeTerme06
Exercice 15 %% — Posons :
10,400 — R

+00
f X — Z(—l)” e Vx|
n=1

="
=

integrationTermeTermeO7

+00 +00
Démontrer que f est bien définie, continue et intégrable sur ]0,+00[, puis démontrer que J f(x) dx = Z
0 n=1
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3. Fonctions définies par une intégrale a parameétre

Exercice de la banque CCINP n°29. — On pose :

Vx€lo,400[ Vtelo,+o0o[  f(x,t)=ett*L.

1. Démontrer que, pour tout x € ]0,+00[, la fonction t — f(x, t) est intégrable sur ]0,+00[. On pose alors :

+00
VY x €]0,+00[ I'(x)= j R e [
0

2. Pour tout x € ]0,+00[, exprimer T'(x + 1) en fonction de T'(x).

3. Démontrer que T est de classe 6 sur 10, +00[ et exprimer T'/(x) sous forme d’intégrale.

MPI-MPI* 2526

Exercice de la banque CCINP n°30. —

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

t

+oo
z. . _ 2
2. Démontrer que la fonction f : x —> J e”" cos(x t)dt est de classe €* sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (E) .

e—2 t

dt.

+00o
Exercice de la banque CCINP n°50. — On considére la fonction F: x — f T
x
0
1. Prouver que F est définie et continue sur ]0,+oo[.
2. Prouver que x — x F(x) admet une limite en +00 et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +00, de F(x).

Exercice 16 *v¢vx — Posons
R

R —
f x +— J cos(x cos(8)) d6 .
0

1. Démontrer que f est de classe €°° sur R.
2. Pour tout x € R, calculer x f”(x)+ f'(x)+ x f(x).

fonctionDefinieParIntegraleO1

Exercice 17 %<y — Posons :

1—1,400[ — R
1
f x — Livge
o In(t)

1. Démontrer que f est bien définie et de classe €* sur ] —1,+00[ et calculer f'.
2. En déduire une expression de f (x).

fonctionDefinieParIntegrale03

Exercice 18 %rvr — Soit f € 6¥°(R,R) une fonction bornée. Posons :
R — R

+o0o
§lx — f e f(x—1t) dt.

1. Démontrer que f est définie et de classe €2 sur R.
2. Exprimer g” en fonction de g et de f.

fonctionDefinieParIntegraleO4
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Exercice 19 %vvx — Notons f la fonction définie par :
10,+00[ — R

+oo .,
f x — J &me_’” de .
0

t

1. Démontrer que f est définie et de classe €' sur R. et expliciter f’.
2. En déduire une expression simple de f.

transformeelaplaceSinusCardinal

Exercice 20 % — Soit la fonction :
e arctan(x t)
fix— J — dt .
0 t (1+1¢2)
1. Déterminer U'ensemble de définition de la fonction f.
2. Etudier la dérivabilité de f et déterminer une expression de f’.
3. Déterminer une expression simple de f.

fonctionDefinieParIntegrale05

Exercice 21 %y — Posons :
10,+o0[ — R

+00o —tx
e
f X — —0 dt.
o 1412

1. Démontrer que f est bien définie et de classe 6 °° sur RY.
1
2. Veérifier que f est solution sur R* de équation différentielle y" +y = —.
x

fonctionDefinieParIntegrale06

Exercice 22 %% — On pose, pour a > 0, pour tout x €R:
+o0o
F(x)=f eitxemat” ¢
—00

x
1. Montrer que F est de classe 6! sur R et vérifie, pour tout x €R, F'(x) = 24 F(x).
a

2 2
2. En déduire que, pour tout x réel, F(x) = F(0) exp (—:—), puis que F(x) = ‘/ r exp (—:—)
a a a

transformeeFourierGaussienne

Exercice 23 k%< — Soient deux réels a > 0 et b > 0. On définit, pour x €R :
+0oo oAt _ o~ bt
F(x)=f — cos(xt) dt.
0

1. Justifier, pour tout x € R, lUexistence de F(x).
2. Prouver que F est de classe €' sur R et calculer F'(x), pour tout x €R.

Lo e 1 b2 + x?
3. En déduire qu’il existe une constante C € R telle que, pour tout x €R, F(x) = > In ix +C.
az+x

+o00
1
4. Justifier que, pour tout x €R, F(x)=—— f ’(t) sin(x t) dt ot la fonction ) est définie par :
x
0

5. En déduire la valeur de C.

fonctionDefinieParIntegraleO7
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Exercice 24 % %< — Posons :
R
1

14t de.

R —
1
N J
0
Démontrer que f est bien définie et que pour tout x €R, f(x)+ f(—x)=1.
Calculer f (k) pour k € {—2,—1,0,1,2}.
Etudier les limites éventuelles de f en —oo et en +00.

Déterminer un équivalent de f (x) — 1 quand x tend vers +00.

S

Etudier la convexité de la fonction f.

fonctionDefinieParIntegrale08

Exercice 25 %% — Posons : )
/2
fix— J (sin(t))* dt .
0

Démontrer que f est définie et continue sur ]—1,+00[.
Calculer f(1).
Démontrer que, pour tout x > —1, f(x+2) f(x+2)=(x+1) f(x).

En déduire un équivalent de f(x) en —17.

R b=

Démontrer que f est de classe €* sur ]—1,+oo[.

/2 /2 /2 .
In(cos(t)) dt :% f 1n(sm(2t)) dr.
0

6. Démontrer que f 5

0

In(sin(t)) dt = f

0
7. En déduire f'(0).

fonctionWallis

Exercice 26 k%3 — Soit P € C[X] un polynéme non constant. On souhaite démontrer que P admet au-moins une racine
(théoréme de d’Alembert-Gauyfs). Raisonnons par Uabsurde et supposons que P ne posséde aucune racine complexe.

1. Démontrer que la fonction I définie par :
R, — C
27
I 1
r > J i0 dé
o P(re?)

est de classe 6! sur R,.
2. Démontrer que I est constante.

3. Etudier la limite éventuelle de I en +00. Conclure.

theoremeDAlembertGaussIntegralesParametre

b —cos(x)
In (—a ~ cos(x) ) dx.

T

Exercice 27 %% — Soient deux réels a > 1 et b > 1. Calculer J
0

integralesParametreQralX
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