LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

TD - Espaces vectoriels normés 3

Exercice 1 %v¥r — On note E Uespace vectoriel des applications continues sur [0, 1] a valeurs dans R. On pose :

1
Vi€E |lfllle = SUP]|f(f)| et ||f||1=f If ()l dt .
0

te[0,1
1. Les normes || - || et || - ||; sont-elles équivalentes ? Justifier.
2. Dans cette question, on munit E de la norme || « ||oo-
(a) Soit :
" E — R
f — f(0).

Prouver que u est une application continue sur E.
(b) Onpose F={f €E : f(0)=0}. Prouver que F est une partie fermée de E pour la norme || - ||oo-
3. Dans cette question, on munit E de la norme || - ||;. Soit :

¢ X

—> 1_
On pose :
1
nx si 0sx<-—
VneN* Vxe[0,1] f(x)= 1 n
1 si —<xxl1
n

(@) Soit n € N*. Calculer || f, —c ;.

(b) Onpose F={f €E : f(0)=0}. On note F l'adhérence de F. Prouver que c € F. F est-elle une partie fermée de E pour
lanorme || - ||;?

banqueCcinpl

Exercice 2 %v<vvr — Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps R. On note || - ||z ( respectivement || - ||z) la norme
sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F, alors les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes.
(P1) f est continue sur E.
(P2) f est continue en Op.
(P3) 3k>0 Vxe€E ||f()|lp<kx||x]lg .

2. Soit E Uespace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni de la norme définie par :

Vi€E |[flleo= sup [f(x)].

x€[0;1]

On considere Uapplication ¢ de E dans R définie par :

1
VfEE <P(f)=J f(t) de.
0
Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

banqueCcinp36

1
Exercice 3 %3rvr — Notons E = €°([0,1],R). Pour tout f € E, notons Noo (f) = sup |f(x)|et N;(f)= f |f ()| dx.
x€[0,1] 0

1. Démontrer succintement que N, et N; sont des normes sur E.

2. Démontrer qu’il existe un réel k > 0 tel, que pour tout f € E, N;(f) < k X Noo (f).
3. Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N,.

4. Démontrer que les normes N, et N; ne sont pas équivalentes.

banqueCcinp37 [indication(s)]
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Exercice 4 %<v¥sr — Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.
1. On se place sur E = 6 ([0, 1],R), muni de la norme || - ||; définie par :

1
VfeE ||f||1=J If ()l de .
0

Soit :
E

u(f)=¢

—
u
—

E

f

Vxe[0,1] g(x) =f F(o) dt.
0

On admet que u est un endomorphisme de E. Prouver que u est continue et calculer |||u|||. On pourra onsidérer, pour tout
entier n non nul, la fonction :
[0,1] — R

t — ne M,

fa

2. Soit n € N*. Soit (a;,a,,...,a,) € R" un n-uplet non nul, fixé. Soit :
R" — R

n
u
(31, X9, 00y X)) +— a; x; .
i=1

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R".
(b) On munit R" de || - ||, ot :

Vx=(x3,X5,...,%,) ER" ||x]||y=

Calculer ||| u|]).

3. Déterminer un espace vectoriel E, une norme sur E et un endomorphisme de E non continu pour la norme choisie. Justifier.

banqueCcinp38
Exercice 5 % ¥ — Soit E Uensemble des suites a valeurs réelles indexées par N, qui convergent vers 0.
1. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel des suites a valeurs réelles.
2. On pose :
Vu=(unen €E |lull =suplu,| .
neN
(a) Prouver que || - || est une norme sur E.
(b) Prouver que, pour tout u = (u,),en € E la série Z % converge.
(c) On pose :
+00
Vu= (e € f)=, 0.
n=0
Prouver que f est continue sur E.
banqueCcinpb4

Exercice 6 *¥rvx — Munissons E = R[X] des normes || - || €t || - ||;o définies, pour tout polynéme P € R[X] par :

IPllc =max|[P]| et [|P|[,= sup [P(x)|.
keN x€[0,1]
1. Démontrer que || - ||oo €t || - ||/oo sont des normes.
2. Sont-elles équivalentes ?
3. Soit n € N. Démontrer que les normes induites sur R,[X] par || - || et || - ||;o sont équivalentes.

comparaisonNormesEspacePolynomesl [indication(s)]
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Exercice 7 %v<¥r — Munissons E = R[X ] des normes || - ||:><> et|| - ||/1 définies, pour tout P € R[X], par :

1
1Pl = sup [P(x)| et ||P||’1=f |P(x)| dx .
0

x€[0,1]

1. Vérifier que || - ||/1 est bien une norme sur R[X].

2. Les normes || - ||;o et|| - ||/1 sont-elles équivalentes ?

3. Soit n € N. Démontrer que les normes induites sur R,[X] par || - ||:><> et]| - ||/1 sont équivalentes.

comparaisonNormesEspacePolynomes2 [indication(s)]
Exercice 8 %vrvs — Munissons Uespace vectoriel E = €¢°([0,1],R) de la norme || - ||oo. Notons ¢ la forme linéaire sur E définie
par:
E — R

Y f o= e()=F)-£(0).
1. Démontrer que @ est continue, puis calculer la norme subordonnée ||| ¢ |||.

2. Lapplication @ est-elle continue, si Uon remplace || - || par || - |1 ?

normeSubordonneeEvaluationFonction

Exercice 9 %7 — Munissons Uespace vectoriel E = €°([0,1],R) de la norme || - || et Uespace vectoriel F = €¢*([0,1],R) de
la norme || - ||, définie par :
VEeE 1Fl =N lleo+]| £ ||, -
1. Vérifier que || - ||, est une norme sur F.

2. Démontrer que Uapplication linéaire ¢ définie par :

E — F
[0,1] — R

QO X
fo— O . Jf“) dr
0

est continue, puis calculer la norme subordonnée ||| ¢ |||.

normeSubordonneePrimitiveNulleEnZero

Exercice 10 k% vr — On note {2 l'ensemble des suites x = (x,) ey de nombres complexes telles que la série Z |x,1|2 converge.

1. Soient x = (x,),en € £2 et ¥ = (¥,)nen € £2. Démontrer que la série Zx_nyn converge.

2. Démontrer que £? est un sous-espace vectoriel de Uensemble des suites complexes CN.

3. Pour toutes suites X = (x,)yen € £2 et ¥ = (¥n)nen € L2 on pose :
+00
(x,y)=> "%y, e llxll=v{x,x).
n=0

Démontrer que || - ||, est une norme sur £2.

4. Fixons un entier ny € N. Démontrer que Uapplication :

e21-1,) — (©l-D

(Xn)neN — xno

12

est une application linéaire continue, puis calculer la norme subordonnée ||| ¢ |||.

normeSubordonneeProduitScalaireHermitienEspaceSuites [indication(s)]

Exercice 11 %Y — Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Notons ||| - ||| la norme subordonnée sur £, (E). Soient (u;)ien
une suite d’éléments de %, (E) convergeant vers un endomorphisme continu u de E et (x;)ren Une suite d’éléments de E convergeant
vers un vecteur x € E. Démontrer que ui(x;,) — u(x).

k—>+00

doubleLimiteEvaluationEndomorphismeContinu [indication(s)]

DAVID BLOTTIERE 3 VERSION DU 12 NOVEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 12 %% vc — Notons £ le R-espace vectoriel des suites réelles bornées. Nous le munissons de la norme || - || 0. Démontrer

que Uapplication :
> — £

A

(un)neN _ (un+1 - un)neN
est un endomorphisme continu, puis calculer sa norme subordonnée ||| A|]|.

normeSubordonneeDerivationDiscreteEspaceSuites [indication(s)]

Exercice 13 %% — Démontrer que Uapplication :

A ‘ ("0, 1LR) 11 - lloo) —  (6°([0,11,R), 1] - llco)
f — f!

est discontinue.

derivationEspaceFonctionsNormeInfinieDiscontinue [indication(s)]

Exercice 14 *¥c — Soient (E,|| - ||g) un K-espace vectoriel normé tel que E # {Og}, (F,|| - ||p) un K-espace vectoriel normé,
ue %, (E,F).
1. Démontrer que :
sup |lu()llp= sup [lu(x)|lp= sup [[u(x)]lF .
x€B(0g,1) x€B(0g,1) x€5(0g,1)

=:l[ulll

2. On suppose que E est de dimension finie. Démontrer que :

Ix,€S(0g,1)  [ulx) e =llulll [la norme d’opérateur est atteinte sur la sphére unité] .
3. Dans cette question (E, || - ||g) = (F || - ||lz) = (%0([0, 1L, R),|| - ||1) et u est l'endomorphisme de E défini par :

E — E

fo—= ulf) X — ff(t)dt.
0

u

(a) Démontrer que u est continue.
(b) Calculer la norme subordonnée ||| u|||.
(c) Démontrer que

VfeB(0g1) |lu(H)) #Null [la norme d’opérateur n’est pas atteinte sur la boule unité fermée] .

proprietesAdditionnellesNormeSubordonnee [indication(s)]

DAVID BLOTTIERE 4 VERSION DU 12 NOVEMBRE 2025



