LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

TD - Equations différentielles linéaires

Exercice de la banque CCINP n°32. — Soit l’équation différentielle :
(&) x(x—-1y"+3xy’+y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle 1—r,r[ de R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de (&) sur 10, 1[ sont les restrictions d’une fonction développable en série entiére sur 1—1,1[ ?

Exercice de la banque CCINP n°42. — On considére les deux équations différentielles suivantes :
(64) 2xy'—3y=0 et (&) 2xy' —3y=+x.

1. Résoudre l'équation (§.7¢) sur Uintervalle 10,+00[.
2. Résoudre Uéquation (&) sur lintervalle ]0,+0oo[.

3. Léquation (&) admet-elle des solutions sur Uintervalle [0,+o0o[ ?

Exercice de la banque CCINP n°74. — On considére la matrice A=

N O -
O = O
—= O N

1. Justifier que A est diagonalisable.
2. Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

3. On considere le systéme différentiel :

x' = x+2z%
y =y
2 = 2x+z

ol x,y,z désignant trois fonctions de la variable t, dérivables sur R. En utilisant la question 2 et en le justifiant, résoudre ce
systéme.

Exercice de la banque CCINP n°75. — On considére la matrice A= (_11 _34)

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Trouver une base (v, v,) de R? dans laquelle la matrice de f

est de la forme (g

3. En déduire la résolution du systéme différentiel :

b .
) On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.

—x—4y
x+3y.

—
<™.
1

Exercice 1 %<¥c — Résoudre sur ]1,+0o[ Uéquation différentielle :

x
(&) y/+x2_1y=2x.

edlsOrdrel

Exercice 2 k% — Résoudre sur R l'équation différentielle :
(&) t*y'—y=o0.

raccordementEdlsOrdrelHomogene
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Exercice 3 %% — Résoudre sur R U'équation différentielle :
&) (Q-y'-y=t.

raccordementEdlsOrdrel

Exercice 4 %% — Soit a € €°(R, R) une fonction intégrable sur R. Démontrer que toutes les solutions de 'équation différentielle :

(&)  Y®)+alt)y(t)=0
sont bornées.

edlsOrdrelHomogeneUniqueSolutionsToutesBornees

Exercice 5 x %% — Soit f € ¥'(R,R) telle que f(x)+ f'(x) = 0. Démontrer que f(x) = 0.
x—+00 X—+00

edlsOrdreiMasqueelLimiteNulleEnInfini [corrigé]

Exercice 6 x*k* — Soient a € 6€°(R,R) une fonction impaire et b € €°(R,R) une fonction paire. Démontrer que I'équation
différentielle :
(&) Y'(O)+a(t)y(t)=b(t)

posséde une unique solution impaire.

edlsOrdrelUniqueSolutionImpaire

Exercice 7 %c¥sx — Résoudre sur R le systéme différentiel :

/

x" = 4x—-2y

(7 7) { y’ x+y.

sdl0rdrelCoefficientsConstantsHomogeneDiagonalisableFormat2

Exercice 8 kvrvx — Résoudre sur R le systéme différentiel :

X = y-+z
(&) y o= x
g = x+y+sz.

sdl0rdrelCoefficientsConstantsHomogeneDiagonalisableFormat3

Exercice 9 % ¥ — Résoudre sur R le systéme différentiel :

x' = —x+3y+e

() {y’ = —2x+4y.

sd1l0rdrelCoefficientsConstantsDiagonalisableFormat2

Exercice 10 %%k — Soit A € #,(C). Démontrer que toutes les solutions du systéme différentiel :
(##) X =AX

tendent vers 0 en +00 si et seulement si les valeurs propres complexes de A ont des parties réelles strictement négatives.

sdl0rdrelCoefficientsConstantsComplexesHomogenelLimiteNulleEnInfini
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Exercice 11 %% — Soit A< #,(R). On considére le systéme différentiel :
(##) X =AX.

Démontrer que toutes les solutions de (&) sont polynomiales si et seulement si la matrice A est nilpotente.

sdl0rdrelCoefficientsConstantsHomogeneToutesSolutionsPolynomiales

Exercice 12 %% v — Considérons le systeme différentiel :

x' = y—z
(#56) y = z—x
7 = x—y
x
On cherche les solutions | y | € €* (R, .ﬂg’l(R)) vérifiant en outre la condition x(0) =1, y(0) =0 et 2(0) = 0.
z

1. Discuter Uexistence et Uunicité de la solution.
2. Démontrer que la trajectoire de la solution est contenue dans lintersection d’une sphére S et d’'un plan P. Reconnaitre S N P.

3. Résoudre le systéme différentiel (), puis retrouver le résultat de la question précédente.

sdlOrdrelCoefficientsConstantsDiagonalisableComplexeFormat3Geometrie

Exercice 13 %vvc — Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de U'équation différentielle :

(&) 4xy"+6y' +y=0.

rechercheSolutionsDseEdlsOrdre2Homogene

Exercice 14 %% — Résoudre sur R l'équation différentielle
& (+1)x"—2x=t.

On pourra commencer par rechercher une fonction polynomiale solution de l'équation différentielle homogeéne associée a (&).

edlsOrdre2SolutionPolynomiale

Exercice 15 %%yr — Soit p: R —— R, une fonction continue, non identiquement nulle. On souhaite démontrer que toutes les
solutions de Uéquation différentielle :

&)  Y'+p(x)y=0
s’annulent. Pour cela, on raisonne par Uabsurde et on considére une solution f de (&), qui ne s‘annule pas.
1. Justifier que la fonction f est de signe constant. Quitte a changer f en —f, nous pouvons supposer que f > 0 dans la suite.

2. Soit a un réel quelconque. Justifier que la courbe représentative de f est en dessous de sa tangente au point de coordonnées
(a, f(a)).
3. En déduire que f'(a) = 0.

4. Conclure.

edlsOrdre2HomogeneTouteSolutionAnnulation
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Exercice 16 %%k —

1. Résoudre sur R Uéquation différentielle
(6#) y"+4y=0.

2. Soit g € 6?(R,R). On introduit la fonction h définie par :
R — R
h 1 [ )
x —> > g(t) sin(2x —2t) dt .
0

Démontrer que la fonction h est solution de l'équation différentielle :
&) y'+4y=g

puis résoudre (&).

3. Soit f € 6*(R,R) telle que f” + 4 f > 0. Démontrer que, pour tout x €R, f(x)+ f (x + g) = 0.

edlsOrdre2CoefficientsConstantsSolutionParticuliereFormeIntegraleEtudeQualitativel

Exercice 17 k%% — Soit g € €°(R,R). On considére Uéquation différentielle :
&  y'+y=q.

1. Déterminer les solutions de (&) sur R.
2. Soit f une solution de (&) sur R telle que, pour tout x €R, f”(x)+ f (x) = 0. Démontrer que :

VxeR f(x)+f(x+m)=0.
3. Soit f une solution de (&) sur R telle que, il existe a € R tel que f(a)+ f(a + n) = 0. Démontrer que f € Vect(cos, sin).

edlsOrdre2CoefficientsConstantsSolutionParticuliereFormeIntegraleEtudeQualitative2

Exercice 18 k%< — On considére 'équation différentielle
(&) x"—4x"+5x"—2x=0.

1. Déterminer une matrice A € #5(R) telle que, pour toute fonction x € €>(R,R), x est solution de (&) si et seulement si la
x
fonction | x' | € €1 (R, //13,1(R)) est solution du systéme différentiel :

x//

(&) X' =AX.

2. Trigonaliser A sur R, puis résoudre (&).

edlsOrdre3CoefficientsConstantsHomogeneTrigonalisable
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edlsOrdrelMasqueelimiteNulleEnInfini [énoncé]

Un corrigé de l’exercice 5

(a) Expression de f en fonction de f + f/. — Soit g la fonction continue et de limite 0 en +oo définie par :

R — R
Elx — f)+f(x)

La fonction f est solution de 'EDLS] :

(&) y'+y=g(x) , dinconnue y € ¢'(R,R).
L’EDLS1 homogéne associée a (&) est :

(&) y'+y=0 , dinconnue y € ¢*(R,R).
Nous calculons :

Sol(£%)=\7ect(yh 1; : el_{x)

Si k € 6'(R,R), alors la fonction k y; est solution de (&) si et seulement si :
VxeR K(x)=e g(x).
Nous en déduisons, grace au théoreme fondamental de I'analyse, que la fonction y, définie par :
R — . R
I | x —s e_xJ e g(u) du
0

est solution de (&). Par suite :

x —> e

Sol(é"):yp+Vect(yh R — R )

Cette étude nous livre : .

(*) JdkeR f(x):ke_x+e_xf e'g(u) du.
0

Yp(x)
(b) Réduction de l'étude. — D’apres (x), il suffit de démontrer que y,(x) = 0 pour établir que f(x) —= 0.
X—+00 X—+0Q0
(¢) Conclusion a Uaide d’'un découpage « a la Cesaro ». — Soit € > 0. Comme g(x) —— 0 :

X—+00
JA,; >0 VuzA, |gw)|<e.
Soit x Z A;.

{yp(x){ < e_xf

0

Ay x

e |glw)| du+e™ f e |g(u)| du [inégalité triangulaire et relation de Chasles]
A

Ay X
< e~ f e |glu) du+ee™ J e" du

0 A

A x
< e J e' |g(w)| du+e |:car e f et du=1—eM™ < 1]
A

0 1

A
Comme exf e’ |g(u)| du = 0:
X—+00

0
—_———

constante

Ay
JA, >0 Vx=A, e_"f e |g(w)| du| <e.

0

Nous en déduisons que :
Y x = max {A;,A,} |yp(x)| <2¢.
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