LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

TD - Calcul différentiel 2

Exercice de la banque CCINP n°41. — Soient f Uapplication de R? dans R définie par
fi(x,y)—4x?+12xy—y?

etC‘={(x,y)€R2 : x2+y2=13}.
1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C.

2. Soit (u,v) € C un point otl f atteint un de ses extrema.
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(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel A tel que le systéme (S) suivant soit vérifié :

4u + 6V = Au
5) {6u - v Av.

(b) Montrer que (A —4)(A + 1)— 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de A.

3. Déterminer les valeurs possibles de (u, v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

Exercice de la banque CCINP n°56. — Soit f la fonction définie sur R? par :
V(x,y)€R? fle,y)=2x>+6xy—3y*+2.

1. f admet-elle des extrema locaux sur R%? Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R? ? Justifier.

3. On pose K =[0,1] x [0, 1]. Justifier que f admet un maximum global sur K, puis le déterminer.

Exercice 1 %v¥x — Soit f la fonction définie par :

RZ — R

/ ,y) — (x2+y?) e

1. La fonction f posséde-t-elle un maximum global ?
2. Justifier que la fonction f posséde un minimum global, atteint en un unique point de R?.

3. Etudier les extrema locaux de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

extremal.ocauxGlobauxFonctionDeuxVariablesi

[indication(s)]

Exercice 2 %% — Soit la fonction f définie par :

R — R

Flony) — xt+yt—20c—y2.

1. La fonction f posséde-t-elle un maximum global ?
2. Etudier les extrema locaux de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

3. Soit (x,y) € R2. Factoriser Uexpression f(x,y)+ 8 et en déduire son signe. Qu’en déduire ?

extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariables?2

[indication(s)]

Exercice 3 %% yr — On consideére la fonction f définie par :

RZ — R

f (x,y) — x*+y*—4xy.

1. La fonction f posséde-t-elle un maximum global ?
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2. Démontrer que :
fle,y) ————— 400

[1Ge,y) [|loo—+00
puis que la fonction f posséde un minimum global.

3. Etudier les extrema locaux de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariables3 [indication(s)]

Exercice 4 %% ¥r — Soit la fonction f définie par :
R — R

1
f (a,b,c) +— f (tB—atz—bt—c)Zdt.
-1

1. La fonction f posséde-t-elle un maximum global ?
2. Démontrer que la fonction f posséde un minimum global, atteint en un unique point de R3.

3. Etudier les extrema locaux de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

extremalocauxGlobauxFonctionTroisVariablesl [indication(s)]

Exercice 5 %% s — Soient a > O et :

]O’-‘,-OO[H I R

f (e xy) Zn:xi In(x,) et = {(xl,...,xn)6]0,+oo[” : inza} .
i=1

1. Etudier les variations et la convexité de la fonction ¢ définie par :

10,+00[ — R
¢ t

— tIn(t).
2. En déduire que la restriction de la fonction f a X est bornée.
3. La partie % de R" est-elle compacte ?
, .. . \ . p a
4. Démontrer que la restriction de la fonction f a X est minorée par a In (—)
n
5. Etudier les extrema locaux, globaux de f sur % et les points en lesquels ils sont atteints.
extremalies [indication(s)]
Exercice 6 %% — On munit .#, 1(R) de son produit scalaire usuel, noté { - , - ). On note || - || la norme euclidienne associée et

S la sphére unité de (/ﬂn,l(R), | - ||) Soit f Uapplication définie par :

f '//ln,l (R)n — R
(Cl,...,Cn) —> det(Cl,...,Cn).
1. Démontrer que la restriction de la fonction f a S™ posséde un maximum global et que ce dernier est strictement positif.

2. Soit (Cyq,...,C,) un point de S™ en lequel la restriction de la fonction f a S™ atteint son maximum. Démontrer que la matrice
(Cy,...,C,) est orthogonale.

3. En déduire que :

=

Y(Cy,...,C) € My (R)" |det(Cy,...,CHI<| G [inégalité de Hadamard] .
k=1

inegaliteHadamardExtremalies [corrigé]
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