LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

TD - Calcul différentiel 1

Exercice de la banque CCINP n°33. — On pose :
Xy

V0, y) €ERN{(0,0)} flx,y)=——
Vx2+y?
et f(0,0)=0.

1. Démontrer que f est continue sur R?.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R?.

3. f est-elle de classe €' sur R? ? Justifier.

MPI-MPI* 2526

Exercice de la banque CCINP n°52. — Soit a € R. On considére Uapplication définie sur R? par :

y* ,
Foy)={2ry2—xy (x,y) #(0,0)

a si(x,y)=1(0,0).

1
1. Prouver que, pour tout (x,y) €R?, x?2+y?—xy > E(x2 +y2).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que o = 0.

of

0
(a) Justifier Uexistence de % et = sur R%\ {(O, 0)} et les calculer.

oy
of of

(b) Justifier Uexistence de 8_(0’ 0) et 8_(0’ 0) et donner leur valeur.
X Y

(c) f est-elle de classe €' sur R??

Exercice de la banque CCINP n°57. —
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).

(b) Donner la définition de «f différentiable en (0,0)».
2. On considére Uapplication définie sur R? par :

x2—y?

fFa,y) =1 ety si(x,y) # (0,0)

0 si(x,y)=1(0,0).

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe €* sur R2.

Exercice de la banque CCINP n°58. —

1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit a € E et soit f : E —— F une application. Donner la

définition de « f différentiable en a ».

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit e = (ey, €y, ...,€,) une base de E. On pose :

n
Vx =2xiei €E |ixlloo = max|x,

et:

V(x,y)€EXE |l(x,y)ll = max(|lx[lco, 1y llo) -

On admet que ||.|| o, est une norme sur E et que ||.|| est une norme sur E x E. Soit B: E x E—— R une forme bilinéaire sur

E.
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(a) Prouver que :
1CeR" V(x,y)€ExE [B(x,y)| < Clixlloo I¥lloo -

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en tout (u,,v,) € E x E.

Exercice 1 % ¥¢¥ — On considére deux fonctions :
R? — R R? — R
0 st (x,y)=(0,0) g 0 si (x,y)=(0,0)

(y) — {2y (xy) —
si (x,y) #(0,0) st (x,y) #(0,0)

x2+y? x2 + y2
Démontrer que la fonction f est continue en (0,0) et que la fonction g est discontinue en (0, 0).

continuiteFonctionDeuxVariables [indication(s)]

Exercice 2 %vrvr — Soient les fonctions f et g définies sur R? par, pour tout (x,y) € R* :
2

2 i Xy .
f(x,y):{y 1(1)1|X| six#0 o g(x,y) = —x4+y2 si(x,y)#(0,0)

sinon .
0 sinon .

1. Démontrer que les fonctions f et g admettent une dérivée directionnelle suivant tout vecteur en (0, 0).

2. Démontrer que les fonctions f et g ne sont pas continues en (0, 0).

deriveeDirectionnelleDiscontinue

n

Exercice 3 ks — Soit P := Zaka € C[X], ouneN* et ay,ay,...,a, € C. Posons :
k=0

R — C

Pl y) — Px+iy).

Démontrer que f posséde des dérivées partielles au point (0, 0) et les exprimer en fonction des coefficients de P.

deriveesPartiellesFonctionPolynomialeComplexe [corrigé]

Exercice 4 %c¥sx — Soit Uapplication :
RZ — R

f (x,y) — x*+xy+y?

et (a, b) un point de R2. Démontrer que Uapplication f est différentiable en (a, b) et préciser sa différentielle df (a, b) en ce point.

differentiabiliteDifferentiellePolynomeDeuxVariables [corrigé]

Exercice 5 kvrvr — Soient 2 une partie ouverte de R", F un R-espace vectoriel de dimension finie et deux applications f,g € F*.
On suppose que les applications f et g sont différentiables en un point a de <.

0 o
1. Soit i € [1,n]. Justifier que les dérivées partielles a—f(a) et a—g(a) existent.
Xi Xi
. af ag , g ;
2. On suppose que, pour tout i € [1,n], a—(a) = a—(a). Démontrer que les différentielles df (a) et dg(a) sont égales.
X Xi
applicationsDifferentiablesMemeDeriveesPartielles [corrigé]
Exercice 6 %% vx — Soit U'application :
R® — R?
f

(x,y,2) =— (x+y+z,xyz).
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1. Démontrer que la fonction f est différentiable en tout point (x, y,z) € R® et écrire sa matrice Jacobienne en (x, y, z).
2. On dit que f est une submersion en un point (x, y,z) de R si Uapplication df (x,y,z) € £ (RB, R2) est surjective. On note

U:= {(x,y,z) €R3 : f est une submersion au point (x,y,z)} .

(a) Démontrer que R®\ U est la réunion de quatre droites que 'on explicitera.
(b) Justifier que U est une partie ouverte de R®.

lieuSubmersion

Exercice 7 %%+r — On munit R? de sa norme euclidienne, définie par :
Vi,y)eR I y)ll =/ x2+y2.
Soit la fonction f de R? dans R? définie par, pour tout (x,y) € R?:

f(x,y)=(sin(x +2y),cos(2x + y)) .

1. Démontrer que la fonction f est différentiable en tout vecteur (x,y) € R? et écrire sa matrice Jacobienne en (x, y).

2. Démontrer que pour tout (x, y) € R?, Uapplication df (x,y) € £ (R?,R?) est 3-lipschitzienne.

differentiellelLipschitzienne

Exercice 8 %% — Soient (E, (-, -)) un espace euclidien, u un endomorphisme de E et a € E. Démontrer que Uapplication :

E — R
x — (u(x), x)

f

est différentiable en a et calculer sa différentielle en a.

differentiabiliteDifferentielleProduitScalaireTordu

Exercice 9 %7 — Soient a = (a;,a,) € R?, r un réel strictement positif  :=la, —r,a, + r[ x Ja, — r,a, + r[ € R? et une
application

f Q — R
(xl’x2) _ f(xl’xz)

On suppose que

(H1) pour tout x € Q, la fonction f admet une dérivée partielle en x suivant la variable x, et suivant la variable x, ;

f f

0 a
(H2) pour tout x € 0, (x)= (x) = Og.
1 2

dx dx
1. Démontrer que Q est un ouvert de R2.
2. Justifier que la fonction f est différentiable sur Q) et préciser sa différentielle.

3. Démontrer que Uapplication f est constante sur .

deriveesPartiellesNullesSurCarre

Exercice 10 %% — Soient n = 2 un nombre entier et Tr Uapplication trace sur .#,(R). Déterminer toutes les applications
f: M,(R) — R, différentiables sur #,(R), telles que :

VAe #,(R) df(A)=Tr.

applicationsDifferentiablesDifferentielleEgaleTrace

Exercice 11 %% — Soit :

x,y) — f(x,y)

une application différentiable sur R2.
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1. Soit (x,y) € R? fixé. On définit la fonction g par :

R

R
t fltx,ty).

—
—

8

Démontrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2. On suppose que f est homogeéne, i.e. que :

Vix,y,t)eER® f(tx,ty)=tf(x,y).

(a) Démontrer que pour tout (x,y,t) €R3:
0 0
e =Lux et Liseyyy.
dx Jy

(b) En déduire qu’il existe deux réels a et f3 tels que :

I(a,B)ER®> V(x,y)€R® f(x,y)=ax+py.

fonctionsHomogenes

Exercice 12 %%y — On se propose de déterminer toutes les fonctions f : R —— R différentiables sur R? et qui vérifient :

Y, y,)eR® flx+t,y+t)=f(x,y).

1. Soient f : R> — R une application différentiable sur R? et (x, y) € R? fixé. Démontrer que Uapplication :

R — R
"t — flx+ty+0)
est dérivable sur R et que pour tout t €R :
5} 0
T'(t) = —f(x+t,y+t)+—f(x+t,y+t).
dx dy

2. Soit f : R2 —— R une fonction différentiable sur R? telle que :

V,y,)eR® flx+t,y+t)=f(x,y).

(a) Démontrer que pour tout (x,y) € R? :

0 o
Lo+ L=
dx Jy
(b) Soient a,b,c,d quatre réels fixés et soit Uapplication :
RZ — R

§ (w,v) ~— f(au+bv,cu+dv).

2
Démontrer que Uapplication g est différentiable sur R? et calculer, pour tout (u,v) € R2, a—g(u,v) en fonction des
%

dérivées partielles de f.
(c) En choisissant a, b, c,d € R de telle sorte que :

(H1) pour tout (u,v) € R?, %(u, v)=0 ;
(H2) la matrice (Ccl Z) € GL,(R) ;
démontrer qu’il existe une fonction ¢ : R—— R, dérivable sur R, telle que :
V(x,y)eR® flx,y)=wplx—y).
3. Soit une fonction ¢ : R—— R, dérivable sur R. On lui associe la fonction f définie par :

RZ — R

Py — ex—y).

Démontrer que Uapplication f est différentiable sur R? et que :

V,y,)eR® flx+t,y+t)=f(x,y).
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4. Formuler une conclusion soignée pour répondre a Uobjectif exposé au début de Uexercice.

applicationsInvariantesTranslationPremiereBissectrice

Exercice 13 k%% — Soient (a, b) € R% Déterminer toutes les fonctions f € €'(R?,R) telles que :

% 0
Ve er Liyray=s.
dx dy
equationDeriveesPartiellesLineaireQOrdrel
Exercice 14 %% — Soit f € ¥*(]—1,1[,R).
1. Démontrer que U'ensemble de définition 9 de Uapplication :
cos(x)
g —f(5)

ch(y)

est un ouvert de R>.

2. Déterminer f pour que :
2 2

o°g o°g _
Vix,y)€2 ﬁ(x’yﬂa_yz(x’y)_o'

rechercheCnsFonctionHarmonique

Exercice 15 k%7 — Soit f € 6¥2(R2,R). Démontrer que :

a2f

2
V(x,y)€R axdy

(x,y)=y.
si et seulement s’il existe @, € €2(R,R) telle que :

2
V) ER fx,y)= - +p(0)+ ().

equationDeriveesPartiellesBasiqueOrdre?2

Exercice 16 k%% — Soit  :=]0,+00[ x ]0,+00[. Déterminer les applications f € €2(£,R) telles que :
V(x,y)eQ xzi(x )— Zi(x )=0
> .y a X2 > y y ayz > y - .

. a2 . . X
On pourra considérer le changement de variables donné par u = xy, v = —.
y

equationDeriveesPartiellesOrdre2 [corrigé]
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continuiteFonctionDeuxVariables [énoncé]

Indication(s) pour ’exercice 1

e Démontrer f(x,y) L f(0,0)=0,i.e.
(x,y)—(0,0)

x2y2

X2+ y2 1G,)l,—0

en commencant par majorer x*y? par une quantité dépendant de || (x, y)|l,.

e Démontrer la discontinuité de g en (0, 0) a l'aide du critére séquentiel. Pour cela, exhiber deux suites de nombres réels
(x,) et (¥,) qui convergent vers 0, mais telles que la quantité g(x,, y,) ne tend pas vers g(0,0) = 0 lorsque n tend vers
+00.
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deriveesPartiellesFonctionPolynomialeComplexe [énoncé]
Un corrigé de ’exercice 3

On note (e;, e,) la base canonique de R?.

e Dérivée partielle par rapport a la variable x, i.e. dérivée directionnelle par rapport au vecteur e.
Soit t € R*.

(00 +i)=f0.0) _ f0-10.0) _PO-PO) _1 (Zak tk_ao) _ S,

k=0 k=1

Nous en déduisons

f((010)+ tel)_f(():O) —

n—1

§ G tF— @
t t—0

k=0

Donc la fonction f admet une dérivée partielle premiere en (0,0) dont la valeur est donnée par

of
——(0,0)=
3x( )=
e Dérivée partielle par rapport a la variable y, i.e. dérivée directionnelle par rapport au vecteur e,.
Soit t € R".
0,0)+te,)—f(0,0 0,t)—f(0,0) P>it)—P(0) 1 [< -
FO.0+te)=f0.0) _ fO.0=F0.0) _PGO=PO) 1 (S, iy )37
t t t t =0 P

Nous en déduisons )
£((0,0)+tey)—£(0,0) il ok
= E a1t
" k+1

—a;i
t—0

k=0

Donc la fonction f admet une dérivée partielle seconde en (0, 0) dont la valeur est donnée par

ﬂ(o,0)=a1i
dy
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differentiabiliteDifferentiellePolynomeDeuxVariables [énoncé]

Un corrigé de ’exercice 4

(a) Différentiabilité de Iapplication f sur RZ.
Nous vérifions les hypothéses du critére %?.

e La fonction
f(-,b): x— f(x,b) =x>+xb + b?

0
est polynomiale, donc dérivable en a. Ainsi la dérivée partielle a—f(a, b) existe et
x

ﬂ(a,b) =f(-,b)(a)=3a*+b
dx
e La fonction

fla,-):y— fla,y)=a’+ay+y?

0
est polynomiale, donc dérivable en b. Ainsi la dérivée partielle a—f(a, b) existe et
y

g—f(a, b)=f(a,-)Y(b)=a+2b

y

e Des deux points précédents, nous déduisons que la fonction f admet des dérivées partielles en tout point de R?
données par
of | RZ — R . of | RZ — R
ox | x — 3x%+y € dy | x — x+2y
Comme ces deux applications sont polynomiales, elles sont continues sur R2.
Le critére 6! s’applique et livre le caractére 6 de f sur R%. Lapplication f est donc différentiable au point (a, b).

(b) Différentielle de Uapplication f en (a, b).
Comme l'application f : R2 — R est différentiable en (a, b), nous savons que, pour tout (h,h,) € R?

4f(@,D) (hy,hy) = (W)@, b), (hy, ha)) = 2 (a, by + %(a, b)hy = (3 + by + (a + 2b)hy

ot { -, - ) désigne le produit scalaire usuel sur R2.
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applicationsDifferentiablesMemeDeriveesPartielles [énoncé]

Un corrigé de ’exercice 5

1. Notons (eq,...,e,) la base canonique de R", qui est orthonormée pour le produit scalaire usuel sur R”, et fixons une
norme Ny sur F. Comme f est différentiable en a

fla+h) = f(a)+df(a)-h+o(l[hll,)

—

ie.
flath—f@—-df@-h
1Rl h0
Comme te; P~ Og-, Nous en déduisons, par composition de limites, que
—Ur
flat+te)—f(a)—df(a)-(te;) 0
F
Itell, =0y
Comme df (a) est linéaire et || e; ||, = 1, il vient
fla+te)—fla)—tdf(a)-e
Op
] t—0g
i.e.
+te)—
(D@ _.0) o
t t—0g
Ainsi

fla+te)—f(a)

> @-e

t
s af .
Nous en déduisons que a—(a) existe et
Xi
0
L =@,
Xi
o
De méme, —g(a) existe et
3xi
0

g frd . .
a—xl_(a) =dg(a)-¢;

2. D’apres la question 1 et 'hypothése sur les dérivées partielles de f et g en a, pour touti € [1,n]

af

ax;

4 (@) 6= @)= 25 (@) = dg(a) ¢

Ainsi, les applications linéaires f, g € < (R", F) coincident sur la base canonique de R". Elles sont donc identiques.
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equationDeriveesPartiellesOrdre2 [énoncé]
Un corrigé de I’exercice 16
Soit f € 62(£,R) telle que
Y(x,y)en xz(92 (x,y) 2 02 (x,y)=0
>y axz Y Yy ayz »Y)=

(a) Pour tout (x,y) €N
{u = Xy { x = Juv
x/y =

<
|

Aussi introduit-on 'application

Q — Q
u
(wv) — (vuv, V —)
v
Cette derniere est de classe 62, car ses applications composantes

Q — R
h, et h, I
W) — iy (W) — \E

sont des composées des fonctions

Q — RI Q — Rj_ R, — R}
u
(ur V) > uv (ua V) —_ ; t —> \/E

qui sont toutes 2. En effet un polyndme en deux variables est de classe 42 sur un ouvert, une fonction rationnelle en
deux variables est de classe €2 sur un ouvert o1 son dénominateur ne s’annule pas et la racine carrée est de classe €2
*
sur RY.
(b) La fonction
g=foh Q — R
(u; V) _ f(hl(u> V), hZ(u’ V))
est de classe 62 sur Q2 comme composée d’applications de classe €2.
(c) Posons

= h) = (o) = (Vi o)

et fixons (u,v) € Q. D’apres la regle de la chaine

0
L = e Fen+ Lo T
~ 1af 7 1af Ji
- sZEe 3w

En appliquant a présent, non seulement la regle de la chalne, mais aussi le théoréme de Schwarz, il vient

d%g 1 oh 2f oh u 10f 1
Lan = 3 (Eeo P+ Lo Pwn) Fai Lo L

dy 40 Ju
1( 9%f ah1 f Ju 10f 1
Y (axay() V) + () ))W—ZE(*) Juv32
_109%f 1 9%f 1af 1 1 9%f 1 9%f 1 109f 1
S I 5E0 Y T 1y 1 5 5 5 5y v
Lol L 10y A 18 181

= 2D m 10y e 1o M T 13y

_ 1 (19f 18f u 1 02 1 92
- nGROI e ) TR e

1ag 1 92 182
= ZEU,V) Zﬁ( )_4_18_}/2()_

=:k(u,v)
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D’apres 'hypothése faite sur f

=0

Cette étude nous livre

2
g 1 9¢g
€N =— ==
V(u,v) auav(u,V) 3 aV( V)
(d) Fixons v, €]0,+00[. La fonction
10,400 — R
g
u £ uv0)
étant solution de I'équation différentielle
1
/
——y=0
Yy =ouY

d’inconnue y € ¢*(]0,+00[,R), il vient

Yue]o,+oof 8—g(u, Vo) = a—g(l,vo) Ju
v av

L'étude ayant été réalisée pour un réel strictement positif v, quelconque, nous en déduisons
0 0
vaven Ewv=2avva
av av

(e) Fixons (ug,Vvy) € Q. D’apres le théoréeme fondamental de I'analyse

V

0 a Vo a
g(ug, vo) — g(up, 1) :f a_f(uo,v) dv = /ug f a_i(l,v) dv = /ug (g(1,v) —g(1,1))
1

1

L'étude ayant été réalisée pour un couple (uy, vy) € Q quelconque, nous en déduisons
Vwviea guv)=g1)+vu(g(1,v)—g(1,1)

(f) Soit (x,y) € Q. D’apres ce qui précede
fen =g (x5 )= g0+ /57 (2(1.5 ) 200 = e+ v ()

ol les applications ¢ et v sont définies par

10, +oo[ — R 10,+oo[ — R
v t — g,y V¥ t o — g(1,0)—g(1,1)

Comme les applications

10,+o0[ — R 10,+c0[ — R
t —  (t,1) t —  (1,t)

sont de classe %62, les applications ¢ et 1 sont de classe 62 (composées d’applications de classe €2).
(g) Conclusion. Si f € €2(Q,R) vérifie

a2f

aZ
2 2 —
V(X,}’)EQ X axz(X;J’)_y ayZ(X,J’)—O

alors il existe deux applications ¢, € €2(]0,+00[,R) telles que

Vny) e fxy) = p(xy)+ yxy ¥ (;)
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