LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

Un corrigé du devoir maison n°10

Espaces préhilbertiens réels

OO UT M WDN -

1. Un calcul d’orthogonal

Soient E := ¢*([0,1],R) et I'application ¢ définie par :
E? — R
. 1 1
(f,.g) — f f(6)g(t) dt +f f(0)g'(e) de.
0 0

On considére le sous-espace vectoriel G := {f € ¢2([0,1],R) : f” =f} de E.

Q1 Démontrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

LUn calcul d’ortho@Oomal . ... i e e e
. Bases orthonormées, coordonnées et produit SCAlAIre ............ouiiirininteriiin e iaeieieareieneananns
. Produit scalaire usuel sur .4, (R) et compacité du groupe orthogonal ...............ccoviiiiiiiiiiininaennnn.
. Bases orthonormées et matrices orthogonales ......... ... .. i
. Algorithme de Gram-Schmidt appliqué & une base de R? ............oiiiiiiiiiii it
. Algorithme de Gram-Schmidt et décomposition d’TWasawa .. .........c.eueuiuiuiiiiiininin i ieeananne.
. Identité de polarisation et isométrie vectorielle .......... ... i e
. Isométries vectorielles d’'un plan euclidien .......... ..ot e
9. Inégalité de Cauchy-SChWaATZ ... ... .. e e e
10. Projecteurs OrthOZOMAUK ... ...ttt et ettt ettt ettt ettt et et et e et et e et e et e et e e e a e eaeeenens
11. ThE0r€mE de RIESZ ...ttt ettt ettt e e ettt e e e e e e et
12. Sous-espaces vectoriels de R" et systémes linéaires homogenes ...............iiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiinan.
13. Bijectivité et réduction d'un endomorphisme mettant en jeu un produit scalaire .............. ...,
14. Inégalité de Bessel et familles totales .. .........o.ouininiii e

MPI-MPI* 2526

(a) Linéarité a gauche. — Soient f1, f,,g € E et A1, A, € R. Comme la dérivation est linéaire :

1 1
o(Arfr +Asf2,8) = f (Afi(0) + Ao fo(£)) g(8) dt+f (ALF(O) + Aof (1)) g'(2) dt
0 0

1

1
J (A1f1(0)g (1) + A f2(£)g (1)) dt+f (Af{(0)g(0) + A, f5()g(D))
0 0

La linéarité de I'intégrale nous livre alors que p(A;f; + A, f5, g) égale :

1 1 1 1
A f f1()g(t) de+ 2, f fi(0)g'(t) de + 2, J fo()g(t) dt + A, f f(0)g'(e) dt.
0 0 0 0

A1 ¢(f1,8) Ay ¢(f2,8)

Ainsi| @A f1 +A2f5,8) = A1 9(f1,8) + Ay 0(f2,8) -

(b) Symétrie. — Soient f, g € E. Comme la multiplication est commutative dans R :

1 1
o(f,g) J f(t)g(t) dt +f f(t)g'(¢) de
0 0

1 1
J g(t)f (¢) de + f g'(O)f'(t) dt
0 0

w(g.f).

Ainsi| ¢(f,g)=v(g,f).

de.
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(c) Linéarité a droite. — Comme la forme ¢ est lindaire a gauche et symétrique,

la forme ¢ est linéaire a droite.

(d) Caractére positif. — Soit f € E. En remarquant que le carré d'un nombre réel est positif et en appliquant la
positivité de l'intégrale, il vient :

1 1
f f(£)?dt=0 et f (f’(t))2 dt>0
0 0

1 1
puis <P(f,f)=f f(t)? dt+f (F' () dt=0.
0 0

(e) Caracteére défini. — Soit f € E telle que :

1 1
w(f,f)=f f(? dt+f (F'(0)* de=0.
0 0

>0 >0

Comme la somme de deux nombres réels positifs est nulle si et seulement si les deux nombres sont nuls, il
vient :

1
f f(t)?dt=0.
0

La fonction f2 est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1]. Par propriété de séparation de I'intégrale,
nous en déduisons que :

Vte[0,1] f(t)*=0.

Comme R est intégre, ceci implique que | la fonction f est nulle sur [0,1].

Q2 Déterminer une base de G.

L'ensemble G est 'ensemble solution de I'équation différentielle linéaire homogeéne de degré 2 a coefficients
constants :
y” —y =0, d’inconnue y € ¢*([0,1],R).

Son équation caractéristique est r>—1 = 0. Elle posséde deux racines réelles distinctes : —1 et 1. D’aprés le cours,
nous savons que G est le plan vectoriel de E ayant pour base :

(v

[0,1] — R [0,1] — R)

t — e—t > 852 t — et

Q3 Démontrer que :

V(f,.8)€ExG o(f,g)=f(1)g'(1)—f(0)g'(0).

Soit (f, g) € E x G. Alors la fonction f g’ est de classe 6! sur [0, 1]. D’apres le théoréme fondamental de I'analyse :

1 1
f(1)g/(1)—f(0)g’(0)=f (re") (0 dt=f /(g () +f(t)g"(¢) dt .
0

0

Comme g €G, g’ = g et donc :

1
f(1)g'(1)—£(0)g’(0) =f Fi()g'(t)+ f(t)g"(t) dt .
0

Par linéarité de lintégrale, | ¢(f,g)=f(1)g’(1)—f(0)g’(0).
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Q4 Démontrer que G+ = {f € E : f(0)= f(1) =0}.

Soit f € E.

feGt < feVect(g,g)" [d’apres Q2]

= o(f,g1)=v(f,g2)=0

f(Mgi(1) — f(0)gi(0) = 0
— [d’apreés Q3]
f(Mgy(1) — f(0)gy(0) = 0
et 1) [f(D) 0
— =
e —1/\f(0) 0

e—l

. -1 . . _ . . -
Comme la matrice ( . _1) a déterminant e —e~! = 2 sh(1) # 0, elle est inversible. Ainsi :

feGt = f0)=f1)=0

et| Gr={f€E: f(0)=f(1)=0}.

Soient (E

2. Bases orthonormées, coordonnées et produit scalaire

,{+, - )) un espace euclidien de dimension n = 1 et 98 = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.

Q5 Soit x un vecteur de E. Démontrer que :

n

x=Z(x,ei)ei.

i=1

Notons #B* = (ej, . ..,e,’;) la base duale de la base 8 de E. 1l s’agit d’'une base de ¥ (E,R) telle que, pour tout
ie[1,n]:
ef(x) est la i-eme coordonnées de x dans la base %8

de sorte que :
n

() x=Yex)e.

i=1

Soit j € [1,n]. Par linéarité a gauche du produit scalaire :

<x,ej>=<Zez‘(x)ei,ej>=Ze;‘(x)<ei,ej> .

i=1 i=1
Comme la base 8 = (ey,...,e,) est orthonormée :

n

Gn) (X, e) =D el(x)6,; =e(x).

i=1

D’aprés (x) et (xx),| x= (x,e)e; .

DAVID BLOTTI

Dans un espace euclidien, les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée admettent une expression
simple, en termes de produit scalaire.
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Q6 Soient uy,...,u,,vy,...,v, des vecteurs de E, a,...,a,, B, .., 3, des réels. Démontrer que :

n n
Zaiui’Zﬂjvj Zaﬂl ul’v +Zzaﬂ] ul’v>
i=1 j=1

i=1 j= 1
j#i  terme croisé

en détaillant le calcul et en justifiant chacune de ses étapes avec une propriété idoine du produit scalaire.

Nous calculons :
n n n n
Z a;u;, E B;v; = E a; { u;, E B;v; [linéarité a gauche du produit scalaire]
i=1 j=1 i=1 j=1

n n
= Z a; Z B; < Ui, v ) [linéarité a droite du produit scalaire]

= Zai ﬁi(ui:vi>+2ﬁj<ui’vj>
i=1 =1

o
= Z bl )+ DY By (u
=
n n
pour obtenir finalement 21: ail;, le Bjv; Z ;B (uy, vi) + 21: le Qi /51 ) .
i= j= i=1j
e

Q7 Soient (xq,...,x,) €R" et (¥1,...,¥,) €R™. On pose :

n n
X = §:xiei et y= 2 Yiei
i=1 i=1
Démontrer que :

)= inyi .
i=1

Par définition méme de x et y :
n n
(x,y)= inei: ZJ’je]‘
i=1 j=1

@ | Il faut choisir des noms d’indices différents pour chacune des deux sommes exprimant x et y.

D’apres Q6 :

n n n
)szi.yi(eirei>+zzxi-yj<ei’ej> :

o i=1 j=1

J#

Comme la base % = (ey,...,e,) est orthonormée, nous obtenons finalement :

X y>_zxyl5ll+zzxy] i,j nyl‘

i=1 j=1
J#
7 Dans un espace euclidien, le produit scalaire de deux vecteurs admet une expression simple en fonction des
- coordonnées de ceux-ci dans une base orthonormée.
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3. Produit scalaire usuel sur ./,(R) et compacité du groupe orthogonal

Soit un entier n = 2.

Q8 Soient A = (a; ;)1<i j<n €t B = (b; j)1<; j<n des matrices de .#,(R). Donner une expression du réel tr (A X BT) en fonction
des coefficients de A et B.

Par définition de la trace et du produit matriciel :
n
tr(A X BT) = Z [A X BT]i ;
i=1
n n
= > 2 [l x([BT];,.
i=1 j=1~" ~——
i j b;;
™ —
Ainsi tr(A>< B )— Z a;jxby;.
(L)€l 1,n]?
Q9 Démontrer que :
Co Mo(R) x M,(R) —> R
’ (A,B) — tr(AxBT)

est un produit scalaire sur ., (R).

(a) Linéarité a gauche. — Soient A,,A,,B € #,(R) et 1,,A, € R. Par linéarité de la trace :

(MA; + A,A,, B) tr ((A14; + A,4,) x BT)
tr ((A’IAI) X BT TP (AzAz) X BT)

Aqtr (A1 X BT) + A,tr (A2 X BT)

(A1,B) (A3,B)

d’Ol‘l <A1A1+242A2,B>le(Al,B>+A2(A2,B>.

(b) Symétrie. — Soient A= (a; ;)1<; j<n €t B = (b; j)1<i j<n des matrices de .4, (R). D’aprés Q8 et la commuta-
tivité de la multiplication dans R :

(A,B) = Z a;;xb;;= Z b;xa;;=(B,A)

(L.)e[1,n]? (L.)e[1,n]?

(¢) Linéarité a droite. — Comme la forme (-,-) est linéaire a gauche et symétrique,

la forme { -, - ) est linéaire a droite.

(d) Caractére positif. — SoitA = (a; ;)1<; j<n Une matrice de .#,(R). Comme le carré d'un nombre réel est positif,
en nous aidant de Q8 il vient :

— 2
(A,A)= > & >0.
)Tl 3

(e) Caractére défini. — Soit A= (a; ;)1<; j<, Une matrice de ., (R) telle que :

— 2 _
(A,4)= > & =0.

(i,j)e[[l,nillz\)’o"

Comme une somme de nombres réels positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, nous en
déduisons que :

V@ Dellnl a?=0.

Comme R est intégre, nous en déduisons que| A=0_4 ().
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On rappelle que le groupe orthogonal O,(R) est défini par :

0,R)={Ae #,(R) : AxAT=1,} .

Q10 Démontrer que O,(R) est une partie compacte de .#,(R).

(a) Du choix de la norme. — Comme .#,(R) est un R-espace vectoriel de dimension n? < 0o, toutes les normes
sur .#,(R) sont équivalentes. Les propriétés topologiques de .#,(R) ne dépendent donc pas du choix de la
norme.

(b) Caractérisation des compacts de #,(R). — Comme .#,(R) est un R-espace vectoriel de dimension n? < co

une partie de .#,(R) est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée dans .#,(R).

(c) Caractére fermé de O,(R). — Lapplication :

M,(R) — M, (R)
—s AXAT

est continue cat, pour tout A € .#,(R), pour tout (i,j) € [1,n]?:
[AxAT], Z[AL e x[AT], Z[A]l « % [Alj

est une expression polynomiale en les coefficients de A. Donc :

0,(R) = f}({I,}) est une partie fermée de .#,(R)

comme image réciproque du fermée {I,} de .#,(R) par I'application continue f.

(d) Caracteére borné de O, (R). — D’apres Q9, l'application :

|| . || '//ln(R) = R+
2 A — tr(AxAT)

est une norme sur .#,(R). Comme :
VA€ O0,(R) [|All;=+/tr(l,)= vn
~—~—
indépendant de A

il vient que :

O,(R) est inclus dans la sphere S, .|, (OJ,,H(R), ﬁ) donc O, (R) est bornée.

4. Bases orthonormées et matrices orthogonales
Soit un entier n = 2.

Soit A € #,(R) une matrice dont les colonnes sont notées Cy,...,C,. Ces derniéres appartiennent au R-espace vectoriel
M, 1(R), que nous munissons de son produit scalaire usuel, noté { -, - ).

Q11 Justifier que A € O, (R) si et seulement si la famille (Cy, ..., C,) est une base orthonormée de .#, ;(R).
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Le point clé est I'observation suivante. Pour tout (i, j) € [1,n]? :

n n [A]l,i [A]l,]
() [ATxa] =D [AT] < [Al; = > Al % [l = < S Y > =(Ci. C) .
k=1 k=1 [A]n,i [A]n,J

Soient B € .#,(R) et C € #,(R). D’apres le cours de Sup, les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(a) La matrice B est inversible et B~ = C, i.e. BC =CB = I,.

N.B
(b) BC =1,
(¢) CB=1,.
Soit A€ ., (R).

AxAT =1, <= ATxA=I,
= V(@,j)ell,n]® [AT xA] . =65
= V(Gjell,n]* (C,C [d’apreés ()]

Nous en déduisons que

A€ 0,(R) si et seulement si la famille (Cy, ..., C,) est une base orthonormée de ., ;(R).

@) Une matrice de .#,(R) est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une BON de ., ;(R).
n I3 n,1

Soient (E,{ -, - }) un espace euclidien de dimension n > 1 et % = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.

Q12 Soit ¢ = (fy,...,f,) une base de E. Démontrer que la base 4 de E est orthonormée si et seulement si la matrice de
passage Py_,, = Maty 5(id) appartient a O,(R).

Par définition de la matrice Py_, :

n

Viell,n] f= Z[pﬁ—wg]k,j € -

k=1

Comme la base 8 = (ey,...,e,) est orthonormée, nous en déduisons, avec I'aide de Q7, que, pour tout (i, j) €

[1,n]?:
<fi7fj> = Z[Pés—)%’]k,ix[P%—»‘ﬁ]k,j
k=1

n

D[P ]y x [Paliy

k=1

= [(ng_)%)-l— X P@—»‘g]i’j .

D’apres ce calcul, la base € = (fi,..., f,,) est orthonormée si et seulement si (P%,_,%,)T X Pg_, =I,. Comme :

(P%—ﬁg)—r XPg o =1, & Pg_,4 % (Px_wg)—r =1,

il vient| la base ¢ de E est orthonormée si et seulement si la matrice de passage Py4_,, € O,(R).

@) | Une matrice de passage entre deux bases orthonormées est une matrice orthogonale.

Q13 Soit A€ O,(R). Construire une base orthonormée € = (fi,..., f,) de E telle que Pgz_,, =A.
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Si une telle base ¢ = (f, ..., f,) existe, alors P,4_,, = A implique que, pour tout j € [1,n] :

fi= Z[A]k,jek .
k=1

Vérifions que la famille :

€ = (f1 = Z[A]k,lek: fr= Z[A]k,2€k> s fa= Z[A]k,nek)
k=1 k=1

convient.

(a) % est une base de E. — D’apreés la définition de ¥ :

rg(Mat%(fl""’fn)) = rg(A) =n

puisque la matrice A est inversible (d’inverse sa transposée). La famille 6 comporte n = dim (E) vecteurs et
est de rang n. Ainsi :

la famille € = (f;,..., f,) est une base de E.

(b) Matrice Pg_,,. — D’aprés la défintion de € :

P(%_ﬁg =A.

(c) Caractére orthonormé de la base 6. — D’apreés Q12, comme P,_,, =€ O,(R) :

la base € de E est orthonormée.

0 | Toute matrice orthogonale est une matrice de passage entre deux bases orthonormées.
-

5. Algorithme de Gram-Schmidt appliqué a une base de R®

On munit R® de son produit scalaire usuel, noté ( -, - ). On introduit trois vecteurs u, u,, u; de R® définis par :

251 2(051: 1) 3 u2=(1,0, 1) > Us :(1: 1>0)~

Q14 Démontrer que la famille B = (u;, u,,u;) est une base de R3.

La famille 98 est libre. En effet, pour tous réels A;, A, A5 :
A«z + 13 = 0
Alul + Azuz + A3U3 = 0R3 — A’l + 213 = 0
2’1 + A‘Z = O
Ay + A3 = 0
— A‘l + Ag B 0
7(«2 - 213 = 0 L3 — L3 — Lz
= A + A3 =0
- 2),3 = 0 L3 — L3 - Ll
= A1=A,=13=0
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Comme 9 est libre et possede 3 = dim (RB) vecteurs,| 9 est une base de R®.

Q15 Appliquer l'algorithme de Gram-Schmidt a la base 8 de R® pour obtenir une base orthonornée de R3, que nous noterons
%6 = (v1, vy, V) dans la suite.

Nous appliquons l'algorithme de Gram-Schmidt a la famille 98, pour obtenir une base orthonormée € = (v;, vy, v3)
de R3. Calculons, I'un apreés l'autre, les vecteurs vy, v, V3.

(a) Premier vecteur. — Nous calculons ||u; || = v/2 et posons :
u; 1
v, = - —(0,1,1).
Fllwll T v2

(b) Deuxiéme vecteur. — Nous calculons :

uy, —(uy, v1) v; =(1,0,1) — ((1’0’1)’2(0’1’1)) (0,1,1)= (1,—%,%)

3
dont la norme est 3 Nous posons donc :

\/7( 1 1)
Vo = o 1’__;_ .
3 2°2

(¢) Troisiéme vecteur. — Nous calculons us — (us, v, ) v; — (us, vo ) v, qui égale :

11
2((1,1,0) (1—— —)>
1,1,0), (0,1,1 < T 11 22 2
(1’1:0)_(( ) ( ))(011:1)_ 2 2 (1’__5_)=(_;_:__) °
2 3 2°2 3’3 3
Comme sa norme vaut 2 nous posons
Vi —y o
V3
1
Vo= —— (1,1,-1) .
RE

Notons 2. = (e, ey, e3) la base canonique de R®.

Q16 Explicitez la matrice P := Py _,¢ puis calculer le produit P x pT.

Comme :
1 2 11 1
4 :_(0,1,1),V = _(11__:_)7‘) =_(171;_1)
1 /2 2 3 ) 3 /3
il vient :
o)
3 V3
p=| L _1 1
V2. J6 V3
1 1 1
V2. /6 V3
Nous calculons en outre| P x P! =1,

Q17 Commenter le résultat de la question précédente.
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Comme P xPT =1,,| P €0;(R).

Ce résultat, obtenu par un calcul direct, aurait également pu étre obtenu en appliquant Q12. En effet :

la matrice P est une matrice de passage entre deux bases orthonormées de R>.

6. Algorithme de Gram-Schmidt et décomposition d’Iwasawa
Soit un entier n = 2.
On note 9n>°(R) I'ensemble des matrices supérieures de ., (R) dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs.

On note ( -, - ) le produit scalaire usuel sur .#, ;(R). La norme associée est :

'//tn,l(R) - R+

-1l X s JETxE.

Soit A une matrice de GL,(R) dont les colonnes sont notées Cy, ..., C,.

Q18 Justifier que la famille (C;, ..., C,) est une base de ./, ;(R).

La famille (Cy,...,C,) est libre. En effet, pour tous réels A;,..., A, :
n Al 2’1 n
Z)Lk Ck = OJﬂn,l(R) & AX = O‘/ﬂn,l(R) car A x ZZAk Ck
k=1 A A k=1
Ay
= . | €Ker(4)
An
= A =...=1,=0 [A est inversible donc Ker (A) = {OJ,,“(R)}] .
Comme (Cy, ..., C,) est libre et possede n = dim (//tn’l(R)) vecteurs, | (Cy,...,C,) est une base de ., ;(R).

Q19 En appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base (Cy,...,C,) de I'espace euclidien (//tn,l(R),( “, e )) démontrer

que :
3(Q,RA)€0,(R)x 7, >O(R) A=QR [décomposition d’Iwasawa] .

Notons :

e C:=(Cy,...,C,) labase de .#, ;(R) formée par les colonnes de la matrice A;

(Cr,---5 G
e 3, la base canonique de ./, ;(R).

Nous observons que :
(a) Pgsc_,% = Mat%’ggc (id.//l"’l(R)) =A 5
(b) Py_,5 :=Matg (id /ﬂnl(R)) € 77°(R) [propriété de l'algorithme de Gram-Schmidt] ;

(©) Py .5 :=Maty 4 (idﬁnl(R)) € 0,(R) [%C et % sont deux bases orthonormées de ./, ;(R) et Q12 ]

e 9 la base orthonormée de ./, ;(R) obtenue en appliquant l'algorithme de Gram-Schmidt a la base ¢ =
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Notons que, comme 7" *(R) est un sous-groupe de GL,(R), nous déduisons de (b) que :
Pg_.o=(Ps_g) € Z7°(R).

Par théoréme de changement de base :

A=Pg 4= Py .3 X Py g
~—~——

~——
=:Qe0,(R) =R€Z(R)

Q20 Démontrer que la décomposition de A obtenue en Q19 est unique.

Soient Q;,Q, € 0,(R) et R{,R, € 9;0(R) des matrices telles que :
QiR =A=QuR;.

Nous souhaitons démontrer que Q; = Q, et R; =R,.
(a) Structures algébriques de O,(R) et 7 (R). — Rappelons que O,(R) et 7(R) sont deux sous-groupes de
GL,(R).
(b) Réduction du probléme. — En multipliant chacun des membres de I'identité Q,R; = Q,R, par Q;l a gauche
et par R, & droite, il vient :
RiR;' =Q['Q,.
SM~— =
€TFR)  €O,(R)
11 suffit de démontrer que O,(R) N 7, >O(R) c {I,} pour pouvoir conclure ('autre inclusion est par ailleurs
évidente).
(¢) Lintersection 0,(R) N 7.7°(R). — Soit M € 0,(R) N 77 °(R).
Comme M € 77°(R) et que 77" (R) est un sous-groupe de GL,(R), M~' € 77°(R) .
Comme M € 0,(R), M '=MT .
Nous en déduisons que M € gr >0(R) et donc M est une matrice triangulaire inférieure.

Comme la matrice M est par ailleurs triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux positifs, nous
en déduisons que :
M =diag(A,...,A,) ot A;>0,...,4,>0.

La matrice M étant orthogonale, ses vecteurs colonnes forment une base orthogonale de .#,, ;(R), muni de
son produit scalaire usuel (Q11). Nous en déduisons que :

A ==%1,..., 4, ==1

puis, par considération de signes :

et finalement M = I,,.
Daprés (b) et (o), RijR;' € O,(R) n Z7°MR) c {I,} et Q;'Q; € O,(R) N Z7°(R) c {I,}. Ainsi
R; =Ry etQ; =Q,.

Q21 Démontrer que I'application :
0,(R) x Z7°(R) — GL,(R)
(Q,R) L QR

est un homéomorphisme, i.e. que f est continue, bijective et que f ! est continue. On pourra s’aider de la compacité de
0,(R) (cf. Q10) pour établir la continuité de f~*.

(a) Surjectivité. — La surjectivité de I'application f découle de Q19.

(b) Injectivité. — Llinjectivité de I'application f découle de Q20.
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(c) Continuité de f. — Comme l'application :

M, R) x M,(R) —  M,(R)
(M, M,) —> M; xM,

est bilinéaire, de source un R-espace vectoriel de dimension finie, elle est continue. Nous en déduisons que :

_ GL,(®R)
f = Wo,mxaom

est continue comme restriction-correctriction d’'une application continue.

(d) Continuité de f~1, avec le critére séquentiel. — Soit (A )y Une suite de matrices de GL,(R) qui converge
vers une matrice A € GL,(R). Nous allons démontrer que :

1A =: (QuRY) PR 1A =: (Q,R)
oo e 2 2

donc A =QRy donc A=QR
i.e. que:
Q.——Q et R,——R [espace vectoriel normé produit] .
k—+o00 k—+o00

e Comme O,(R) est compact (cf. Q10), il nous suffit de démontrer que Q est la seule valeur d’adhérence
dans O,(R) de la suite (Q;)ren POUr savoir que :

Q——Q.
k—+00

e Soit P € 0,(R) une valeur d’adhérence de la suite (Q; )ren- Il existe donc une application ¢ : N—— N
strictement croissante telle que :

— .
Qo T

La transposée de ., (R) vers #,(R) est linéaire, de source un R-espace vectoriel de dimension finie.
Elle est donc continue. Ainsi :

(Qw(k))T = (Qw(k))_l —pl=p1,

k—+00

Comme (Aw(k)) est une suite extraite de la suite (A;)reny qui converge vers A :

keN

Ay —— AL,
¢ T

La continuité de la multiplication matricielle u livre alors :

_1 _
(Qw(k)) XAyt =Ry ——P IxA=:S.

k—+o00
On vérifie que :
F>R) = {M € M,(R) : M est triangulaire supérieure et [M],, =0, ..., [M],, > 0} .

La matrice S € 7>%(R), comme limite d’'une suite de matrices de >0(R) qui converge.
Or la matrice S est inversible, comme produit des matrices P! et A, toutes deux inversibles.
Comme S est triangulaire et inversible, ses coefficients diagonaux sont nécessairement non nuls. Ainsi
S€I7°R).
Nous en déduisons que :
A=PS ouP€O,(R)etS€ T °(R).

Par unicité de la décomposition d’Iwasawa de A (cf. Q20), il vient Q =P et R=S.
o Nous savons que la suite (Q;)ren cOnverge vers Q. Par continuité de la transposée et du produit matri-
ciel, nous en déduisons que :
Ry =Q] xA,—— Q" xA=R.
k—+00

De cette étude nous déduisons que | I'application f est un homémorphisme de O,(R) x 7. >O(R) sur GL,(R).
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L'application réciproque d’une application bijective continue n’est pas nécessairement continue. Par
exemple, I'application :

) ‘ [0,2n] — U

2] — eiG
est bijective et continue, mais 'application :
Uu — [0,27[

¢

n’est pas continue en 1. En effet :

i0

z +— l'unique 6 €[0,2n[ telquez =e

. 1
el(ZR—H) - 51
n—+00

mais :

o1 1
p—1 (el(Zﬂ—;)) =2n—— —— 2N #0= p_l(l) .

n n—+oo

Q22 Soit (Cy, ..., C,) une famille de vecteurs de .#,, ;(R). Démontrer que :

|det(Cy,...,CHI <||Cyll x...x||C,|| [inégalité de Hadamard] .

Si la famille (Cy, ..., C,) est liée, alors det(Cy, ..., C,) = 0 et 'inégalité a établir est triviale.
Désormais, nous supposons la famille (Cy, ..., C,) est libre. Comme elle posseéde n = dim (//ln’l(R)) vecteurs, cette
famille (Cy, ..., C,) est une base de ., ;(R).

(a) Décomposition d’Iwasawa de la matrice A= (C;|Cy| ... |C,). — La matrice A= (C,|Cy]| ... |C,) € #,(R)
est inversible. D’apres Q19 :

3(Q,R)€0,(R)x 7, >0(R) A=QR [décomposition d’'Twasawa] .
(b) Le déterminant d’une matrice orthogonale vaut £1. — Comme Q € O, (R) et det(Q) = det (QT), il vient :

1=det(I,) = det(Q X QT) =det(Q) x det (QT) = det(Q)* .

Ainsi det(Q) = +1.
(c) Simplification de |det(Cy,...,C,)|. — D’apres (d) etR € 9H>O(R) :

|det(Cy, .., C,)| = |det (4)] = |det(Q)| x |det (R)| = |det ®R)| =] [[R]xx -
— k=1

(d) Réduction du probléme. — D’apres (d), il nous suffit de démontrer que :
Vke[1,n] [Rlxx <IlICkll

pour conclure a 'inégalité d’Hadamard.

(e) La majoration clé. — De lidentité A= QR, nous déduisons que :
R=Q'A=QTA=QT(C1|G|...1C)=(QT¢11QT G, ... 1QTC,) -
Soit k € [1,n]. D’apres I'identité précédente, la k-ieme colonne R, de R est Q' C,.

n
Ri,k<;R?’k<||QTka{lzz(QTCk)TxQTkazCkTxQxQTkazchCkzlleHZ.
N , Sk

n

=lIR.i II?
Comme la racine carrée est croissante sur R, et Ry , > 0, nous en déduisons que :
Rk <IICill -

D’apres (c) et (e) :

|det(Cy,...,CIISICIIx ... x ([ Gyl -
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7. Identité de polarisation et isométrie vectorielle

Soit (E,( -, - )) un espace euclidien de dimension n > et :

E — R
x — (x,x)

Il 1l
la norme sur E associée au produit scalaire ( -, - ).

Q23 Rappeler I'identité de polarisation.

Pour tout (x,y) € E? :

)= llx +y [P =1lx—yII”

X,
(x,y )

[identité de polarisation] .

- D’apres I'identité de polarisation, la connaissance de I'application norme || - || permet de retrouver le
v produit scalaire { - , - ) auquel elle est associée.

Soit f un endomorphisme de E.
On dit que f est une isométrie de E, si :

VxeE ||f(x)|l=llx]| [f préserve la norme] .

Q24 Démontrer que f est une isométrie de E si et seulement si :

Y, y)EE? (f(x), f(y))=(x,y) [f préserve le produit scalaire] .

e Sens direct. — Supposons que f est une isométrie. Fixons x,y € E.

1)+ FDIP=1IF )= fFWIP

(f(x), f()) = 2 [identité de polarisation]
- WG s ge 1)
= ||x+y||2;||x—y||2 [f est une isométrie]
= (x,y) [identité de polarisation]
Ainsi| f préserve le produit scalaire.
e Sens réciproque. — Supposons que f préserve le produit scalaire. Fixons x € E.

£ Gl (f(x), f(x))
= /(x,x)  [f préserve le produit scalaire]

Il

Ainsi| f est une isométrie.

Soit 8 = (ey,...,e,) une base orthonormée de E.

Q25 Démontrer que f est une isométrie de E si et seulement si (f(e;),...,f(e,)) est une base orthonormée de E.
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e Sens direct. — Supposons que f est une isométrie. D’apres Q24 et le caractere orthonormé de la base
(e1,...,e,) de E :
‘V’(i,j)e[l,n]]z <f(ei):f(ej)>=<ei’ej>=5i,j‘

La famille (f (e;),...,f(e,)) est orthonormée, donc libre. Comme elle possede n = dim (E) vecteurs, elle est

une base de E. Ainsi| (f(e;),-..,f(e,)) est une base orthonormée de E.

e Sens réciproque. — Supposons que (f(e;),..., f(e,)) est une base orthonormée de E. Fixons x € E. D’apres

Q5:

n
) x=D{x.ea)e.
i=1
Comme les vecteurs (x, e;) eq, ..., (x,e,) e, sont deux a deux orthogonaux, le théoréme de Pythagore

livre :
n n

n
NP =D 1k, ) el =D (x, ) llegl> =D (x, e .
i=1

i=1 v i=1

D’apres (*) et la linéarité de f :
n

FG=D(x, ) fle).

i=1
Comme les vecteurs (x, e;) f(e1), ..., {x,e,) f(e,) sont deux a deux orthogonaux, le théoréme de Py-
thagore livre :

n n

2 _ . ] 32 = )2 32 = )2
[Fiell —;n(x,el)f(el)n Dix.e) ||f(:el)|| Dlx,e)?.

i=1 1 i=1

D’apreés cette étude :
n

xlP =" (x, &) =1 FGIP .

i=1

Comme les nombres réels || x || et || f(x)|| sont positifs, nous en déduisons que || x || = || f(x)||. Ceci étant

établi pour un vecteur x de E quelconque, | l'application f est une isométrie.

Q26 Démontrer que f est une isométrie de E si et seulement si Matg(f) € O,(R).

(a) Coefficients de la matrice Matg(f). — D’apres Q5, pour tout j € [1,n] :
Fle)=D(fle), &) e
i=1

d’oty, pour tout (i,j) € [1,n]?:

[Mat%(f)]i,j = <f(ej)’ ei>= <ei’f(ej)> :

(b) Coefficients de la matrice Mat 5z (f )" x Matg(f). — Soit (i,j) € [1,n]>.

n

[Mat;(f)7 x Mats(£)],, = D [Matg(f)T],, x [Mats(f)];

k=1

= Z [Matg (f)]i; % [Matg(f)]y

k=1

= Z(ek,f(ei)> (ek’f(ej)> :
k=1

A Paide de Q5 et Q7, nous en déduisons que :

[Matg (f)" x Matg ()], ;= (f (e, f(e))
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(c) Conclusion. — D’apres Q25, f est une isométrie de E si et seulement si la famille (f (e;),..., f (e,)) est une
base orthonormée de E.
Comme la famille (f (e;), ..., f (e,)) comporte n = dim (E) vecteurs, f est une isométrie de E si et seulement
si la famille (f (e;),..., f (e,)) est orthonormée.
D’apres (b), f est donc une isométrie de E si et seulement si Mat () x Mat4(f) =1I,.
Or, une matrice carrée est inversible a droite si et seulement si elle est inversible a gauche et, si tel est le cas,
inverse a gauche et inverse a droite sont uniques et coincident. Donc :

f est une isométrie de E si et seulement si Mat4(f) € O,(R) .

Q27 Démontrer que :
f est une isométrie —> det(f)e {—1,1}

mais que la réciproque est fausse.

(a) Une isométrie vectorielle a déterminant £1. — Soit f une isométrie de E.
Introduisons une base orthonormée 98 de E. D’aprés Q26, Mat4(f) € O,(R).
Or, en Q22, nous avons établi qu'une matrice orthogonale a déterminant +1.

Ainsi| det(f)=det(Matg(f)) = =*1.

(b) Un endomorphisme d’un espace euclidien, de déterminant £1, n’est pas nécessairement une isométrie. — Consi-
dérons R? muni de son produit scalaire usuel.

Sa base canonique %, = (e;, e,) est orthonormée.

Soit f lendomorphisme de R? telle que Maty(f) = (1 !

0 1), i.e. f est application :

R — R?

Fley) — Gty

Alors det(f) = 1, mais f n’est pas une isométrie de R? car Mat4(f) ¢ O,(R), cf. Q26. En effet, ses vecteurs
colonnes ne forment pas une base orthonormée de .#, ;(R) muni de son produit scalaire usuel, cf. Q11.

8. Isométries vectorielles d’un plan euclidien

Soit (E,{ -, - )) un espace euclidien de dimension 2 et :

Il 1l g R
x — (x,x)
la norme sur E associée au produit scalaire ( -, - ).

Soient 8 = (e, e,) une base orthonormée de E, f une isométrie de E et A := Matg4(f) € O,(R).

Supposons que det(f) = det(A) =1, i.e. que A € SO,(R). D’apres I'exercice 37 du chapitre « Structures algébriques » :

462
cos(6) —sin(6)
316 €[0,2xn[ Az( .
’ sin(6 cos(6 f(es)
(6) (6) Fler)

ie.: 0

f(ey) =cos(0)e;+sin(0)e, et f(ey) =—sin(0)e;+cos(8) e, . 0
L'endomorphisme f est donc une rotation plane. s e
Dans la suite, nous supposons que det (f) = det(A) = —1 et nous nous proposons de décrire géométriquement f .
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Q28 Démontrer que :

316 €[0,2n] A:( cos(0)  sin(6) ) .

sin(6) —cos(0)

La matrice B := A x diag(1,—1) est orthogonale, comme produit de deux matrices orthogonales.
De plus :
det(B) = det (A x diag(1,—1)) = det(A) x det(diag(1,—1))=(-1)x(—1)=1.

Ainsi B € SO,(R) et donc :

316 €[0,2n[ B=A><diag(1,—1)=( cos(0) —sin(0) )

sin(6) cos(8)

d’apres la description en extension de SO,(R) rappelée précédemment.
Nous en déduisons que :

316 €[0,2n[ Az(cos(e) sin(6) )

sin(6) —cos(0)

Q29 Déterminer les éléments propres de la matrice A.

(a) Polynéme caractéristique de A. — D’apres Q28 :
Ia=X>—1=X—-1)X+1)

(b) Valeurs propres de A. — Nous en déduisons que

e | Specg(A)={-1,1} 0

o A est diagonalisable sur R (y, est scindé a racines simples sur R) ;
o dim(E;(A)) =dim(E_,(A4)) = 1.

(c) Sous-espace propre E;(A). — Soit (;) € M, 1 (R).

x\ _ (x (cos(B)—1)x + sin(6) y = 0
Ax(y)_(y) = { sin(0) x — (cos(®)+1)y = 0
2sin?(6/2) x — 2sin(0/2)cos(6/2)y = 0
= {25in(9/2)cos(9/2)x = 2cos?(6/2) y = 0

cos(6/2)
sin(6/2)

£ = veer (5072

(d) Sous-espace propre E_;(A). — De maniére analogue, on établit que| E_;(A) = Vect ((_sg;i?@/ 2)))

Le vecteur ( ), normé donc non nul, appartient a la droite vectorielle E;(A), d’ou :

Q30 En déduire que f est une symétrie orthogonale, par rapport a une droite dont on précisera un vecteur directeur.

Guidés par Q29, nous introduisons les vecteurs :
u; :=cos(6/2) e; +sin(6/2) e, et U, :=sin(6/2) e; —cos(6/2) e, .
La famille € := (u;,u,) est orthonormée car, la base 8 = (e;, e;) étant orthonormée, il vient :
e (u;,u;)=cos?(0/2)+sin(0/2)=1 ;
o (uy, uy) =sin2(6/2)+(—cos(6/2)> =1 ;
o (uy,uy)=cos(0/2)xsin(0/2)+sin(0/2) x (—cos(6/2))=0
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d’aprés Q7. Comme la famille € comporte 2 = dim (E) vecteurs, elle forme une base orthonormée de E.
En outre, d’apres Q29 :

Mats ()= o _01) .

Nous en déduisons que f est la symétrie vectorielle par rapport a Vect(u;), parallelement a Vect(u,). Comme
Vect (u,) = Vect (ul)L, nous pouvons conclure :

f est la symétrie orthogonale de E par rapport a la droite engendrée par cos(6/2) e; +sin(6/2) e,.

9. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Q31 Soient (E,( -, - )) un espace préhilbertien réel et :
E — R
Il
x —> (x,x)
la norme sur E associée au produit scalaire { - , - ). Rappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d’égalité.

Pour tout x,y €E :

|G, <l Ly |l

et:

[{x,y)=llx||x|lyll] < lafamille (x,y) est liée.

N.B. | II convient de connaitre une démonstration de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de son cas d’égalité.

Q32 Soit E={f € ¥([a,b],R) : Yx €[a,b] f(x)> 0}. Prouver que 'ensemble :

b b 1
{L f(t) dt x ) mdt :feE}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

(a) Existence de m. — Lensemble :

b b
Azz{L f(t) dt x ) mdt:feE}

contient (b — a)?, car la fonction définie et constante sur [a, b] avec 1 pour seule valeur, appartient a E. Il
est donc non vide.

D’autre part, par positivité de l'intégrale, 'ensemble A est minoré par O.

Par propriété de la borne inférieure,| m :=inf(A) est un nombre réel bien défini.

(b) Calcul de m. — D’apreés le point précédent, comme m est plus petit que tous les éléments de A :
(x) m<(b—a)*.
Munissons le R-espace vectoriel 6°([a, b],R) de son produit scalaire usuel :
%¢°([a,b],R) x 6°([a,b],R) —> ) R
(f1. f2) = f f1(8) x fo(t) de.
a
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout f € E :

| \/1 Jb 2 fb(\/l )2
\/ t —— dt < \/ t) dt dt
L sk f(t) @ \—]i(f—)* g @ f(t)
(t) ~—_——

—(~a)>0 B =1/7(0)

Comme la fonction carrée est croissante sur R, nous en déduisons que :

b

Ldt.

b
(b—a)2<fa f(t) dt x 0

qui par définition est m. Ainsi :
(xx) (b—a)><m.

D’aprés (x) et (xx),| m=(b—a)?

Le nombre (b —a)? est donc un minorant de A. Il est donc plus petit que le plus grand des minorants de A,

MPI-MPI* 2526

Q33 Soient (n, k) € N* x N*. Déterminer 'ensemble solution du systeme :

X, + ... + x, = nf

2 2 _ Lk

x{ + ... + x; = n

d’inconnue (xq,...,x,) € R™.
Nous notons { -, - ) le produit scalaire usuel sur R” et || - || la norme associée.
(a) Une condition nécessaire pour que le systéme considéré ait une solution. — Supposons qu’il existe x =
(x1,...,x,) €R" tel que :
x; + ... + x, = nf
(«)

x2 + + x2 = nk,

h ‘
En posant u = (1,...,1), il vient :
(x,u)=n* et |lx|*=nk.
Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous en déduisons :
n* = (x,u) <||x]|| x|lul| = n*? x n/2 = nk+D/2

puis :
nkD2 <1,

Sin=2etk=>=2, alors:

1=2n*D2>n>2 [contradiction] .

Ainsi, pour que le systéme (<) ait une solution, il faut que n =1 ou k = 1.
(b) Résolution de (&) dans le cas ou n = 1. — Supposons n = 1. Alors (&) est le systéme :
x1 == 1

2 _
xl—l

d’inconnue x; € R. Son ensemble solution est {1}.

(x,u)
()
[l |

I
=

[x appartient a la sphére de centre Og. et de rayon ﬁ]

d’inconnue x € R™.
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(c) Résolution de (&) dans le cas oit k =1 et n = 2. — Supposons k = 1 et n = 2. Alors () est le systéme :

n [x appartient a I’hyperplan affine passant par u et dirigé par ul]
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e Analyse. — Soit x € R" solution de (). Alors :

(o, udl = {x, u) = |l x| > Jlul] .
—— —~— =~
=n =/n =41

nous en déduisons qu'’il existe A € R tel que x = Au=(A,...,4).
e Synthése. — Soit x =(A,...,A), ou A € R. Nous calculons :

(x,u)=nA et [|x|>=nA2.

Ainsi, x est solution de (&) si et seulement si A = 1.

D’apres cette étude, dans le cas ot k =1 et n = 2, 'ensemble solution de (&) est {(1,...,1)}.

D’apres le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la famille (x,u) est libre. Comme u # Ogn,

MPI-MPI* 2526

(d) Conclusion. — Rassemblons tous les résultats obtenus.
X +...+x, = nF %] sin=z2etk>=2
L’ensemble solution du systéme est {1} sin=1
xI+...+x> = nk. {(1,...,1)} sik=letn>2.

10. Projecteurs orthogonaux

Soient (E,{ -, - )) un espace préhilbertien réel et

E — R
x — {x,x)

la norme sur E associée au produit scalaire ( -, - ).
Soit p un projecteur de E.

Q34 Démontrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.

i. Ker(p) LIm(p)
ii. Yx€E |[|p()|[<|lx]

(a) Limplication i. = ii. — Supposons Ker (p) L Im(p) et démontrons que :
Vxe€E [lp()lI<llx]l.

Soit x € E. Alors :
x =x—p(x)+ p(x) .
—_——— —~—
€Ker(p) €Im(p)
De Ker (p) L Im(p) et du théoréeme de Pythagore, nous déduisons :

[l 112 = [|x = pGe) 112 + 11 pC1* = [l pG 11
|

20

nous en déduisons :

PGl < Ilx]l

(b) Limplication ii. => i. — Supposons :
Vxe€E |lp(x)ll<|lx]|

et démontrons Ker(p) L Im(p), i.e. que :

V(x,y) €Ker(p) xIm(p) (x,y)=0.

Comme les nombres || x || et || p(x) || sont positifs et comme la fonction racine carrée est croissante sur R,
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Soient (x, y) € Ker(p) x Im(p).
Si y = 0 alors il est clair que (x, y) =0.
Nous supposons désormais que y # O et nous considérons un point générique :

x+ty , out€R

de la droite affine passant par x et dirigée par y.

, Cette idée nous vient de la démonstration de I'inégalité de Cauchy-Schwarz présentée en classe, ce
- qui illustre la puissance que l'on tire d’'une bonne compréhension/connaissance du cours.

Soit t € R.
Notons que :
plx+ty)=pl)+tp(y)=ty
car Im (p) = Ker (p —idg) puisque p est un projecteur.
D’apres ii. :
EllyIP=lpe+eNIP<lx+eylP=llxl?+2t (x,y)+ |y

qui nous livre :
0<|lx|l*+2¢t (x,y) .

La fonction affine t — || x ||*+2¢t (x, y ) est donc minorée sur R. Nous en déduisons que| (x,y)=0.

N.B. |

Un projecteur vérifiant I'une des deux assertions précédentes (donc les deux) est appelé projecteur orthogonal.

11. Théoreme de Riesz

Soit (E,{ -, - )) un espace euclidien de dimension n = 1.

Q35 Justifier que, pour tout x € E, 'application :

E — R

GOy (ay)

est une forme linéaire sur E.

Il sagit d'une| conséquence immédiate de la linéarité a droite du produit scalaire.

Q36 Démontrer que :

YVyeZ(ER) dlx €E p={(x, ).

DAVID BLOTTIERE

(a) Reformulation de la question posée. — D’aprés Q35, 'application :

E — %(ER)
x — (x, )

0

est bien définie. | La question posée revient a démontrer que I'application 6 est bijective.

(b) Linéarité de 6. — Soient A;,A, €Ret x;,x, €E.

e Les applications :

OA1x1 +A30x0) = (A1 X7+ Az x5, ) et A1 0(x) +2A,0(x) =241 (X1, - )+ 24,5 (x5, )

21 VERSION DU 15 MARS 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

ont méme ensemble de départ (E) et méme ensemble d’arrivée (R).
e Soit y € E. Comme le produit scalaire est linéaire a gauche :

(A X1+ 2%, )

A (x1,y)+ 25 (x2, ¥)
A1 0(x1)(y) + A5 0(x2)(y)
= (A4 0(x1)+2,60(x2)) () -

(A1 x1 + A5 x2)(y)

Des deux points précédents, nous déduisons que :

G(Al X1 +2,2 XZ) = A’l G(Xl) +A2 G(XZ) .

Lapplication 6 est donc linéaire.

(c) Injectivité de . — Comme 6 est linéaire, nous pouvons étudier son noyau pour établir son injectivité.
Soit x € Ker(60). Nous en déduisons que :

VyeE 6(x)(y)=0g.
(x.7)
X,y

En particulier, (x, x) = 0.
Le caractére défini du produit scalaire livre alors x = O.

L'application 0 est donc injective.

(d) Bijectivité de 6. — L’application 6 : E —— ¥ (E,R) est linéaire et injective. Comme :

dim (& (E,R)) = dim (E) x dim (R) = dim (E) < oo
~———

=1

nous en déduisons que| 6 est bijective

Q37 Soit H un hyperplan de E. Démontrer que :
dx€E H=x'.

Le vecteur x est-il unique ?

(a) Existence du vecteur x. — Par définition d’un hyperplan, il existe ¢ € £ (E,R) \ {0z} tel que :
(x) H =Ker(p) .
D’apres Q36, il existe un unique vecteur x € E tel que :
=) p=(x,-).

Notons que, comme ¢ n’est pas la forme linéaire nulle, le vecteur x de E est non nul.
De () et (xx), nous déduisons que :

H=Ker(p)=Ker({x, - ))=x".

(b) Non-unicité du vecteur x. — Comme x+ = (2x)* :

il n’y a pas d’unicité du vecteur non nul x de E tel que H = x* .

Soit un entier n = 2 et H un hyperplan de R".

Q38 Démontrer qu'il existe un vecteur (a4,...,a,) € R"\ {(0,...,0)} tel que H soit ’ensemble solution de ’équation linéaire

homogeéne :
a;x;+...+a,x,=0 [une équation de 'hyperplan H]
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d’inconnue (x4,...,x,) €R".

Nous munissons R" de son produit scalaire usuel, que nous notons ( - , - ).
D’apres Q37, il existe a := (ay,...,a,) €R"\ {(0,...,0)} tel que :

H=Ker({a, - ))={(xs,...,x,) €ER" : a3 x;+...+a,x, =0} .

Soit un entier m € N.

Q39 Démontrer que :

1 m
31 (ag,...,a,) ER™ VP eR,[X] f P(t) dt =) a;P(i).
0 i=0
(a) Introduction d’'un produit scalaire sur R,,[X]. — Considérons 'application :
Rm[X] X Rm[X] = R
() BQ  — DIPHAW).
i=0

On vérifie sans peine que l'application ( - , - ) est une forme linéaire a droite, linéaire a gauche, symétrique
et positive. Nous nous concentrons uniquement sur le caractére définide ( -, - ).

Soit P € R, [X] tel que :
Zp(l)2 =0.

LO>O

Comme une somme de nombres réels positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, nous en
déduisons que :
P(0)=P(1)=...=P(m)=0

Le polynéme P, de degré inférieur ou égal a m, posséde (m + 1) > deg(P) racines. Nous en déduisons que
P = ORm[X]'

L’application ( -, - ) est un produit scalaire sur R,,[X].

(b) Apport du théoréme de Riessz, existence de (ay,as,...,d,,). — Lapplication :
R,[X] —
4 — f P(t) dt

est une forme linéaire sur 'espace euclidien (R,,[X],( -,
D’aprés Q36, appliqué a l'espace euclidien (R,,[X],( -, )), pour la forme linéaire ¢ sur R,,[X] :

JIQeR,[X] ¢=(Q, -)

ie.:

31Q€eR,[X] VPeER,[X] fP(t) dt—ZP(I)Q(I)

i=0

Ainsi, si on pose ay = Q(0),a; =Q(1),...,a, = Q(m), nombres indépendants de P, il vient :

n

1
VPeR,[X] f P(t) dt =", P(i).
0

i=0

Notons que| (ag,dy,---,a,) #(0,0,...,0) |, sinon Q posséderait (m+1) > deg (Q) racines et serait donc

nul, ce qui n’est pas.
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(c) Unicité de (ag,ay,...,a,). — Soit (by, by,...,b,) € R™1\{(0,...,0)} tel que :

1 m
VP EeR,[X] f P(t) dt =Y b, P(i).
0

i=0

Nous en déduisons que :

m m
() VPEeR,IX] > aP(i)= Y bPQ).
i=0 i=0
Invitons les polynémes interpolateurs de Lagrange aux (m + 1) points 0, 1,...,m.
Soit j € [0,m] et :
X—i

icfonI\y 7 !
le polynéme de R,,,[X ] qui s’annule aux m points de [0,n] \ {j} et vaut 1 en j.
En spécialisant (x) a P « P;; il vient a; = b;.

MPI-MPI* 2526

Ceci étant vrai pour un élément j quelconque de [0,n], il vient| (ag,ay,...,a,) = (bg,bq,-...,b,)

- 0,1,...,m est orthonormée pour le produit scalaire { - , - ) défini au début en (a).

0O La base de R,,,[X ] formée par les polyndmes interpolateurs de Lagrange (Py, Py, . . ., P,,) aux (m+1) points

12. Sous-espaces vectoriels de R" et systemes linéaires homogenes

Soit un entier naturel non nul n.

Q40 Soient un entier naturel non nul p et une matrice A = (a; ;) jyef1,px[1.n] € “#p,n(K). Démontrer que I'ensemble F solution

du systéme linéaire homogeéne :

al’lxl + al’zxz + [N + al’nxn = 0
a2,1xl + a2’2X2 + cee + a2,nxn = 0
a,1X1 + Gpoxy + ...+ aqx, = 0

d’inconnue (x;,...,x,) € R" est un sous-espace vectoriel de R".

Notons 28, la base canonique de R? et %, la base canonique de R".
Soit f l'unique application linéaire de R" dans R? telle que :

Matg 5 (f)=A

ie.:
R" — R?
(x1,000,%,) — ( A11X + QX+ F Ay Xy 5 ee s, Qp Xy FApaXy F ..+ ap X, )

f

Alors :

F =XKer(f) est un sous-espace vectoriel de R", comme noyau d’application linéaire .

Q41 Que dire de la dimension de F ?

D’apres la formule du rang, appliquée a f € £ (R",R?) :

dim (F) = dim (Ker (f)) = dim (R") —dim(Im(f)) = n—p.
————

<p
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Nous venons de démontrer que 'ensemble solution d’un systéme linéaire homogene d’inconnue dans R" est un sous-espace vec-
toriel de R" (cf. Q40). Nous nous proposons de démontrer que, réciproquement, tout sous-espace vectoriel de R" est 'ensemble
solution d’un systeme linéaire homogene d’inconnue dans R".

Q42 Rappeler la définition du produit scalaire usuel sur R".

Le produit scalaire usuel sur R" est défini par :

R" x R — R
() .
SN K(CTRE RN CRIRS) B Y

i=1

Q43 Soit ¢ une forme linéaire sur R". Justifier que :

A(ay,...,a,) €R™ V(xg,...,x,) €RY @(xq,...,x) =a;x; +ayxs +...+a,x, .

D’aprés Q36, appliqué a l'espace euclidien (R™, { -, - )), pour la forme linéaire ¢ sur R" :

d1(ay,...,a,) R p={((as,...,a,), - ).

ie.:

3!(a1:"‘;an)€Rn V(xly"';xn)ERn (p(xly"‘;xn):<(al;""an):(x])""xn)>'

=a; X1 +ay Xy +...+a, X,

Q44 Soit G un sous-espace vectoriel de R" de dimension p. Démontrer qu’il existe une matrice A = (a; ;) jye[1,n—pIx[1,n] €
M, ,(K) telle que G soit 'ensemble solution du systéme :

al’lxl + a1’2x2 + ... + al’nxn = 0
az’lxl + az’zxz + “ee + az’nxn = 0
np1X1 + AupoXy + oo+ AGpux, = 0

d’inconnue (xq,...,x,) € R™.

(@) Introduction d’une base (gy,...,g,) de G. — Soit (g;,..., g,) une base de G.

(b) Complétion de la base (g,..-,8,) de G en une base (g;,...,8,) de R". — D’apres le théoreme de la
base incompléte, nous pouvons compléter la famille libre (g;,...,g,) de vecteurs de R", en une base
(gl,...,gp,gpﬂ,...,gn) de R™.

(c) La base duale (g;‘, . ..,gi) de (g1,.-.,8,)- — Fixonsi € [1,n] et introduisons :

g! 'unique forme linéaire sur R" définie par, pour tout j € [1,n], g/(e;) =6, ; .

e Six €E,alors:

n
x = Zgi*(X)gi
i=1

- donc, pour tout i € [1,n], g/(x) est la i-itme coodonnée de x dans la base (g;,...,g,) de
R".
e La famille (gi‘, e, g:) est une base de £ (R",R), appelée base duale de la base (g,...,&,)
de R".
(d) G peut sécrire comme lintersection de (n — p) hyperplans. — Par définition méme des formes linéaires

g5,...,8,, il vient :
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n
G= {x €E : g;‘H(x) =g;+2(x)= co=g0(x) =0} = ﬂ Ker(gf) .
i=p+1
(e) G peut s’écrire comme ensemble solution d’'un systéme linéaire homogéne formé de (n — p) équations. — Les

formes linéaires g; ., &, étant non nulles, leurs noyaux Ker (g ), ..., Ker (g;‘;) sont des hyperplans de
R". D’apres Q38 :

o 7 (al,b""al,n) €R" Ker(

*
+10° p+1

g;H) = {al’lxl +...+ay,x, = 0}

e ] (az,l, . ..,az,n) €R" Ker (g;”) = {az,lx1 P 000 TP @y = 0}

o ...

o 3 (an—p,h . ..,an_p,n) eR” Ker(g;i) = {an_p,lx1 T oo U O 3T = 0} .

Nous pouvons alors reformuler le résultat obtenu en (d), pour obtenir :

a;1x;  + 0 apxy  + ...+ apXy 0
a2 1X1 + a2 2X2 + cen + az nxn == O
— n . 4 i ?
G=1(xg,....,x,)€R" :
App1X1 + GupoXy + oo+ aupux, = 0

13. Bijectivité et réduction d’'un endomorphisme mettant en jeu un produit scalaire

Soient (E,{ -, - )) un espace euclidien et a, b des vecteurs unitaires de E. On considére I'application :

E — E
x — x—{a,x)b.

f

Q45 Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective, puis exprimer f ! dans ce cas.

(a) Apport de la théorie de la dimension. — Comme f est linéaire et E est un R-espace vectoriel de dimension
finie, f est bijective si et seulement si f est injective. D’ou f est bijective si et seulement si Ker (f) = {0g}.

(b) Etude du noyau de f. — Soit x € Ker(f). Alors :
x={a,x) beVect(b) .
Ainsi Ker (f) est un sous-espace vectoriel de la droite vectorielle Vect (b). Nous en déduisons que :

Ker(f)={0;} < Dbé¢Ker(f)
< (a,b)#1.

(¢) Condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective. — D’apres (a) et (b) :
pour q L] p

f est bijective si et seulement si (a, b) # 1.

N.B. | Dans la suite de cette question, nous supposons que (a, b) # 1.

(d) Réduction du calcul de f~!. — Comme Vect(a) est de dimension finie :

L0
E=Vect(a)®a .

Pour calculer £, il suffit donc de déterminer sa restriction 4 Vect(a) et sa restriction a a*. Comme f est
linéaire :

il suffit de connaitre f(a) et f(x), pour chaque x de a*, pour connaitre complétement f ! .
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(€) Restriction de f ' & Ihyperplan a*. — Nous remarquons que, pour tout x € a*, f(x) = x. Par suite :

Vxeat flx)=x.

(f) Calcul de f~'(a). — Commencons par analyser le probléme. Par essence :
a=f(f@)=Ff"@—(a,f ()b
d’ou :
fHa)=a+(a, f(a)) b €a+Vect(b) [droite affine passant par a et dirigée par b] .
Considérons alors un point générique a + t b, ou t € R, de la droite affine passant par a et dirigée par b.

fla+tb)=a < a+tb—(a+tbh,a)b=a
~—————

1+t (a,b)

e (t(1—{(a,b))—1)b=0;

D’oﬁf(a+ﬁb)=aet:

f’l(a)=a+;b.

1—{(a, b)
(g) Explicitation de f =1 — D’apres (d), (e) et () :
1
E=Vect(a)®a+t — E
f 1
x= k a+ u — k(a+—b)+u.
~— ~—~— 1_(a’b)
€R €at

Q46 Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

i
(a) Introduction d’une base orthonormée adaptée a E = Vect (a)®a*. — Soit (i, ..., u,_;) une base orthonormée
L
de a'. Comme a est un vecteur unitaire et E = Vect(a) @ a', la famille :
% = (ul; oo ‘Jun—l’a)

est une base orthonormée de E.

(b) Matrice de f dans la base 8. — Comme, pour tout x € at, f(x) =x et & est une base orthonormée de E
(cf. Q5), il vient :
1 0 ... 0 (f(a),u) 1 0 ... 0 (f(a),u)
0 . s o o 0 . . o o
Matg(f) = 0 S T ) :

: -1 (f(@), up) 5 Tl (f(@) u)
0 ... ... 0 {f(a),a) 0 ... ... 0 1—{a,b)

(c) Casoti{(a,b)=0.— Supposons {(a, b)=0,i.e. bea’. Alors Specf = {1} et:

f est diagonalisable <= f =id;
— (f(a):u1>="'=<f(a)>un—l>:0
— (b,u;)=...=(b,u,1)=0 [car f(a) =a—b]

e be(at) =Vect(a).

Ainsi, si f était diagonalisable, b appartiendrait 4 la fois & a* et & Vect(a). Il serait donc nul, ce qui n’est
pas. Lendomorphisme f n’est donc pas diagonalisable.
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(d) Casott{a, b)#0. — Supposons (a, b) # 0. Alors Spec(f ) possede deux éléments distincts : 1 et 1—{a, b).
Comme a* C E;(f), il vient :

dim (Ey(f) ® Ey_(q,p)(f)) = dim (E,(f)) + dim (Ey_(4, ) (f)) > 1.
—  ~—-—

2n—1 >1
Comme E;(f) ® Ey_(4,5)(f) est un sous-espace vectoriel de E, qui est de dimension n, il vient :
E{(f)®E1_(q,5)(f)=E.

L'endomorphisme f est donc diagonalisable.

(e) Conclusion. — D’apres (c) et (d) :

I'endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si (a, b) # 0.

14. Inégalité de Bessel et familles totales

Soient (E,( -, - }) un espace préhilbertien, || - || la norme sur E associée au produit scalaire { -, - ), (e,) ey une suite ortho-
normale de vecteurs de E et x € E.

Q47 Démontrer que :

n
VYneN Z (er, x )2 <|lx]? [inégalité de Bessel] .
k=0

Soit n € N.
Comme F,, := Vect(ey, ey, ...,e,) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, nous pouvons considérer la

projection orthogonale p; de E sur F,.
D’apres notre cours :
2
|| o5, () ||” + dCx, E,)? = Il x |12
~——

>0

ou d(x, F,,) est la distance du vecteur x au sous-espace vectoriel F,,.
Nous en déduisons que :

s @ < xl? .

Comme la famille (eg, €5, --.,e,) est une base orthonormée de F, := Vect(eg, e, ..,e,), NOUS savons que :
n
pr, ()= (x, e) e
k=0

D’apres Q7, il vient :

Gn) sG] = (pr, (), pr, () = D 1 (x, )
k=0

D’apres () et (xx) :

n
(e, x)* <|lx|.
k=0

Q48 Justifier que la série numérique Z (x,e,)? est convergente.
n=0

La série numérique Z (x,e,)? est & termes réels positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée (par

n=0

DAVID BLOTTIERE 28 VERSION DU 15 MARS 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

| x |12, cf. Q47).

» 2
D'apres le cours sur les séries numériques a termes réels positifs, | 12 Sétie Z {x, e;)" converge.

n=0

MPI-MPI* 2526

On suppose de plus que la famille (e,),cy €st totale, i.e. que Vect ((en)neN) est une partie dense de E.

Q49 Démontrer que la série vectorielle Z (x,e,) e, converge dans E et que :

n=0

+00
X=Z(x,en)-en.
n=0

Rappelons, si A est une partie non vide de E, alors la distance de x a A est définie par :
d(x,A) :=inf{||x—al| : a€A}.

(a) Reformulation du probléme. — 1l s’agit de démontrer que :
n

Z(x,ek)-ek——li)x.

n—+00
k=0

n

Z<x56k>'ek:pFn(x)-

k=0
Nous sommes donc conduits a démontrer que :

(x) I x
pF“ n—+00 ’

(b) Décroissance de la suite de terme général d(x, F,). — Soit n € N. Comme F,, C F,,; :

VyeF, llx=yll= dx,Fu) .
—_——

indépendant de y

Par passage a la borne inférieure, il vient :

d(x,F,) = d(x,F,.1).

un vecteur y, € Vect ((e,)ney) tel que :
ly.—xll<e.

existe donc n, tel que :
Y: € FnE .

Nous en déduisons que :
d(x,F,) <lly.—xlI<e.

Nous avons démontré que :

Ve>0 3dn,eN d(x,Fn£)<8.

(d) Conclusion. — Soit € > 0. D’apres (c), il existe n, € N tel que :

d(x,an) <e.

Comme (eg, e, ...,e,) est une base orthonormée de F, := Vect(ey, e, .. .,e,), nous savons que :

(c) Apport de la densité de Vect ((en)neN) dans E. — Soit & > 0. Comme Vect ((e, ),y ) est dense dans E, il existe

Comme y, € Vect ((en)neN), Y. est combinaison linéaire d'un nombre fini des vecteurs ey, e;,...,¢e,,.... Il
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Soit n = n,. D’apres (b) :
d(x,F,) <d(x,F,)<ce.

Nous avons démontré que :

Ve>0 dn,eN Vn=n, ||x—pFn(x)H=d(x,Fn)<e

ie.| p F, (x) ”—+H> X ce qu'il fallait démontrer (cf. (a)).

+00
Q50 En déduire que Z (x, en)2 =||x]|
n=0

D’apres Q49 :

2

Soit n € N. Comme la famille (ey, e, ..., e,) est orthonormée, nous pouvons appliquer Q7 pour obtenir :

) ([ e e =<Z<x,ek> ek,2<x,ek>ek>=2<x,ek>2

k=0 k=0 k=0 k=0

De (%) et (x*), nous déduisons :
n

H
(x, ) ——= llxII?
oo

e n—o+
que nous reformulons en :
+00
2 2
Do (e, e =llx
n=0

Q51 Donner une famille orthonormale totale de I'espace ¢°([0,1],R) muni de son produit scalaire usuel.

(a) Rappel sur le produit scalaire usuel sur E := 6°([0,1],R). — Le produit scalaire usuel sur E est définie par :

EXE — R

1
(f,g) — ff(t)g(t) dt
0

et sa norme associée, notée || - ||,, est définie par :
E — R,

Il -1l fl
fo— f(e)* de.
0
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(b) Apport du théoréme de Weierstrafs. — Pour tout n € N, soit f,, la fonction de E définie par :

[0,1 — R

fa P s
D’apres le théoreme de Weierstral3, Vect ((f,,),en) est dense dans E, pour la norme || - ||, de la convergence
uniforme.
(c) Vect((fy)nen) est dense dans E, pour la norme || - ||, . — Soit g € E. D’apres (b), il existe une suite (g3 Jxen
de fonctions de E telle que :
1 Moo
8k k—+4o00 g

Soit k € N. .
0<|ng—g||§=J (g()—g()* de <|lg — g2, -
0

Par croissance de la fonction racine carrée sur R, :

0<|lgr—glly<Ilg—glloo——0.
k—+00

Par théoréme d’encadrement, il vient :
9

& T— 8-
k—+00

Nous en déduisons que :

I'espace Vect ((f,)qen) €st dense dans E, pour la norme || - ||,

(d) Apport de Ualgorithme de Gram-Schmidt. — Soit (g,),en la suite de fonctions obtenue en appliquant 1’algo-
rithme de Gram-Schmidt (étendu au cas d’une famille libre dénombrable) a la suite de fonctions (f,),en de
'espace préhilbertien réel (E,( -, - )).

Par construction méme :

la famille (g,),en est orthonormée dans I'espace préhilbertien (E, ( -, - )).

Soit n € N. La famille (g, g1, .-, &,) est la base orthonormée de Vect(fy, f1,...,f,) obtenue en appliquant
l'algorithme de Gram-Schmidt (usuel) a la base (fy, f1,- .., f,) de Vect(fy, fi, .-, fn), équipé du produit sca-
laire induit par { -, - ). Ainsi :

Vect(go, 815 --»>8n) = Vect (fo, 15> fn) -

Nous en déduisons que :

Vect ((fnen) = | Vect (fo, 1, f) = | Vect (80, 81, - - 84) = Vect (€ )nen) -

neN neN

(e) Conclusion. — D’apres (c) et (d) :

la famille (g,),en €st une suite orthonormale totale de I'espace préhilbertien (E,{ -, - )).
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