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Critère C 1 pour les fonctions de plusieurs variables
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Soient n, p des entiers naturels non nuls, Ω un ouvert de Rn et :
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Ω −→ Rp

(x1, . . . , xn) 7−→ ( f1(x1, . . . , xn), . . . , fp(x1, . . . , xn))

où f1, . . . , fp ∈ RΩ sont les fonctions coordonnées de la fonction f .

1. Classe C 1 sur Ω

On rappelle la définition de l’assertion « la fonction f est de classe C 1 sur Ω ».

Définition 1. — L’application f est dite de classe C 1 sur Ω si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(a) la fonction f est différentiable sur Ω ;

(b) la différentielle de f :

d f
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Ω −→ L (Rn,Rp)
a 7−→ d f (a)

est continue.

2. Critère C 1

Le théorème suivant, que nous appellerons « Critère C 1 », fournit un puissant outil pour démontrer que la fonction
f est différentiable (en démontrant une propriété plus forte).

Théorème 2. — La fonction f est de classe C 1 sur Ω si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent et
sont continues sur Ω, i.e. :

f est de classe C 1 sur Ω ⇐⇒ ∀ (i, j) ∈ ⟦1, p⟧× ⟦1, n⟧ la fonction
∂ fi

∂ x j
est définie et continue sur Ω .

3. Matrice Jacobienne

NotonsBn la base canonique de Rn etBp la base canonique de Rp.

Dans le cas où la fonction f est différentiable en un point a ∈ Ω, la proposition suivante nous livre une expression
de MatBn,Bp

(d f (a)) à l’aide des dérivées partielles de f .

Proposition 3. — Si la fonction f est différentiable en un point a de Ω, alors :

MatBn,Bp
(d f (a))

︸ ︷︷ ︸

matrice Jacobienne de f en a
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∈Mp,n(R) .
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