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Notation. — La lettre K désigne le corps R ou C.

1. Problématique

Soit ( fn)n∈N ∈ F (I ,K)N une suite de fonctions.

Supposons que la suite de fonctions ( fn)n∈N ∈ F (I ,K)N converge simplement vers une fonction f sur I . Nous nous
proposons d’étudier les propriétés de la fonction f , e.g. :

• limites éventuelles de f en un point de I ;

• limites éventuelles de f en un point du bord I ;

• régularité de la fonction f sur I , e.g. continuité, dérivabilité, caractère C k où k ∈ [1,+∞] de f sur I ;

• intégrale de f sur un sous-segment de I .

Les résultats obtenus pour les suites de fonctions se déclineront naturellement pour les séries de fonctions. Si nous
supposons que la série de fonctions

∑

fn converge simplement sur I , nous disposerons donc d’outils pour étudier
des propriétés de la fonction somme :

S

�

�

�

�

�

�

�

I −→ R

x 7−→
+∞
∑

n=0

fn(x)

telles sa limite éventuelle en un point de I , sa limite éventuelle en un point du bord de I , sa régularité sur I , son
intégrale sur un sous-segment de I .

Les modes de convergence :

• convergence uniforme (CU), convergence uniforme sur tout segment (CUK) pour les suites de fonctions ;

• convergence uniforme (CU), convergence uniforme sur tout segment (CUK), convergence normale (CN),
convergence normale sur tout segment (CNK) pour les séries de fonctions ;

joueront un rôle clé.
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2. Continuité et double limite

Notation. — La lettre I désigne un intervalle d’intérieur non vide de R.

2.1. Théorème de la double limite en un point de l’intervalle pour une suite de fonctions

Théorème 1. — Soient une suite de fonctions ( fn)n∈N ∈ F (I ,K)N, une fonction f ∈ F (I ,K) et un point a ∈ I .
Si :

(H1) fn
CU
−−→

I
f ;

(H2) pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue en a ;

alors :

(C1) f est continue en a ;

(C2) lim
n→+∞

�

lim
x→a

fn(x)
�

= lim
x→a

�

lim
n→+∞

fn(x)
�

.

�

L’hypothèse de convergence uniforme est importante dans le théorème 1. La seule convergence simple ne
suffit pas. En effet, considérons, pour tout n ∈ N, la fonction fn définie par :

fn

�

�

�

�

[0,1] −→ R
x 7−→ xn .

Alors la suite de fonctions ( fn)n∈N converge simplement vers la fonction f sur [0,1], où f est la fonction
définie par :

f

�

�

�

�

�

�

[0, 1] −→ R

x 7−→
�

0 si 0⩽ x < 1
1 si x = 1

mais :
1= lim

n→+∞
lim

x→1−
fn(x) ̸= lim

x→1−
lim

n→+∞
fn(x) = 0 .

2.2. Limite uniforme d’une suite de fonctions continues

Corollaire 2. — Soient une suite de fonctions ( fn)n∈N ∈ F (I ,K)N et une fonction f ∈ F (I ,K). Si

(H1) fn
CUK
−−−→

I
f ;

(H2) pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue sur I ;

alors

(C) f est continue sur I .

Exercice 3. — Démontrer que la suite de fonctions :
 

fn

�

�

�

�

�

R+ −→ R

t 7−→
1

1+ t2 + tn e−t

!

n∈N

converge simplement sur R+, mais qu’elle ne converge pas uniformément sur R+.
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2.3. Théorème de la double limite en un point de l’intervalle pour une série de fonctions

Le théorème 1 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

Corollaire 4. — Soient une suite de fonctions ( fn)n∈N ∈ F (I ,K)N et a ∈ I . Si :

(H1) la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur I ;

(H2) pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue en a ;

alors :

(C1) la fonction :

+∞
∑

n=0

fn

�

�

�

�

�

�

�

I −→ K

x 7−→
+∞
∑

n=0

fn(x)

est continue en a ;

(C2)
+∞
∑

n=0

�

lim
x→a

fn(x)
�

= lim
x→a

�+∞
∑

n=0

fn(x)

�

.

2.4. Série uniformément convergente de fonctions continues

Le théorème 2 admet la version suivante pour les séries de fonctions.

Corollaire 5. — Soit une suite de fonctions ( fn)n∈N ∈ F (I ,K)N. Si :

(H1) la série de fonctions
∑

fn converge uniformément sur tout segment de I ;

(H2) pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue sur I ;

alors :

(C) la fonction :

+∞
∑

n=0

fn

�

�

�

�

�

�

�

I −→ K

x 7−→
+∞
∑

n=0

fn(x)

est continue sur I.

Exercice 6. — Démontrer que la fonction :

f

�

�

�

�

�

�

�

R −→ R

x 7−→
+∞
∑

n=1

einx

n2

est bien définie et continue sur R.

Exercice 7. — Soit la fonction :

f : x 7−→
+∞
∑

n=0

1
ch(nx)

1. Préciser le domaine de définition D de f .

2. Démontrer que la fonction f est continue sur D.

Exercice 8. — Démontrer que la fonction :

f

�

�

�

�

�

�

�

R+ −→ R

x 7−→
+∞
∑

n=1

(−1)n e−nx

p
n

est bien définie et continue sur R+.
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2.5. Théorème de la double limite en un point du bord de l'intervalle pour une suite de fonctions

Théorème 9. — Soient une suite de fonctions( fn)n2N 2 F (I , K)N, une fonction f 2 F ( I , K) et a 2 R une
extrémité de l'intervalle I . Si :

(H1) fn
CU

��!
I

f ;

(H2) pour tout n 2 N, la fonction fn admet une limite` n en a ;

alors :

(C1) la suite numérique(` n)n2N admet une limite` ;

(C2) la fonction f admet une limite` en a ;

(C3) lim
n! + 1

�
lim
x! a

fn( x)
�

= lim
x! a

�
lim

n! + 1
fn( x)

�
.

Ce théorème est admis. Il admet la version suivante pour les séries de fonctions.

2.6. Théorème de la double limite en un point du bord de l'intervalle pour une série de fonctions

Corollaire 10. — Soient une suite de fonctions( fn)n2N 2 F (I , K)N et a 2 R une extrémité de l'intervalle I . Si :

(H1) la série de fonctions
X

fn converge uniformément sur I ;

(H2) pour tout n 2 N, la fonction fn admet une limite �nie, notée` n, en a ;

alors :

(C1) la série numérique
X

` n est convergente ;

(C2) la fonction :

+ 1X

n= 0

fn

�
�
�
�
�
�
�

I �! K

x 7�!
+ 1X

n= 0

fn( x)

admet une limite �nie en a qui égale
+ 1X

n= 0

` n ;

(C3)
+ 1X

n= 0

�
lim
x! a

fn( x)
�

= lim
x! a

‚
+ 1X

n= 0

fn( x)

Œ

.

Exercice 11. — Soit la fonction :

f

�
�
�
�
�
�
�

R �! R

x 7�!
+ 1X

n= 1

(� 1)n

n2 + x2
.

1. Démontrer que la fonction f est bien dé�nie et continue sur R.

2. Étudier la limite éventuelle de f en + 1 .

Exercice 12. — On rappelle que la fonction � est dé�nie par :

�

�
�
�
�
�
�
�

] 1, + 1 [ �! R

x 7�!
+ 1X

n= 1

1
nx

.

1. Démontrer que la fonction � est continue sur R.

2. Étudier la limite éventuelle de � en + 1 , puis en 1+ .
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