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Notation. — Dans ce chapitre, n, p sont des entiers naturels non nuls et K désigne le corps R ou C.

1. Applications linéaires continues

1.1. Caractérisation des applications linéaires continues

Théoreme 1. — Soient (E,|| - ||g), (F || - ||z) des espaces vectoriels normés et u € £ (E, F). Les cinq assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) Lapplication u est continue sur E.

(b) Lapplication u est continue en O.

(c) La restriction de u a la boule unité fermée est bornée.
(d 3C>0 VxeE ||u(x)|lp<Cx||lx|lg

(e) Lapplication u est lipschitzienne.

@ Une démonstration du théoréme 1 est a connaitre.

En pratique, pour démontrer que ’application linéaire u: (E, Nz) —— (F, Ny) est continue, on pourra considérer un
vecteur x de E et chercher une constante réelle C, indépendante de x, telle que :

Pad
luC) [l < C llx]lg -

Exemple 2. — Toute application linéaire :
u: (K[ - o) — (K% [] - [loo)
est continue. En effet, si nous notons (e,,...,e,) la base canonique de K", alors, pour tout x = (x;,...,x,) €K":

n

[Tu(x) oo = xpule) || < il lule) oo < lluCedlleo | 11X 1loo -
2| <k 2

i=1
<lx oo

constante indépendante de x
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Exemple 3. — Soient { -, - ) un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E, de norme associée || - ||, et x € E fixé. 'application
linéaire :

EI-1D) — ®R]-D)

{x, )
y — (x,¥)
est continue. En effet, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout y € E :
1(x, )OI =Hx, y)I < [ || Il
~—~—

constante indépendante de y

Exemple 4. — Lapplication linéaire :
RIXLI- 1) — ®I-D
Eval, P —  P(2)
n’est pas continue car elle n’est pas bornée sur la boule unité fermée de (R[X],]| - ||;). En effet, pour tout n € N, X" € B(0,1)

et Eval, (X") = 2" ——— +o00.
n—s+00

En pratique, pour démontrer que l'application linéaire u: (E, Ny) —— (F, N;) n’est pas continue, on pourra chercher

une suite (x,),en de vecteurs de E telle que :

N N N,
4 X, ﬁ 0z et non (u(xn) ﬁ u(0g) = OF) .

On aura ainsi établi la négation du critere séquentiel de continuité de u en O.

Exercice 5. — Soient a, b des réels tels que a < b. Démontrer que 'application :
¢°([a,b],R) —> . R
7 f - f f(0) dt
a
est continue lorsque 'on munit 4°([a, b],R) de la norme || - ||; (resp. || - |12, || * |loo)-
Exercice 6. — Démontrer que I'application linéaire :
€°([0,1,R) — (R,|-

B | €(GBR = ®LD
est continue si 'on munit 4°([0, 1],R) de la norme || - ||, mais discontinue si 'on munit ¢°([0,1],R) de la norme || - ||;.
Exercice 7. — Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et ¢ : E—— K une forme linéaire non nulle.

1. Démontrer que le noyau de ¢ est soit fermé dans E, soit dense dans E.

2. Démontrer que I'application ¢ est continue si et seulement si Ker (f) est une partie fermée de (E, || - ||).

1.2. Opérations sur les applications linéaires continues

Notation. — Si (E,|| - ||g) et (F,]| - ||) sont deux espaces vectoriels normés, on pose :

%.(E,F):= {f € FE : Tapplication f est linéaire et continue} =% (E,F)n €¢°(,F).

Théoreme 8. — Soient (E, || - ||g), (F || - Iz), (G,|| - |lg) trois espaces vectoriels normés.

(a) Pour tout u,v € %, (E,F), pour tout A,u €K, Au+uv e %, (E,F).
(b) Pour tout u € ¥, (E,F), pour tout v € %4.(F,G), vou e ¥, (E,G).

Remarque 9. — Soient (E, || - ||g) et (F, || - ||r) deux espaces vectoriels normés.
1. Par définition, %, (E, F) est une partie de £ (E, F).
2. L’application nulle :
E — F
x +— Op

est linéaire et continue. Elle appartient donc a %, (E, F).

3. De plus, . (E, F) est stable par combinaison linéaire (assertion 1 du précédent théoréme).

Nous en déduisons que %, (E, F) est un sous-espace vectoriel de £ (E, F). Il hérite donc d’une structure naturelle d’espace

vecoriel.
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1.3. Norme subordonnée d’une application linéaire continue

Proposition-Définition 10. — Soient (E, || - ||g), (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés et u € ¥.(E,F). On appelle
norme subordonnée de u a || - ||z et || - ||z le nombre réel :
Nulll:=sup{llu(x)llr : x€Eet |[x]lg<1}.
Lapplication :
-y | =P &
u —|llulll

est une norme sur <%, (E, F).
¥ Une démonstration de la proposition-définition 10 ( ||| - ||| est une norme sur .%. (E, F) ) est 4 connaitre.
Remarque 11. — En conservant les notations de la proposition 10 et en supposant E # {0z}, nous avons :

Mulll:== sup ||[u()|lp= sup |lu(x)|lFp= sup |lu(x)]|lp [définition alternative de la norme subordonnée] .
x€B(05,1) x€B(0g,1) x€8(0g,1)

Ainsi, dans la définition de ||| u |||, la borne supérieure peut donc indifféremment étre prise sur tous les vecteurs de la boule
unité fermée, sur tous les vecteurs de la boule unité ouverte ou sur tous les vecteurs de la sphére unité.

La norme subordonnée ||| u||| d’'une application linéaire continue u: (E,|| - ||zg) —— (F,|| - ||¢) peut étre vue comme
@) «la meilleure constante de Lipschitz » pour 'application u, i.e. la constante réelle C optimale telle que :

VxeE |[u@)llr <Cllullg .
Exercice 12. — Calculer la norme subordonnée de I'application linéaire continue :

R4 o) — (R%1 - lleo)
(x,y) —  (x+2y,3x+4y)

et généraliser.

Exercice 13. — Démontrer que I’application :
(¢°([0,1LR), [ “ lloo) — (R,1.1)
Eval,
f —  f(0)

est linéaire continue, puis calculer ||| Evaly |||.
Exercice 14. — Soient u € £ (R") et A= (a; ;)i j)e[1,.]> S Matrice dans la base canonique.

1. Démontrer que I'application linéaire u: (R", || - ||oo) —— (R™, || - ||oo) €st continue et calculer sa norme subordonnée.

2. Démontrer que l'application linéaire u: (R%,|| - ||;) —— (R™, || - ||;) est continue et calculer sa norme subordonnée.

1.4. Inégalités pour les normes subordonnées d’applications linéaires continues

Proposition 15. — Soient (E, || - ||g), (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés.

Vue £ (E,F) Vx€E |[luQ)llp <lulll>lx]lg

Théoreme 16. — Soient (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé. La norme ||| - ||| sur (£, (E),+, -,0) est une norme d’al-
gebre, i.e. :

(@ |llidglll=1

(b) V(u,v)e (E? Nuov|lI < Iulll x|l v]I] [sous-multiplicativité de la norme || - ||]
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1.5. Applications multilinéaires continues
Proposition 17. — Soient (E,|| - ||g), (F || - |lz), (G, || - ||g) trois espaces vectoriels normés et B: E x F — G une appli-
cation bilinéaire. On munit E x F de la norme produit. Lapplication B est continue si et seulement si :

3C>0 V(x,y)€EXF ||B(x,y)llg<Cx|lxllgxlylls -

Démonstration. Rappelons que la norme produit || - || placée sur E x F est définie par :

V(x,y)€ExF, |1(x,y)l:=max(|lxllg, 1 ¥lg) -
Procédons par double implication.

Supposons I'application B continue. Alors B est continue en tout point de E x F, en particulier continue au point (Og, Of).
Remarquons que, B étant bilinéaire, B (0g,05) = 0. Dans la définition de la continuité de B en (Og, Of), nous spécifions
€ a 1> 0 pour obtenir qu'’il existe a > 0 tel que pour tout (x,y) €E X F :

I )l[Sa = [[Blx,y)llg<1.
| ——

I1(x,)—(0g,0¢) [I<a [1B(x,y)—B(0g,0¢) | <1

Nous scindons alors ’étude en deux parties suivant que les vecteurs x et y sont nuls ou non.

e Soient x un vecteur de E non nul et y un vecteur de F non nul. Alors le vecteur ( ) de ExXF a

a a
B(—x, —y)
Il Hyllg

En utilisant la bilinéarité de B, 'homogénéité de la norme || - || et le fait que a, || x ||z et || ¥ ||z sont strictement
positifs, nous en déduisons :

X ¢ y
lxlle ™ Ny lle

une norme || - || égale & a. Donc :

G

1
1BCe, Yl < —5 x Hlxfls < 1y g - D

e Si(x,y) € E xF est tel que x = 05 ou y = Oy, alors la bilinéarité de B livre B(x,y) = 0. L'inégalité (1) s’étend
donc a tous les vecteurs (x,y) de E x F.

Supposons qu’il existe un réel C > 0 tel que :
V(x,y)eExF ||B(x,y)llg<Cx|lxllgx[lyllF -

Soient (x, y) € E x F. Démontrons que B est continue en (x, y), en appliquant le critére séquentiel de continuité.
Soit ((x,, ¥n))nen une suite d’éléments de E x F telle que

(xn)yn)m(x’y)~

D’apres le cours sur les convergences des suites dans un espace produit :

I 1le -1l
X,——x et y,——
n—-+00o n—-+00o

Soient n € N.
1B (xn, ¥) =BG, ¥l < 1B(xp,¥n) —B(xp, ¥)lg + 1B (xn, ¥) =B (x, ¥) g [inégalité triangulaire]

= ||B(men_.)’)||(;+||B(xn_x’.)’)||c [B eStbﬂinéaire]

N

Cxllxllg x 1 yn =Y llp +Cx{lx, =x[lg x|ly|lr  [cf hypothese]

Comme toute norme est continue (puisque 1-lipschitzienne d’aprés la seconde inégalité triangulaire) :
R
Cxllxnllg x My =y llp + € x oy =xllg < [y llp — Cxllxllp x0+Cx0x [yl =0.

\ P . Il
D’apres le théoréme d’encadrement, || B (x,, y,) —B(x, ¥)lls — 0, i.e. B(x,,Yn) ——+G—> B(x,y).
n—+o0o n—-+0Q
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O
Exemple 18. — Si E est un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire { - , - ), de norme associée || - ||, alors I'inégalité de
Cauchy-Schwarz livre :
Vioy)e B [(x, y)I<lIlxIlyll .
L'application bilinéaire :
(o [EIDxEND — R
’ (x,¥) — (x,y)
est donc continue.
Proposition 19. — Soient un entier p = 2, (El, Il - ||E1), ees (Ep, | - ||Ep) et (F,|| - ||r) des espaces vectoriels normés et :
f:Elx...XEp_)F
une application multilinéaire. On munit E; x ... X E, de la norme produit. Lapplication f est continue si et seulement si :
3C>0 V(xy,...,x,) €E; x...xE, Hf(xl,...,xp)HF < C ||x; ||E1 X ... X pr HEP .
Corollaire 20. — Lapplication :
(ALK, - |leo) — (K,[-1)
n n
det
¢ A — det(@)= > (@) x| [[Alowy = D e(0) x| [l
ogES, k=1 €S, k=1
est continue.
Démonstration. Pour tout A € ./, (K), pour tout j € [1,n], notons [A], ; la j-itme colonne de la matrice A.
e Identification des espaces vectoriels .#,(K) et .4, ,(K)". — Lapplication :
M(K) — M1 (K) e . .
’ identification d’une matrice avec la liste de ses colonnes
f A i ([A].J)""[A]o,n) [ ]
est un isomorphisme.
e Multilinéarité et continuité du déterminant de source (/ﬂn,l(K)”, [l - II) = (//tnyl(K), Il - ||oo)n. — Nous savons que 'appli-
cation :
_ Mo (K)E — K
deto 1 n,1
Fo @A A) — det(Ay]...|A)
est n-linéaire (et alternée). Comme :
n n n
V(AL A) €ty () [det(A] ... 1A < D le(@) x| [|Adoo] < D0 [ 1A lleo =nt x| Tl1AK oo
cES, k=1 c€G, k=1 k=1
la proposition 19 nous livre la continuité de 'application :
| (A ®I 1) — (K-
detof
(Aqg,...,A,) — det(A;]...]4A,)
ot || - || désigne la norme produit sur ., ;(K)", chacune des n copies de ./, ;(K) étant munie de la norme || - ||o.
Précisément, || - || est la norme définie par :
M (K — R,
. _ _ _ || £—1
-1 @y,...4,) — llgj;agiHAj .. = lrgjtaéﬂrg%|[f\j]i| = max A1 = (A AD | -
e Identification des espaces vectoriels normés (,(K),|| - ||o0) et (//ln,l(K)”, Il - ||). — Lexpression de la norme || - || nous

apprend que l’application :
f (M, (K, - Nloo) — (A ()1 - 1)
A _ ([A].,ly"-;[A]o,n)

est une isométrie vectorielle (isomorphisme qui préserve les normes), i.e. :
VAe #,(K) |[|Allec =IfA)] .

Elle est donc continue (1-lipschitzienne).
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e Conclusion. — Lapplication det: (#,(K),|| - ||ooc) —— (K,|-|) est continue, comme composée des deux applications
continues :

detof ~': (M (K11 ) ——= (K [-1) et f: (My(K), 1] - lloo) — (A (K11 - 1) -

2. Comparaison de normes

Notation. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel.

2.1. Définition de deux normes équivalentes

Définition 21. — Soient N, et N, deux normes sur E. On dit que N; est équivalente a N, si :

I(a, )R, xR, Vx€E aN;(x)<Ny(x)<pNy(x).

Proposition 22. — La relation &, définie sur U'ensemble des normes sur E par, pour toutes normes N; et N, sur E :
N, ZN, :& N estéquivalente a N,

est une relation d’équivalence.

Exemple 23. — On considére les normes || - ||1, || - ||5 et || - ||oo définies précédemment sur R", ol n est un entier supérieur
ou égal a 2.

1. Comparaison des normes || - || et || - ||5 sur R". — Soit x = (x4, ..., X,) € R". Nous calculons :
n 2 n n

(Somt) =2te2 3 wilol> 30

i=1 i=1 1<i<j<n i=1

et en déduisons que || x ||, < || x ||;. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire usuel sur R" :

n n
lxlh =2 Il =D Ixgd x 1= (- lgl) s (Lo, DY <l - (L Dl = vl xl -
i=1 i=1

Ainsi :
N-1a<Il-lli<vnll -l [inégalités optimales] .
Les normes || - ||; et || - ||, sont donc équivalentes sur R".
2. Comparaison des normes || - ||1 et || * ||oo sur R". — Soit x = (x,...,x,) €R". Pour touti € [1,n] :
n
o<IxI<D xl= lixlh
=1 indépendant de i € [1,n]
et donc :
n
I x|loo < x|l = Z {xj| <nlxlleo [passage a la borne supérieure sur les entiersi € [1,n] ] .
j=1
Ainsi :
I lleo< Il lli<nll" oo [inégalités optimales] .
Les normes || - ||; et || - ||oo sont donc équivalentes sur R".
3. Comparaison des normes || -+ || et || - ||oo sur R". — Soit x = (x1,...,x,) €R". Pour touti € [1,n] :
2
0<x?<||x]|2,
et donc :

n

2 2
Ix]2g < D x2<nlx|l -

i=1

(o)}
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Ainsi :
N Noo I lla<vVA |- lloo [inégalités optimales] .

Les normes || - ||, et || - ||oo sont donc équivalentes sur R", ce que I'on pouvait déduire des points 1 et 2, d’apres la
proposition 22.

Soient N; et N, deux normes sur E. « N; est équivalente a N, » se traduit géométriquement comme suit :

3(r,R) eR] xR} By (0g,1) S By,(0g,1) € By, (0g,R)

0 ou encore :
3(r,R) R, xR} By (0g,1) € By,(0g,1) € By, (0g,R) .

Ainsi, N; est équivalente a N, si et seulement si la boule unité fermée (resp. ouverte) pour la norme N, est « coincée »
entre deux boules fermées (resp. ouvertes) pour la norme N;.

2.2, Caractérisation séquentielle de I’équivalence de deux normes

Notation. — Les lettres N; et N, désignent deux normes sur E.

Théoreme 24. — Les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) 3a€R] Vx€E Ny(x)<aN(x)

(b) Lapplication :
N, (E,Nl) — (E’NZ)
N X —> X

id

est continue.

(c) Toute suite d’éléments de E qui converge vers Og pour la norme N, converge vers Oz pour la norme N,.

Corollaire 25. — Les normes N et N, sont équvalentes si et seulement si pour toute suite (u,),ey de E :

(u,)nen converge vers Oy pour la norme N; <= (u,,),en converge vers Og pour la norme N,

/\ | Ce corollaire peut étre utilisé pour démontré que deux normes sur un méme espace vectoriel ne sont pas équivalentes.

Exercice 26. — Démontrer que sur R[X] :
1. les normes || - ||; et || - ||, ne sont pas équivalentes;
2. lesnormes || - ||; et || - ||oo D€ sont pas équivalentes;

3. lesnormes || - ||5 et || - ||oo e sont pas équivalentes.

Exercice 27. — Soient a et b des réels tels que a < b. Démontrer que sur 6°([a,b],R) :

1. les normes || - ||; et || - ||, ne sont pas équivalentes;

2. les normes || - ||; et || - ||o D€ sont pas équivalentes;

3. lesnormes || - ||, et || - ||oo Ne sont pas équivalentes.
Exercice 28. — Nous rappelons que :

LY(N,R) := {(un)neN . la série Z |u,| converge } et L°(N,R) :={(u,)en : lasuite (u,),ey est bornée }

sont des sous-espaces vectoriels de RN,
1. Démontrer que :
L?(N,R) := {(un)neN . la série Zufl converge }
est un sous-espace vectoriel de RN,

2. Démontrer que :
LY(N,R) € L?(N,R) C L*°(N,R) .
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3. On introduit trois applications :

LY(N L*(N,R) —
[ T I o | e 2 ot
Ny * 2 : u —>  sup |U,| .
(un)nEN — Zun (un)nEN — hed ( n)neN nelI\?l n|
n=0
Démontrer que || - ||; est une norme sur L'(N,R), || - ||, est une norme sur L(N,R) et || - ||, est une norme sur L°°(N, R).
4. Sur lespace L*(N,R), on dispose de trois normes || - ||;, la norme induite par || - ||, (notée aussi || - ||,) et la norme
induite par || - ||oo (notée aussi || - ||oo). Comparer ces trois normes sur L!(N,R).

2.3. Invariance des notions topologiques par passage a une norme équivalente

Notation. — Les lettres N; et N, désignent deux normes sur E.

Théoréme 29. — On suppose que :
Ja€R], Vx€E Ny(x)<aN(x).
et on consideére une partie A de E.

(a) Pour toute suite (x,),en € EN, pour tout { €R :

N, N,

x,——f¢ — x,—— .
n—-+00 n—+00

(b) Si A est ouverte pour la norme N, alors elle est ouverte pour la norme Nj.

(c) SiAest fermée pour la norme N, alors elle est fermée pour la norme Nj.

(d) SiA est bornée pour la norme N; alors elle est bornée pour la norme N,.

(e) SiA est compacte pour la norme N; alors elle est compacte pour la norme N,.

(f) Ladhérence de A pour la norme Nj est incluse dans Uadhérence de A pour la norme N,

(g) Lintérieur de A pour la norme N, est incluse dans Uintérieur de A pour la norme Nj.

Corollaire 30. — On suppose que les normes N; et N, sont équivalentes et on considére une partie A de E.

(a) Pour toute suite (x,),ex € EN, pour tout £ €R :

Ny N
—— = x,— L.

le
n—+oo n—+o0o

(b) La partie A est ouverte pour la norme Nj si et seulement si elle est ouverte pour la norme Nj.

(c) La partie A est fermée pour la norme Nj si et seulement si elle est fermée pour la norme N,.

(d) La partie A est bornée pour la norme Nj si et seulement si elle est bornée pour la norme N,.

(e) La partie A est compacte pour la norme Nj si et seulement si elle est compacte pour la norme N,.

(f) Ladhérence de A pour la norme N; coincide avec Uadhérence de A pour la norme N,

(g) La partie A est dense dans E pour la norme Nj si et seulement si elle est dense dans E pour la norme N,.
(h) Lintérieur de A pour la norme N; coincide avec Uintérieur de A pour la norme N,.

(i) La frontiére de A pour la norme N; coincide avec la frontiére de A pour la norme N,.

Eléments de démonstration. Le corollaire 30 est conséquence directe du théoréme 29. On propose toutefois une démonstration
indépendante pour 'assertion 2.
Par hypothese :
F(a,B)ER, xR, Vx€E aNj(x)<Ny(x)<BN(x).
L’application linéaire :
(E,N;) — (E,Ny)

X L— X

. N,
id,?

Ny

est 3-lipschitzienne, donc continue. Par suite si U, est un ouvert de E pour la norme N, :
A —
lle (UZ) - UZ
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est un ouvert de E pour la norme N; (image réciproque d'un ouvert par une application continue). De méme, I'application
linéaire :
(E: NZ) - (E: Nl)

X — X

. IN
id,}!

N,

1. . . o
est —-lipschitzienne, donc continue. Par suite si U; est un ouvert de E pour la norme Nj :
a

(idy) " wy=u,

est un ouvert de E pour la norme N, (image réciproque d’'un ouvert par une application continue). m|
Q) Pour étudier une propriété topologique sur un espace vectoriel normé (E, || - ||g), on peut donc remplacer la norme
v || - ||z par une autre norme sur E qui est équivalente a || - ||.
Corollaire 31. — Soient F un K-espace vectoriel, || - ||z, Ny deux normes équivalentes sur E, || - ||z, Ny deux normes

équivalentes sur F et f : E—— F une application. Alors :

fo(E N - Nlg) —— (F || - ||p) est continue <= f: (E,Ng) — (F,Ny) est continue .

3. Espaces vectoriels normés de dimension finie

3.1. Equivalence des normes sur un espace de dimension finie
Théoreme 32. — Toutes les normes sur K" sont équivalentes.

Démonstration. Nous notons %, = (e, ...,e,) la base canonique de K" et considérons une norme N sur cet espace.

e La norme || - ||oo domine la norme N. — On vérifie :
n n n
¥x=(xy,...,x,) €K N(x)=N (Zxk ek) <> Il Ned < (Zw(ek)) l1%loo -
k=1 =1 k=1
<lx oo ~—_———
=:>0
e Compacité de la sphére unité de (K, || - ||oo)- — La spheére unité de (K", || - ||oo) :
S:={xeK": ||x||leo =1}
est fermée, bornée dans (K", || - || ), donc compacte dans (K", || - || ) (caractérisation des compacts de (K", || * ||oo) )-
e La norme N induit une application numérique continue sur (K",|| - ||oo). — De l'inégalité N < a || - ||, déja obtenue,

nous déduisons la continuité de I'application linéaire :

KL Mlee) — (K, N)

X —_> X

f

est continue. Composée avec I'application 1-lipschitzienne (seconde inégalité triangulaire pour la norme N) :

vy = ®1D
X —>  N(x)
nous obtenons 'application continue :
KL Moo — R-D
Nof x —>  N(x)
e Lanorme N domine la norme || - ||oo. — D’aprés le théoréme des bornes atteintes, appliqué a la restriction de 'application
continue No f: (K% || - ||eo) —— (R, | - |) a la partie compacte S de dans (K", || - ||oo) :

(x) dx,€S VxeS N(x,)<N(x).
~——
=a
Par séparation de la norme N, N(x,,) > 0 (x,, # Og car sur la sphére unité pour la norme || - ||,). Nous déduisons de

(*) que :
Vx€E al|x|lec SN(x).
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e Les normes N et || - ||oo sont équivalentes. — Comme nous avons construit des constantes a > 0 et 3 > 0 telles que :
all-lloo SNCISB I Moo
les normes N et || - ||oo sont équivalentes.
D’apres I'étude précédente, si N; et N, sont deux normes sur K", alors elles sont équivalentes a || - ||,. Comme la relation « étre
équivalentes » définie sur 'ensemble des normes de K" est une relation d’équivalence, les normes N; et N, sont équivalentes.
O

Corollaire 33. — Toutes les normes sur un K-espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.
Démonstration. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et deux normes N; et N, sur E.

e Identification de E et de K" au moyen d’une base de E. — Considérons une base 8 = (uy,...,u,) de E. Les applications :

K" — E
n ¢ " E — K"
e
L4 (x1,..0,x,) — Zxkuk x > Matg(x)"
k=1
sont des isomorphismes réciproques 'un de I'autre.
e Les normes N; et N, induisent des normes sur K" via Uidentification avec E. — On vérifie que les applications :
K" — R, K" — R,
n n
N;o et N, o
1°9 (xla"'9xn) A Nl Zxkuk 2°% (xla"'9xn) A NZ Zxkuk
k=1 k=1

sont deux normes sur K", en prennant appui sur la séparation, 'homogénéité, I'inégalité triangulaire pour les normes
N, N, et le fait que ¢ est un isomorphisme.

e Les normes N, et N, sont équivalentes. — D’apres le théoréme 32 :
(e, B) R xR, V(xy,...,x) €K' aNi(pxy,...,x,)) S No(p(xq, ..., x,)) S B N (@ (x5 X)),
La surjectivité de ¢ entraine que :
Vx€E aN;(x)<Ny(x)<p N(x).

Les normes N; et N, sont donc équivalentes.

3.2. Caractere intrinseque des notions topologiques sur un espace de dimension finie

Corollaire 34. — Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie.
(a) La convergence d’une suite de vecteurs de E, ainsi que sa limite éventuelle, ne dépendent pas de la norme placée sur E.
(b) La notion de partie ouverte de E ne dépend pas de la norme placée sur E.
(c) La notion de partie fermée de E ne dépend pas de la norme placée sur E.
(d) La notion de partie bornée de E ne dépend pas de la norme placée sur E.
(e) La notion de partie compacte de E ne dépend pas de la norme placée sur E.
(f) La notion d’adhérence d’une partie de E ne dépend pas de la norme placée sur E.
(g) La notion de partie dense dans E ne dépend pas de la norme placée sur E.
(h) La notion d’intérieur d’'une partie de E ne dépend pas de la norme placée sur E.

(i) La notion de frontiére d’'une partie de E ne dépend pas de la norme placée sur E.

Remarque 35. — Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie.

1. Si B = (eq,...,e,) est une base de E, alors

E — R,
n
Ng
x= ) x;e; +—— max |x;l|
i€[1,n]

i=1

est une norme sur E. Aussi existe-t-il une norme sur E.
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2. Puisque les propriétés topologiques de E ne dépendent pas de la norme placée sur E, on n’indique généralement pas
quelle norme on considere sur E. Par exemple, si une suite (x,),en de vecteurs de E converge vers un vecteur £ de E, on
note :

x, —— ¢ [sans mentionner de norme] .

Pour étudier une propriété topologique sur un K-espace vectoriel de dimension finie E, on peut considérer la norme
@) de notre choix sur E. Cette souplesse est parfois commode, a condition d’avoir une certaine culture des normes
-

existantes, sur des espaces de dimension finie « usuels » par exemple.

3.3. Convergence des suites dans un espace de dimension finie

Notation. — On considere un K-espace vectoriel de dimension finie E et une base 8 = (ey,...,e,) de E.

Rappel 36. — Pour tout i € [1,n], on définit e} comme étant I'unique forme linéaire sur E telle que :
Viell,n] ei(e;) =6

ie.:
E — K

n
* . . . )
€ ij e — X [application i-eme coordonnée dans la base %] .
j=1
Alors #* := (6’1" e e:) est une base de ¢ (E,K), appelée base duale de la base 2.

Proposition 37. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (ey,...,e,) une base de E, (x,)nen € EN et
L €E. . «
X, —r st = (vi elln] e (x,) —— e:‘(ﬁ))
n—+00o

n—+0o

convergence coordonnée par coordonnée dans la base 3B

3.4. Compacité dans un espace de dimension finie

Théoréme 38. — Soit A une partie d’un K-espace vectoriel de dimension finie E. Alors

Aest compacte <= A est fermée et bornée.

Démonstration. Limplication directe a déja été établie. Nous ne considérons donc que 'implication réciproque.

o Construction d’une norme N, sur E et identification des espaces vectoriels normés (E, Ny, ) et (K", || - ||oo)- — Soit(eq,...,e,)
une base de E. On considére la norme N, sur E définie par :

E — R,
Noo | x +— max |e*(x)| .
ie[[l,n]]| i )|
Les applications :
(E,Noo) — (K41 - o) RLI - lee) — (E,Noo)
et g n
x — (ef(x),...,ez(x)) (X155 %,) inei
i=1

sont des isométries vectorielles (isomorphismes préservant les normes) réciproques d’'une de l'autre. Elles sont en parti-
culiers continues, puisque 1-lipschitziennes.

e Application de la caractérisation des compacts de (K", || - ||oo). — Soit A une partie fermée et bornée de E (pour toute
norme sur E, en particulier pour la norme N,). Comme f est une isométrie vectorielle, f(A) est une partie fermée et
bornée de (K", || - || ). Nous savons alors que f (A) est une partie compacte de (K", || - ||oo) (caractérisation des compacts
de (K%, || * |lso)). Nous en déduisons que :

A=g(f(A)

est une partie compacte de (E, N,) (image continue d’'un compact).
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Exemple 39. — Le groupe orthogonal :
0,(R):={Ae #,(R) : ATA=1,}

est une partie compate de ., (R). D’apres le théoreme 38, il suffit de montrer que O,(R) est une partie fermée et bornée de
M, (R) (pour une norme quelconque, puisque toutes sont équivalentes).

e Caractére borné de 0, (R). — Considérons le produit scalaire usuel { - , - ) sur .#,(R) et sa norme || - || associée :
( L. ) '//ln(R) X -//tn(R) S R et ” i || '//tn(R) - R+
’ (A, B) — tr(ATB) 2 A — 4(AA).
Comme la norme || - ||, de toute matrice de O,(R) vaut +/n, O,(R) est une partie bornée de .#,(R).

e Continuité de Uapplication f : A€ M, (R) —> Ax AT € #,(R). — Nous établissons que I'application :

M,(R) — M, (R)
f A —s AxAT

est continue, a I'aide de la caractérisation séquentielle.

Soit (A )ken €St une suite de matrices de ., (K) qui converge vers une matrice A € .#,(R) (au sens d’une norme quel-
conque, donc en particulier au sens de la norme produit || - ||o,). Alors :

V(i) elL,n]? [Ady; —— [A]

ko+oo 0

Gréce aux théorémes d’opérations sur les suites numériques convergentes, nous en déduisons que, pour tout (i,j) €
[1,n]?:

[F (A0 =[Acx AL, = ;[Ak]i,z x[A —— ;[AL-,@ x[Alj =[axAT] = [f @]

Ainsi la suite de matrices (f (A;))xen COnverge vers la matrice f(A) au sens de la norme produit || - ||oo, donc au sens
d’une norme quelconque.

e Caractére fermé de O,(R). — Comme :
0,(R) = f'({L,})

la partie O, (R) de .#,(R) est fermée (image réciproque d’un fermé par une application continue).

3.5. Suite bornée ayant une unique valeur d’adhérence dans un espace de dimension finie

Théoreme 40. — Soit E un K-espace de dimension finie et (x,),en Une suite bornée de vecteurs de E. Si la suite (x,,)nen
posséde une unique valeur d’adhérence dans E alors elle converge dans E.

3.6. Caractere fermé d’un sous-espace de dimension finie

Théoreme 41. — Soient (E,N) un K-espace vectoriel normé (non nécessairement de dimension finie) et F un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E. Alors F est une partie fermée de E.

Démonstration. Notons Ny la norme sur F induite par la norme N sur E, i.e.

F — R,

Ne l o s N(x).

Soient (x,),en Une suite de vecteurs de F et x un vecteur de E tels que :

Xn n—+0o X (2)

Nous démontrons que x € F (caractérisation séquentielle des fermés).
La suite (x,,),en €st convergente donc bornée, i.e. :

dr>0 VYneN N(x,)sr.
——

Ng(x,)

DAVID BLOTTIERE 12 VERSION DU 16 NOVEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Ainsi :

VneN x,€{y€F : Ne(y)<r}=By(0,r). [boule fermée dans F pour la norme Np ]
Comme F est un espace de dimension finie, le théoréme 38 nous livre que la partie By, (0, ) est compacte (pour la norme Ny
ou pour toute norme sur F). Il existe donc une application ¢ : N—— N strictement croissante et x € F tels que :

Np ouN

Xo(n) 00 XF - (3)
Or (2) implique :
N
ti(n) —>n~>+oo X . (4)

De (3), (4) et de l'unicité de la limite de la suite (x<P(”))n€N qui converge dans (E,N), nous déduisons que x = xy € F.

|
Un sous-espace vectoriel F d’un K-espace vectoriel normé (E,N) n’est pas nécessairement fermé. En effet, si E =
%°([0,1],R), N =| - ||; alors la forme linéaire non nulle :
(EEN) — R
Eval
@ 0 = f0

est discontinue (exercice 6). Ainsi F := Ker (Evaly) est un hyperplan de E qui est dense dans E (exercice 7) donc non
fermé dans E.

Exemple 42. — Soient || - || une norme sur K[X] et n € N. Le sous-espace K,[X] est fermé dans (K[X],]| - |].

3.7. Continuité d’une application linéaire donc la source est un espace de dimension finie

Théoreme 43. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, (F, Ny) un K-espace vectoriel normé (non nécessaire-
ment de dimension finie) et u € £ (E, F). Alors u est continue.

Démonstration.
e De la norme placée sur E. — Comme E est de dimension finie, toutes les normes sur E sont équivalentes. La continuité
de u ne dépend donc pas du choix de la norme sur E.
o Choix d’'une norme sur E. — Fixons une base (ej,...,e,) de E et considérons la norme Ny sur E définie par :
E — R,
N | x — max |ef‘(x)| .
ie[1,n] " !

o Continuité de Uapplication u: (E,N;) — (F,Ny). — Pout tout vecteur x € E

Np(u(x)) = N (u (Z e:‘(x)ei)) =N, (Z e;*(x)u(ei)) < > |er (o) Ne(ule)) < (ZNF(u(ei)))NE(x)
=1~ i=1

i=1 i=1
<Ng(x)
indépendant de x

Lapplication u: (E, N;) —— (F, Ny) est donc continue.

Corollaire 44. — Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors :

%.(E,F)= % (E,F).

Exercice 45. — On munit R[X] de la norme || - ||, et on considére I'application :

R[X] — R
P — P(1).

1. Démontrer que 'application ¢ est discontinue.
2. Justidier que, pour tout n € N, 'application :

PR, [X] )2l —  P'(1)

est continue.
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3.8. Norme subordonnée d’une matrice carrée

Proposition 46. — Soient A€ #,(K) et || - || une norme sur .4, ,(K).

1. Lapplication :
'/ﬂn,l(K) — n,l(K)

& X —  AX
est continue.
2. On appelle norme subordonnée de A a la norme || - || le nombre réel :
A := [l palll :=sup{||AX || : X € My (K) et || X|| <1} =sup{||AX|| : X € 4, ,(K) et || X||=1} .
3. Lapplication :
o | B R
A — Al
est une norme sur #,(R).
Exercice 47. — On munit ./, ;(C) de la norme || - ||o,. Démontrer que :

VA€ #,(C) |||A|||=max{Z|[A]i’j :ie[[l,n]]}.

Jj=1

3.9. Inégalités pour les normes subordonnées de matrices carrées

Corollaire 48. — Soient A€ #,(K) et || - || une norme sur 4, ;(K).
1. VAe M,(R) VX €M (R) [[AX|[<II[A]I] >[I X

2. Y(A,B)e #,(R)? |||AB||| <|||Alll x ||| BIl| [sous-multiplicativité de la norme || - ||]
Exercice 49. — Soit A € #,(C) une matrice diagonalisable telle que :
p(A) = max{lll V= SpecC(A)} <1.
~—~—

rayon spectral de A
Démontrer que :
A —— 040
3.10. Continuité des applications polynomiales sur un espace de dimension finie

Théoréme 50. — Soient un K-espace vectoriel de dimension finie, B = (eq,...,e,) unebase de E et (a;, _; ),...i )enr Une
famille presque nulle d’éléments de K. Alors Uapplication polynomiale :

E — K
flx — Z aib_“’ine*(x)"l...e:(x)i"

est continue.

Démonstration. On s’appuie sur la caractérisation séquentielle de la continuité. Soit x € E et (x;)rey € EN telle que :

E
Xy —— X.
k—+00

D’apres la proposition 37 :
Vie[l,n] e (x)— el(x).
k—+00

Par théoreme d’opérations sur les limites de suites numériques convergentes :

fEI= D e e ) D 4, () () = ().

(i1 500l )ENP (i1,-1n JENT
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Corollaire 51. — Lapplication déterminant :
‘//tn(K) — K
det | A — > e(0)x Ao X - X Ao

[S(CH

est continue.

Démonstration. Remarquons que toutes les normes sur .4, (K) sont équivalentes (.#,(K) est de dimension finie. Il n’est donc
pas nécessaire de préciser quelle norme est placée sur .#,(K).

e Une premiére démonstration basée sur le caractére n-linéaire du déterminant. — En identifiant les espaces vectoriels normés
(A, (K), || -+ lloo) €t (//ln’l(K)", | - ||), ot || - || est la norme produit obtenue en munissant chacune des copies de .#,, ; (K)
de la norme || - ||o,, NOUS avons pris appui sur le caractére n-linéaire (par rapport aux colonnes) du déterminant pour
démontrer que I'application :

(A, (K- Mloo) — [
det A _ Z 8(0) X [A]l,o(l) XX [A]n,a(n)

ogEG,

est continue (cf. corollaire 20).

e Une deuxiéeme démonstration basée sur le caractére polynomial du déterminant. — Notons (El-’ j) la base canonique

de #,(K). Sa base duale (Ei’,‘j)(i HelLnT?

(i,j)el1,n]?
vérifie :

YAe #,(K) V(i,j)e[1,n]? Ei*j(A) =[A];; [coefficient d’adresse (i, j) de la matrice A] .
L'application déterminant s’écrit :

MH(K) — K

det A — Z g(o) x Eig(l)(A) X ... X E:’U(n)(A) .

geS,

et est donc polynomiale. Comme .#,,(K) est de dimension finie, 'application det est continue (théoréme 50).

3.11. Applications multilinéaires sur un produit d’espaces de dimension finie

Théoreme 52. — Soient E4,...,E, des K-espaces vectoriels de dimension finie et si (F,|| - ||) est un K-espace vectoriel
normeé, alors toute application multilinéaire f : E; X ... X E, —— F est continue.

Corollaire 53. — Lapplication bilinéaire :

My (K) x M(K) — M, (K)
(A,B) —> AB

est continue.

Corollaire 54. — Soient E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension finie. Lapplication bilinéaire :

Y (F,G)x ¥ (E,F) — %(E,G)
(v,u) — vou

est continue.
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