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Notation. — Dans tout ce chapitre :
e [ désigne un intervalle d’intérieur non vide de R;
e Kestle corps RouC;

e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

1. Définition et exemples d’équations différentielles linéaires d’ordre 1 (EDL1)

Définition 1. — Soient a € ¢°(I, % (E)) et b € 6°(1,E).
(1) Equation différentielle linéaire d’ordre 1 (EDL1). Léquation :
(&) x'=a(t)-x+b(t) , dinconnue x € 6 (I,E)
est appelée équation différentielle linéaire d’ordre 1.

(2) Equation différentielle linéaire homogeéne d’ordre 1 (EDLH1). — Léquation différentielle (&) est dite
homogeéne, si la fonction b est nulle.

(3) Solution d’une EDL1. — Une solution de (&) est une fonction x € (I, E) telle que :

Veel  xX'(t)=a(t) - x(t)+ b(t).

(4) PEDL1 homogene associée a une EDL1. — Léquation différentielle homogéne associée a (&) est :
(&) x'=a(t)-x , dinconnue x € €'(I,E).

(5) Probléme de Cauchy associé a une EDL1. — Soit (tq, xo) € I x E. Le probléme de Cauchy associé a (&)
avec condition initiale :

(€D x(to) = x

s’écrit :
x" =a(t)x+ b(t)
RPE , d’inconnue x € €'(I,E) .
() { x (o) = xo (1.E)
(6) Solution d’un probléeme de Cauchy associé a une EDL1. — Une solution de (% &) est une fonction

x € 6(I,E) telle que :
{ veel  x'(t)=a(t)(x(t))+ b(t)

x(to) = xo

i.e. une solution de (&) vérifiant la condition (CI).

Remarque 2. — La définition 1 généralise celle ’EDL1 introduite en MP2I. En effet, considérons :
e ac6°(1,K);
e be¢°,K);
e 'EDL1 de MP2I :
(&) x'=a(t)x+Db(t) , d’inconnue x € ¥'(I,K).

Si 'on définit 'application a par :

I — 2 (K)
K — K
u — a(t)u

S)

t — a(t)
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alors : N
(&) x'=a(t)-x+b(t) , dinconnue x € €*(I,K)

est une EDL1 au sens de la définition 1 et, de plus, pour tout x € 6*(I,K) , une fonction x est solution de (&) si et
seulement si x est solution de (&).

Exercice 3. — Résoudre ’équation différentielle :

1
(&) x’=?x+t2 , d’inconnue x € 6'(]0,+oo[,R).

Exercice 4. — Résoudre I'équation différentielle :

(&) xy'+2y= , d’inconnue y € 61(]0,+00[,R).

1+ x2
Exercice 5. — Résoudre le probleme de Cauchy :
(&) y’'+tan(t)y =sin(2t) .. 1 T T
(28&) { ) y(0)=1 , d’inconnue y € € (:|—2,2|:,R).

(a) Résolution de 'EDLHI1. — Considérons :
(6#) y =—tan(t)y , d’inconnue y € ¢’ (]—g, g[ ,R) )

La fonction : .
—sin(t)

a:t+— —tan(t) = cos(0)

. . T e .
est continue sur l'intervalle ]_E’ E[ et admet pour primitive la fonction :

A: t —> In(|cos(t)]) = In(cos(t)) .

D’apres le théoreme de Cauchy linéaire , Sols ) est| la droite vectorielle

Vect(yH o3l = ® ):{’]—%[—’ " ker)

t —s  eln(cos(t) = ¢og(t) t —> k cos(t)
(b) Résolution de 'EDL1. — Cherchons une solution particuliere Yp a ’EDL1 (&) sous la forme :

. T
Yop=kyny OUke(gl(}—E,E[,R)-

On observe que la fonction y, est solution de (&) si et seulement si :

Vie ]_g g[ Yi(£) K'(£) = sin(2¢t) = 2 cos(t) sin(t)
soit si et seulement si : —
Vte]—;,g[ K'(t) = 2 sin(t).

La fonction :
Ypi t—> (=2 cos(t)) yu(t) =—2 cos?(t)

est donc solution de (&).

D’apres le cours , Solg est| la droite affine
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+ Vect (yy) { }_gg[ — R keR}
y ect(yy) = : .
P H t —  k cos(t)—2 cos?(t)

(c) Résolution du probléme de Cauchy. — Soit y € 6! (]—g, g[ ,R). D’apres la résolution de (&), y est

solution de (& &) si et seulement si :

_rr - _ 2
JkeR Vte] 2,2[ y(t) =k cos(t) — 2 cos*(t)
k cos(0)—2 cos?(0)=1;.

Nous en déduisons que la fonction :

y:t+—> 3 cos(t)—2 cos?(t) est 'unique solution de (2 &).

Exercice 6. — On considére I'équation différentielle :
(&) [t] x" +x =t2.

1. Résoudre (&) sur ]0,+oo[, puis sur ]— 00,0 .

(a) Résolution de (&) sur ]0,+o0o[ — Sur ]0,+00[, 'EDL1 (&) est équivalente a :

p 1
X'=——x+t.
t

Son ensemble solution est| la droite affine

]0,+o00[ — R
SOl(g)’ 10,+00[ = . R h 4 i : ki €R
t 3

(b) Résolution de (&) sur ]—o0,0[ — Sur ]— o00,0[, ’EDL1 (&) est équivalente a :

x'=Zx—t.
t

Son ensemble solution est| la droite affine

]—00,0f — R
t — kyt—t?

:szR}.

SOl(g)’ ]—00,0[ = {

2. Soit x € ¢'(R,R) une fonction solution de (&).
(a) Que vaut x(0)?

Puisque x est solution de (&) sur R :

VteR |t| x'(t)+x(t)=t.

En spécialisant a t < 0, il vient| x(0)=0
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(b) Donner une expression de x(t), pour tout t > 0, dans laquelle une constante réelle k; apparait.

D’apres la résolution de (&) sur ]0,+oo[ :

k 2
Ik, €R Vi e€]0,+00] x(c)=71+%.

(c) Donner une expression de x(t), pour tout t < 0, dans laquelle une constante réelle k, apparait.

D’apreés la résolution de (&) sur ]—00,0[ :

Jk,eR Vte]—00,0[ x(t)=k,t—t2.

(d) En exploitant la continuité et la dérivabilité de x en O, ajuster les valeurs de k; et k,.

D’apres les trois questions précdentes :

kot—t2 sit<O0
0 sit=0

k, t2

A4 sit>0

t 3

VteR x(t)=

La continuité de la fonction x en 0 a droite livre k; = 0. Ainsi :

kot—t2 sit<O0

VteR x(t)= toz i =
— sit>0
3

La fonction x est dérivable en O & gauche, avec k, comme nombre dérivé a gauche.
La fonction x est dérivable en 0 a droite, avec 0 comme nombre dérivé a droite.
Comme la fonction x est dérivable en 0, ky = 0, d’out :

—t2 sit<0

VteR x(t)= 02 sit=0
— sit>0.
3

3. Résoudre (&) sur R, en prenant appui sur la question 2.

Nous raisonnons par analyse et synthése.
(a) Analyse. — Soit x € ¢*(R,R) une solution de ’'EDL1 (&). D’apres la question 2 :

R — R
—t? sit<0
X 0 sit=0
t — t2
— sit>0.
3
(b) Synthése. — Soit x la fonction candidate, obtenue dans I'analyse.
e Régularité de la fonction x. — La fonction x est clairement de classe 6! sur R*.

Comme :

_ —t sit<O
o M:{ )

— — sit>0.
t—0 3

Nous en déduisons que x est dérivable a gauche en 0, avec 0 comme nombre dérivé a gauche
et que x est dérivable a droite en 0, avec 0 comme nombre dérivé a droite.
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La fonction x est donc dérivable & en 0, avec x’(0) = 0.

Comme :
—2t sit<O0
VteR x'(t)= 20t SE=0
? sit>0

la fonction x’ est continue sur R.

D’aprés notre étude, | la fonction x est de classe %! sur R.

e Calcul de |t]| x'(t) + x(t), pour tout t € R. — Nous calculons :

(—t)x(—2t)—t>=t> sit<O0

[t] x/(t) +x(t) = |0] x 0+ 0 = 0? sit=0
2t 2, :
tX?-i'E_t sit>0.

Nous en déduisons que | la fonction x est solution de (&) sur R.

(¢) Conclusion. — La fonction :
R — R
—t?2 sit<0
x 0 sit=0 est 'unique solution de (&) sur R.
t —> 5
— sit>0.

Exercice 7. — Résoudre ’équation différentielle :

(&) ty’—2y=t> , d’inconnue y € ¢*(R,R).

Exercice 8. — Résoudre ’équation différentielle :

(&) t2y’—y =0 , dinconnue y € ¢'(R,R).

Exercice 9. — Résoudre I'équation différentielle :

(&) (1—-t)y’—y=t , dinconnue y € ¢*(R,R).

Exemple 10. — Soient les applications :

R — 2 (R%)
o PR R — R et b
(up,ug,uz) — (Uz, ug, tuy +ch(t)u, — U3)

R — R3
t +~— (0,0,arctan(t))

L'équation :
(&) x'=a(t)-x+b(t) , dinconnue x € ¢! (R,R?)
est une EDL1.
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2. Définition et exemples de systemes différentielles linéaires d’ordre 1 (SDL1)

Définition 11. — Soient A€ €°(I, #,(K)) et B € €°(1, M, 1(K)).
(1) Systeme différentiel linéaire d’ordre 1 (SDL1). — Le systéme :
(&) X' =A(t)X +B(t) , dinconnueX € (61(1,//[,1,1(K))
est appelé systéme différentiel linéaire d’ordre 1.

(2) Systeme différentiel linéaire homogene d’ordre 1 (SDLH1 ). — Le systéme différentiel (&) est dit
homogeéne, si la fonction vectorielle B est nulle.

(3) Solution d’un SDL1. — Une solution de () est une fonction X € €*(I , M 1(K)) telle que :

Veel  X'(t)=A(t)X(t)+B(t).

(4) Le SDL1 homogene associé a un SDL1. — Le systéme différentiel homogeéne associé a (&) est :
(##) X' =A()X , dinconnueX € €'(I, M, 1(K)).

(5) Probleme de Cauchy associé a un SDL1. — Soit (t(,X,) € I x .4, 1(K). Le probléme de Cauchy associé
a (&) avec condition initiale :
(CD  X(to) =Xo

s’écrit :
X' =A(t)X + B(t) . 1
() { X(to) = X, , d'inconnue X € 6"(I, #,1(K)) .
(6) Solution d’un probleme de Cauchy associé a une EDL1. — Une solution de (% %) est une fonction

Xe%l(l, My 1(K)) telle que :

{ Veel  X'(t)=A)X(t)+B(t)
X(to) =X,

i.e. une solution de (&) vérifiant la condition (CI).

Remarque 12. — Considérons deux familles (a; ;)i jyef1,172 €t (bi)ief1,n] de fonctions continues sur I a valeurs dans
K.

e Le systeme différentiel :

/

—_

X a;(t) ... apn(t) X1 by(t) X1
(&) = : : s+ : , dlinconnue | : | e%(, My 1(K))
Xn an,l(t) vee an,n(t) Xn bn(t) Xn

~

est un SDL1. En effet, une fonction vectorielle est continue si et seulement si chacune de ses fonctions com-
posantes est continue.

X1
e Une solution de () est une fonction vectorielle [ : |, oti xq,...,x, € ¥1(I,K), telle que :
XTl
x1(6) = ap(®O)x(8) + ..o+ aga()x(6) + bi(t)
Veel :
x!(6) = ap()x(6) + ...+ ay,(O)x,(8) + by(0).
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Exemple 13. — Le systeme :

x’ 0 1 0 x 0 X
(&) y' =0 o0 1 y |+ 0 , d’inconnue | y 6%1(1,//13’1(R))
z’ t ch(t) —t?) \z arctan(t) Z

est un SDL1.

11
Exercice 14. — SoitA:= (4 1) € Mo(R).

1. Démontrer que la matrice A est diagonalisable sur R.
2. Déterminer une matrice P € GLy(R) telle que la matrice P~1 AP soit diagonale.
3. On considére le SDL1 homogeéne :

ro_
Xp= x4+ X
X, = 4x; + X

(&) { , d’inconnue (il) € ¢'(R, M1 (R)) .
2

Résoudre (&) en considérant le changement de variable (§ 1) =p1 (;cl)
2 2

4. Justifier que I'ensemble des solutions de (), noté Sol (%), est un plan vectoriel de ¢*(R, M1 (R).
5. Résoudre le probléme de Cauchy :

X{ = Xq + X9
() { X, = 4x; + X, X
(P F) , d’inconnue ( 1)6‘61(R,//12 1(R))
X9 ?
cI x1(0) = 1
x,(0) = 2

associé a (&)

6. Soit ty un réel fixé. Démontrer que 'application :

Sol (y) — .//52’1 (R)
Pt (Xl) - (X1(to))
Xy x5(to)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

3. Champ de vecteurs d’un SDL1

Convention. Dans cette partie, nous confondons les points du plan R? et leurs coordonnées dans la base canonique.
By = (e, €3).

Définition du SDL1 (). Soit A = (ai,j)
constants :

(e € Mo(R). On lui associe le SDL1 (homogéne) a coefficients

X = 40X+ oappy y X 1
54 ’ ’ , d’inconnue €6 R, 4, (R
() { Y = aux + dhay (y) ( 51(R))

Champ de vecteurs associé au SDL1 (). A ce SDL1 (), nous associons le champ de vecteurs :
My (R) —  Mo;(R)
— A
B B

On représente le champ de vecteurs £ en tracant en tout point M du plan, le vecteur §(M).
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. . . . [ e .. . gy . X \
Trajectoire d’une solution du SDL1 () et interprétation cinématique. Considérons une solution (y) du systéme

différentiel (). Nous introduisons sa trajectoire :

F:{(;{/EED : tGR}

que nous pouvons assimiler a 'ensemble des positions M(t) prises par un mobile au cours du temps t. En dérivant

le vecteur position du mobile :
— x(t)
OM(t) := ,
) (y(t))

au temps t, on obtient son vecteur vitesse.

doM(t) (x'(0)) _ , [(x(©)\ _ . (x(O)\_ (3 x )
— = (y’(t)) =A (y(t)) =& (y(t)) =& (OM(t)) [(y) est solution de (5’%”)].

Géomeétrie des solutions du SDL1 (% 7). Fixons un temps t. Alors :

doM
dom(t) ,

dt o(h)

OM(t +h) o OM(t)+h

d’ott
MOM(c+h) = hE(OM())+o()
Ainsi, si h > 0 est « petit », alors le vecteur M(t)M(t +h) = (;Ei i Z; :;Eg

x(t)
y(t)

) peut étre approximé par un vecteur

—_—
colinéaire a £ (OM(t)) =A ( ), de méme sens.

Si un point M (atteint en un temps t qui n’importe pas ici) appartient a la trajectoire I', alors la tangente
@) a T au point M est portée par le vecteur £(M). Nous en déduisons que :

la trajectoire d’une solution du SDL1 (%) épouse le champ de vecteurs &.
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Champ de vecteurs et une trajectoire d’une solution pour le SDL1 ().

—_—
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4. Définition et exemples d’équations différentielles linéaires scalaires d’ordre n (EDLSn)

Définition 15. — Soient ay, ...,a,_1,b € €°,K).

(D Equation différentielle linéaire scalaire d’ordre n (EDLSn). — Léquation :

n—1
(&) x(M = Zai(t)x(i) + b(t) , dinconnue x € €™(I,K)
i=0

est appelée équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n.

(2) Equation différentielle linéaire homogene d’ordre n (EDLSHn). — [Léquation différentielle (&,) est
dite homogene, si la fonction b est nulle.

(3) Solution d’une EDLSn. — Une solution de (&,) est une fonction x € €"(I,K) telle que :

n—1

Veel  x®(0)=>a(t)xD(t)+b(t).

i=0

(4) EDLSn homogene associée a une EDLSn. — Léquation différentielle homogéne associée a (&,,) est :

n—1
(&7,) xM = Zai(t)x(i) , d’inconnue x € €"(I,K) .
i=0

(5) Probléme de Cauchy associé a un EDLSn. — Soient ty € I et Xg,...,x,_; € K Le probléme de Cauchy
associé a (&;,) avec condition initiale :

e Vielo,n—1] xU(ty)=x;.

s’écrit :
n—1

x® =>"a;(6)x® + b(t)
(2¢,) =0 , d’inconnue x € €"(I,K) .

Vie[o,n—1] x®(to) = x;

(6) Solution d’un probleme de Cauchy associé a une EDLSn. — Une solution de (% &,,) est une fonction
x € €"(I,K) telle que :

n—1

Veel  xW ZZai(t)x(i)+b(t)
i=0
Vie[o,n—1] xWO(ty)=x;

i.e. une solution de (&,) vérifiant la condition (CI).

Exercice 16. — Résoudre I'équation :

(&) x”"=—4x"+5x+2e" , d’inconnue x € ¢*(R,R).

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre deux a coefficients constants.
(a) Résolution de 'EDLH1. — Considérons :

(&56) x"+4x'—5x=0 , dinconnue x € ¢*(R,R).

Son équation caractéristique :
r’+4r—5=0
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possede deux racines réelles : r; =1 et ry = —5.

D’apres le cours, Solg - est| le plan vectoriel

R — R R — R
Veet| xp1 | o, ot s XH2 | ., o5t
R — R
{ t — kiel+kye™t :(kl’kZ)ERz}'

(b) Résolution de 'EDLI. — Le second membre 2e’ de 'équation différentielle (&) est de la forme P(t) x
e avec P = 2, polyndme de degré 0, et A = 1. Comme A est racine de multiplicité 1 de I'équation
caractéristique , nous savons qu'’il existe une constante réelle k telle que la fonction :

Xp t—sktet

est solution de (&).
En injectant dans (&) et en résolvant une équation d’inconnue k, nous obtenons que la foncton :

X, t— te
@ 3
est solution de (&).
D’apres le cours, Sol(¢) est| le plan affine
R — R R — R
X, + Vect| xp 3 P ot PXH2 |, oSt
R — R
tet . (kq,k,) € R?
t — ?+klet+kze_5t (k1. ko)

Exercice 17. — Résoudre ’équation :

(&) x"==2x"—x+4et , dinconnue x € ¢*(R,R).

11 s’agit d’'une équation différentielle linéaire d’ordre deux a coefficients constants.
(a) Résolution de 'EDLHI1. — Considérons :

(&56) x”"4+2x"4+ x=0 , dinconnue x € ¢*(R,R).

Son équation caractéristique :
r2+2r+1=0

posseéde une unique racine réelle r = —1.

D’apres le cours, Solg 4 est| le plan vectoriel

R — R
¢ s et > XH,2

R—>R)
t

t — te

Vect (XH,].

{
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(b) Résolution de 'EDL1. — Le second membre 4e~" de '’équation différentielle (&) est de la forme P(t) x
e ™ avec P = 4, polynéme de degré 0, et A = —1. Comme A est racine de multiplicité 2 de I'équation
caractéristique , nous savons qu'’il existe une constante réelle k telle que la fonction :

Xp: t— ktlet

est solution de (&).
En injectant dans (&) et en résolvant une équation d’inconnue k, nous obtenons que la foncton :

Xp: t— 2t2et

est solution de (&).

D’apres le cours, Sols est| le plan affine

R — R R — R
X, + Vect| xp 3 P et Xy o P et
{ t — 2t2et+kjet+kytet '(kl’kZ)ER}'

Exemple 18. — Léquation :
(&) x" =tx+ch(t)x'—t?>x" +arctan(t) , d’inconnue x € ¢°(R,R)
est une EDLS3.
Exemple 19. — Soient a, b € K et 'EDLS2 homogéne a coefficients constants :
(6#,) x"”"=—-ax’'—bx , d’inconnue x € ¢%(R,C).
Soit x € ¢2(R, C). On observe que la fonction x est solution de (£.5¢,) si et seulement si :
v (20)-(5 2)(38)
-

=A
i.e. si et seulement si la fonction vectorielle ( ' ) e ¢! (R, //lz,l(C)) est solution du SDL1 homogéne :

(##) X' =AX , dinconnueX € ¢! (R, #,,(C)) .

Nous observons ainsi un premier lien entre les équations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2 et les systemes
différentielles linéaires d’ordre 1. En outre, 'équation cararactéristique de (§5¢) :

r’+ar+b , d’inconnuer eC
est intimement liée au polynéme caractéristique :
ta=X>+aX+b
de la matrice A apparaissant dans (& ).
Exercice 20. — Considérons 'EDLS2 :
(&) y'= %y’ + %y , d’inconnue y € 6¢2(R,R).

1. Trouver une solution y de (&,) développable en série entiére sur R telle que y(0) = /7 et y'(0) = 0.
2. Expliciter la fonction obtenue en 1.
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5. Réduction a I’étude des EDL1

5.1. Réduction de I’étude d’une EDL1 a celle d’un SDL1

Notation. — Soit e = (ey,...,e,) une base de E.

Proposition 21. — Soient a € 6°(I, ¥ (E)) et b € 6°(I, E). On introduit les fonctions A € €°(I, #,(K)) et
Be %%, My, 1(K)) définies par :

I —  #,(K)
t ~—— Mat,(a(t))

I — '//tn,l(K)

& t ~—— Mat,(b(t))

et B

1. On considére UEDL1 (&) et le SDL1 (&) définis par :
(&) x'=a(t) -x+b(t) et () X' =A(t)X +B(t)

d’inconnues respectives x € €'(I,E) et X € ‘61(1,//[,1’1(K)). Une fonction x € 61(I,E) est solution de
(&) si et seulement si la fonction Mat, ox € ¢ (I, My 1(K)) est solution de ().
2. Soit (ty,xo) € I x E. On considére les deux problémes de Cauchy (2 &) et (P &) définis par :

x" =a(t)-x+ b(t) X' =A(t)X + B(t)
(Z¢é) { x(tg) = xq e @) { X(to) = Mat,(xo)

d’inconnues respectives x € €*(I,E) et X € ccgl(l,//t,l,l(K)). Une fonction x € €'(I,E) est solution de
(2 &) si et seulement si la fonction Mat, o x € €I, My 1(K)) est solution de (2 7).

L'étude d’'une EDL1 se raméne donc a ’étude d’un SDL1, en introduisant une base de E. De méme, I’étude
@ d’un probleme de Cauchy associé a une EDL1 se raméne a I’étude d’un probléme de Cauchy associé a un
SDLI.

5.2. Réduction de I’étude d’un SDL1 a celle d’une EDL1

Proposition 22. — Soient A € ¥°(I, #,(K)) et B € %O(I,jln’l(K)). On introduit la fonction a €
¢°(1, % (//ln,l(K))) définie par :

I — & (M1 (K)
My (K) — n,1(K)
R a(t) ul — Al H
Un Up
1. On consideére le SDL1 (&) et VEDL1 (&) définis par :
(&) X' =A(t)X +B(t) et (&) X' '=a(t)-X+B(t)

tous deux d’inconnue X € ‘61(1,//[,1’1(K)). Une fonction X € ‘61(1,//[,1,1(K)) est solution de (&) si et
seulement si la fonction X est solution de (&).

2. Soit (to,Xo) € I X M, 1(K). On considére les deux problémes de Cauchy (2 ) et (P &) définis par :

X' =A(t)X + B(t) X' =a(t)-X +B(t)
&) { X(to) =X ° (&4) { X(tg) =X,

tous deux d’inconnue X € ¢(I, My 1(K)). Une fonction X € €1, My 1(K)) est solution de (P ) si et
seulement si la fonction X est solution de (2 &).
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- L'étude d'un SDL1 se raméne donc a 'étude d’'une EDL1. De méme, ’étude d’un probléme de Cauchy associé
a un SDL1 se ramene a I'étude d’un probleme de Cauchy associée a une EDL1.

5.3. Réduction de I’étude d’une EDLSn a celle d’un SDL1

Proposition 23. — Considérons ay,...,a, 1, b € €°(I,K). On introduit, pour tout t €I :

(0 1 0 O\ (O\

A= 0 e et BO=| : |€,,(K).
0 ... .. 0 1 0
\ao®) o oo ara(®) () \b(0))
1. On condidére VEDLSn (&,) et le SDL1 (&) définis par :
(&) x(“)znil:ai(t)x(i)+b(t) et () X' '=A(t)X +B(t)
i=0

d’inconnues respectives x € €"(I,K) et X € 6(I, M 1(K)).

x
x/
(a) Une fonction x € €"(I,K) est solution de (&,) si et seulement si la fonction : S
D)
%1(1,//[,1’1(K)) est solution de ().

X7

(b) Une fonction | : | e ‘6’1(1,//[,1,1(K)) est solution de (&) si et seulement si la fonction x; € K! est
x

n

solution de (&,).
2. Soient ty €1 et xg,...,X,_; € K On considére les problémes de Cauchy (2 &,)) et (P &) définis par :

( X' =A(t)X + B(t)
n—1
(n) — (@) X
x'™W=> a;(t)x+ b(t 0
(28,) 2,5(Dx0+5(0) et @) |
Vie[0,n—1] x®(ty) = x; X(to)=| .
Xn—1
d’inconnues respectives x € €"(I,K) et X € 6(I, My 1(K)).
X
x/
(a) Une fonction x € €"(I,K) est solution de (P &,) si et seulement si la fonction . €
(D)
‘61(1,/%,1,1(K)) est solution de (P ).
X1
(b) Une fonction | : | e ¢'(, My 1(K)) est solution de (P ) si et seulement si x; € K! est solution
le

de (Z&,).
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- L'étude d'un EDLSn se ramene donc a I'étude d’'un SDL1. De méme, I’étude d’un probleme de Cauchy associé
- a une EDLSn se ramene a ’étude d’'un probleme de Cauchy associé a un SDL1.

Exercice 24. — On considére 'EDLS3 :

3 4
(&) X" +1In(t)x” — ?x/+ 2X= t , d’inconnue x € ¢3(]0,+oo[,R).

Donner un SDL1 (&) dont la résolution est équivalente a celle de (&3).

6. Mise sous forme intégrale d’'un probleme de Cauchy

6.1. Mise sous forme intégrale d’un probleme de Cauchy pour une EDL1

Proposition 25. — Considérons a € €° (I, % (E)), b € 6°(I,E) et 'EDLI :
(&) x'=a(t)-x+b(t) , dinconnue x € €*(I,E) .
On introduit (ty,xy) € I x E et le probléme de Cauchy :

x' ' =a(t) x+b(t)

, d’inconnue x € €' (I,E) .
x(tp) = xg (I.E)

(2¢6) {

Alors, pour toute fonction x € €*(I,E) :

t

x est solution de (&) < (‘v’ tel x(t)=x +J a(u)(x(u)) + b(u) du) .

0

6.2. Mise sous forme intégrale d’un probleme de Cauchy pour un SDL1

Proposition 26. — Considérons A€ €° (I, #,(K)), B € €°(I, #,1(K)) et le SDLI :
() X'=At)X+B(t) , dinconnueX € ¢ (1, 4,,(K)) .
On introduit (ty,Xo) € I X M, 1(K) et le probléme de Cauchy :

X' =A(t)X + B(t)

) 1
X(tg) = X, , d’inconnue X € € (I,/ﬂn,l(K)) .

(25) {

Alors, pour toute fonction X € €'(I, My 1(K)) :

t
X est solution de () (Vtel X(t)=X0+f

to

A(u) X (u) + B(u) du) .
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7. Principe de superposition et conséquence pour ’ensemble solution

7.1. Cas des EDL1

Proposition 27. — Considérons a € €° (I, % (E)), (by, by) € 6€°(I,E)?, (A, A,) € K? et les EDLI :

(6,b1) x"=a(t)-x + by(t)
(&,b,) x" =a(t) x + by(t) , d’inconnue x € 6*(I,E) .
(é’,?&lb1+12b2) X/:a(t)'X'i‘Al b]_(f)“r)(,z bz(t)

Alors :
Y (x1,x5) € Sol(&, by) x Sol (&, b,) A1 X1+ Ay X9 € S0l(&,A1by + Ayby) .

Proposition 28. — Considérons a € €° (I, % (E)), b € 6€°(I,E) et les EDLI :

(&) x" =a(t)-x+ b(t)

2: 1
(&) =) , d’inconnue x € 6" (I,E) .

1. Lensemble Sol (&) est un sous-espace vectoriel de €* (I, E).

2. Si on suppose qu'’il existe une fonction x,, solution de (&), alors Sol (&) est le sous-espace affine de €¢1(I,E)

suivant :
Sol(&) = x, + Sol () = {x, +x, : x; €Sol(6)} .

Pour résoudre 'EDL1 (&), il suffit de :
@ (a) résoudre ’'EDL1 homogene associée (§.57), i.e. déterminer (une base de) 'espace vectoriel Sol (§5¢) ;

(b) déterminer une solution particuliére de 'EDL1 (&) .

7.2. Cas des SDL1

Proposition 29. — Considérons A€ €° (I, #,(K)), (B;,B,) € 6° (I, /ﬂn,l(K))Z, (A1, Ay) EK? et les SDLI :
(¢,B;) X' =A(t)X + B4(t)
(#,By) X' =A(t)X + By(t) , d’inconnue X € ¢ (I, M, 1(K)) .
(5/,7&131 +A2.Bz) X/:A(t)X'i‘AlBl(t)'i‘Asz(t)

Alors :
V (X1,X,) €Sol(#,B;) x Sol(&#,By) A X, + A, X, € Sol(#, A, By + A,B,) .

Proposition 30. — Considérons A€ 6€° (I, #,(K)), B € €° (1, #,1(K)) et les SDLI :

(&) X' =A(t)X +B(t)

29 1
() X' = A(t)X , dinconnue X € € (I, /ﬂn,l(K)) .

1. Lensemble Sol (& #) est un sous-espace vectoriel de €* (I ,//ln,l(K)).
2. Si on suppose qu’il existe une fonction X, solution de (&), alors Sol() est le sous-espace affine de
%! (I, //ln,l(K)) suivant :

Sol (&) =X, + Sol (¥ #) = {X,, + X, : Xj, € Sol(6#)} .
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Pour résoudre le SDL1 (%), il suffit de :
0O (a) résoudre le SDL1 homogene associé (&%), i.e. déterminer (une base de) l'espace vectoriel
v Sol (& #);

(b) déterminer une solution particuliére du SDL1 (&) .

7.3. Cas des EDLSn

Proposition 31. — Considérons ag,ay,...,a,_1, by, by € €°(I,K), (A1,A;) € K? et les EDLSn :

n—1 )

(&5, b1) X' = a(t)xD + by ()
i=0
n—1 )

(&,, D) x'= ) a;(t) xD 4+ by(8) , d’inconnue x € 6" (I,K) .
=

(& Arbr+Asby)  x'= > ai(t)xD + 21 by(6) + Az by(1)

i=0

Alors :
V(Xl,XZ) (S SOl(éon, bl) X SOl((gn, bz) Al X1+ Az Xy € Sol (gn, Albl ar )Lzbz) .

Proposition 32. — Considérons ag,ay,...,a,_1,b € €°(I,K) et les EDLSn :

n—1

&) x'=>a(t)xD+b(r)

=0 , d’inconnue x € €" (I,K)
(6, x'=) a;(t)x?
i=0
1. Lensemble Sol (&3¢ ,) est un sous-espace vectoriel de €™ (I,K).

2. Si on suppose qu'il existe une fonction x, solution de (&,), alors Sol(&5¢),) est le sous-espace affine de
€™ (I,K) suivant :

Sol(&,) =x, +Sol(6#,) = {x, +x, : x, €Sol(8¢,)} .
Pour résoudre 'EDLSn (&,), il suffit de :

O (a) résoudre 'EDLSn homogene associée (&5,), i.e. déterminer (une base de) I'espace vectoriel
- Sol(&+,);

(b) déterminer une solution particuliére de 'EDLSn (&,).

8. Théoreme de Cauchy linéaire et conséquences

8.1. Cas des EDL1

Théoréme 33. — Considérons a € €° (I, ¥ (E)), b€ €°(I,E) et (to, xy) € I XE. Alors le probléme de Cauchy :
I — .
(56) { x' =a(t) x+b(t)

, d’inconnue x € €' (I,E
x(tg) = xg (I.E)

admet une unique solution, i.e. :

Jlxe ¢ (IL,E) (Vtel x'()=a(t) - x(t)+b(t)) et

x(to) = xo
— —_—
X est solution de 'EDL1

x vérifie la condition initale
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Ce théoréme est admis.

Exercice 34. — Considérons a € 6° (I, ¥ (E)) et t, € I. Soit une fonction x € ¢* (I, E) telle que x(t,) = O et pour
touttel:

X' (t)=a(t)-x(t).
Que dire de la fonction x ?
Exercice 35. — Considérons a € 6°(I, % (E)) et b € ¢° (I, E). Soient deux fonctions x;, x, € €' (I, E) telles que,

pourtoutt el :
x7(8) = a(t) - x1(t) + b(t) et xy(t)=a(t) x,(t)+b(t).

Démontrer :
(Jtel x(t)=x5(t)) <= (Vtel xi(t)=xy(t)).

Corollaire 36. — Considérons a € €° (I, ¥ (E)) et VEDLI homogéne :
(&) x'=a(t)-x , dinconnuex € €' (l,E) .

Alors :

1. pour tout ty € I, Uapplication :
Sol(§5#) — E
to x —  x(tg)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ;
2. dim (Sol(&4#)) = dim (E).

Corollaire 37. — Considérons a € ¢°(I, ¥ (E)), b€ 6°(I,E) et les EDLI :

(&) x' = a(t)-x+b(t)
(64) x’ a(t)-x

, d’inconnue x € ¢*(1,E) .

Alors :
1. UEDL1 (&) posséde (au moins) une solution ;

2. si x,, est une solution de (&), alors :
Sol(&) = x,, + Sol(&.)
est un sous-espace affine de 6 (I, E), dirigé par le sous-espace vectoriel Sol(&5¢) de 6 (I,E), qui est de

dimension n.

8.2. Cas des SDL1

Théoréme 38. — Considérons A € €° (I, #,(K)), B € 6° (I,/ﬂn,l(K)) et (tg,Xo) € I x M, 1(K). Alors le
probléme de Cauchy :

(2S) { i(;)AEt)){X+B(t) , d’inconnue X € €* (I,/ﬂn’l(K))
0) =40
admet une unique solution, i.e. :
X e (I, M,,(K) (Vtel X(6)=A)X(t)+B(t)) et X(to) =X,

~
| S —
X est solution du SDL1 X veérifie la condition initale
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Corollaire 39. — Considérons A€ €¢° (I, 4, (K)) et le SDL1 homogéne :
(#5) X' =A(t)X , dinconnue X € €* (I,//tn’l(K)) .

Alors :

1. pour tout ty € I, Uapplication :

Sol(##) —> n,1(K)
o X —  X(t)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ;
2. dim(Sol(&##)) = n.

Corollaire 40. — Considérons A€ 6° (I, #,(K)), B € €°(I, #,,(K)) et les SDLI :

() X' = A(t)X+B(t)

2 1
(F#) X' = Alt)-X , d’inconnue X € € (1, M, 1(K)) .

Alors :
1. le SDL1 (&) posséde (au moins) une solution ;

2. si X, est une solution de (), alors :
Sol(«) = X,, + Sol(# )

est un sous-espace affine de 6! (I,//ln,l(K)), dirigé par le sous-espace vectoriel Sol(&.7) de
€1 (I,//ln’l(K)), qui est de dimension n.

Exercice 41. — On considere le SDL.1 homogene :

x'= x 4+ 2y — z x
(F5) y' = 2x + 4y — 2z , dinconnue | y E(gl(R,-//lg,l(R))
7 = —x — 2y + 2 b4

1. Soit A une valeur propre réelle et V un vecteur propre associé. Démontrer que la fonction :

R — #;,(R)

X t — MV

est solution de (& 5¢).

2. Réduire la matrice sous-jacente au systéeme linéaire (& 5¢) et en déduire une base de I'espace Sol(% 5#) des
solutions de (& 5#).

3. Proposer une généralisation du résultat obtenu pour le SDL1 homogene (& 5¢).

Exercice 42. — On considére le SDL1 homogéne :
- + '
(F5£) { ;(/, _ _xx 4 33; , d’inconnue (;) e¢! (R, //tz,l(R))

1 1

1 3 ) dans ,(R).

1. Trigonaliser la matrice A = (

2. Calculer, pour tout t € R, exp(t A).
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3. Démontrer que les fonctions :

R — M1 (R) R — Mo, (R)
1 et X, 0
t — exp(tA)x 0 t — exp(tA)x 1

sont des solutions de (&), qui sont linéairement indépendantes.
4. En déduire 'ensemble des solutions de (& 7).

X1

8.3. Cas des EDLSn

Théoréme 43. — Considérons ay,dy, . ..,d,—1,b € €°(I,K), to €I et xg,Xq,...,X,_; € K Alors le probleme
de Cauchy :

n—1

x® =" a;()x D + b(t)
(2é¢,) i=0 , d’inconnue x € €"(I,K)

Vie[o,n—1] xWO(ty) =x;

admet une unique solution, i.e. :

( x(tg)) = xo
x'(tg) = x;
n—1 ) X”(to) = x,
I1x € 6" (1,K) ( Veel x™()= Zai(t)x(l)(t) + b(¢) ) et A :
i=0
h ~- (n—2) _
x est solution de UEDLSn X 1 (t()) Xn—2
L x0T D() = x,y

x vérifie la condition initale

Corollaire 44. — Considérons ay,ay,...,a,_; € €°(I,K) et 'EDLSn homogéne :
n—1
(&r,) x™=>"a(t)x? , dinconnue x € ¢" (I,K) .
i=0
Alors :

1. pour tout ty € I, Uapplication :

Sol(§#,) — M1 (K)
x(to)
x'(to)

X(n_z)(fo)
X(n_l)(fo)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ;
2. dim(Sol(&57,)) =n.
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Corollaire 45. — Considérons ay,dy,...,d,_1,b € €°(I,K) et les EDLSn :

n—1

(&) x® = > q(e)xD+b(r)

iz(i , d’inconnue x € 6" (I,K) .
e

(&) x® = > a(t)x?

i=0
Alors :

1. UEDLSn (&,) posséde (au moins) une solution;

2. si x, est une solution de (&,), alors :
Sol(&,) = x, + Sol(&),)

est un sous-espace daffine de €™ (I,K), dirigé par le sous-espace vectoriel Sol(§.5¢,,) de €™ (I,K), qui est de
dimension n.

Exercice 46. — On considere 'EDLSn :
(&) x™ =x+2026 , d’inconnue x € €"(R,C) .
1. Déterminer tous les nombres complexes A tels que la fonction :

R — C

X
t0—>eM

soit solution de 'EDLSn homogene (&£5¢,,) associée a (&,).
2. En déduire I'ensemble solution de (&5 ,,).

3. Conclure quant a 'ensemble solution de (&).

Exercice 47. — On considere 'EDLS3 homogeéne :
(655) x""=x , dinconnue x € ¥"(R,C) .

1. Résoudre I'équation différentielle (£5¢3).

3n
. 7. 2\ Z
2. Déterminer le convergence R de la série entiére Z .
(3n)!
3. Démontrer que la fonction :
1—-R,R[ — C

RS
n
est solution de (§5¢3).

4. En déduire une expression de la fonction S a I'aide de fonctions usuelles.

5. On pose j := 5. Calculer, pour tout k € N :

13k+j3k+(j2)3k ’ 13k+1+j3k+1+(]-2)3k+1 13k+2+j3k+2+(j2)3k+2 _

)

6. Soit x € |—R,R[. En considérant e* + e/* + e/ ¥, déduire de Q5 une autre preuve du résultat de Q4.
T o N e zP" :
7. Généraliser 'étude précédente pour déterminer la série entiére Z ﬁ’ pour p un nombre premier.
pn)!
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9. Rappels et compléments sur ’exponentielle d’un endomorphisme, d’une matrice

9.1. Définition de ’exponentielle d’'un endomorphisme, d’une matrice

Définition 48. —

Soit u € % (E). Lexponentielle de u, notée e" ou Soit A € M, (K). Lexponentielle de A, notée e* ou
k k
[ u . - A .
exp(u), est la somme de la série Z o qui converge exp(A), est la somme de la série Z o qui converge
dans ¥ (E), i.e. : ' dans #,(K), i.e. : '
+00 i o0 4k
u_ _ wr _ _ A
e =expu)= ) - € L(E). e =exp(A) = D |1 € M(K).
k=0 k=0
Remarque 49. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et 98 une base de E. Alors :

Mat 5 (exp(u)) = exp (Mat (1))

9.2. Exponentielle d’'une matrice diagonale

Proposition 50. — Soient Aq,...,A, €Ket D :=diag(A,,...,A,). Alors :

exp(D) = diag (ell, e e’ln) .
9.3. Exponentielle de deux matrices semblables

Proposition 51. — Soient A, B € #,(K) deux matrices semblables sur K et P € GL,(K) telle que A=PBP~L.
Alors :
exp(A) =P exp(B) P~ !.

9.4. Spectre d’une exponentielle de matrice

Proposition 52. — Soit A€ #,(K) et A € Speck(A). Alors :

et e Speck(exp(4)) .
9.5. Exponentielle d’'une somme de deux endomorphismes, deux matrices, qui commutent

Proposition 53. —

Soient u,v € £ (E) tels que uov =vou. Alors : Soient A, B € M, (K) telles que AB = BA. Alors :

exp(u + v) = exp(u) o exp(v) = exp(v) o exp(u) . exp(A+ B) = exp(A) exp(B) .
9.6. Continuité de ’exponentielle

Proposition 54. —

Lapplication : Lapplication :
% (E) — 2(E) M(K) — M (K)
exp u —>  exp(u) exp M —> exp(M)
est continue. est continue.
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Eléments de démonstration. On considére uniquement le cas matriciel et on munit .#,(K) d’'une norme sous-
multiplicative, e.g. :
M(K) — R

-y IEELXZZ| 1] -
ljnllll

(a) Soient A une partie de #,,(K), (fi)xen € Z (4, //tn(K))N et f € (A, #,(K)). On dit que la suite de fonctions
(fi)xen converge uniformément vers f sur A si :
o ||[f = filllooa :==sup{lll fil(M)— f(M)||| : M €A} est bien défini a partir d'un certain rang;
o I ~ficllloop ——>0
(b) Soient A une partie de ., (K), (fi)ken € €° (A, 4, (K)N et f € F (A, #,(K)). Si la suite de fonctions (f})ren
converge uniformément vers f sur A, alors la fonction f est continue sur A.

(c¢) Pour tout k € N, la fonction :
M(K) —  M,(K)

k ari
Sk M —> %
i il
i=0
est polynomiale, donc continue.
(d) SoitR > 0etk €N. Alors :
+00 Ri
VM €B(0,R)  |[llexp(M)—Si(M)]|| < m
i=k+1 v
donc : .
o
Rl
llexp =St llloopom < D 5 -
i=k+1
On en déduit que ||| exp—Si ||l 5o.r) PR 0.
+
(e) La fonction exp est donc continue sur 'ouvert B(0,R), pour tout R > 0. Elle est donc continue sur .#,(R) =
|JBO,R).
R>0
O
9.7. Dérivation de t — exp(t u), t — exp(t A)
Proposition 55. —
Soit u € & (E). La fonction Soit A € #,(K). La fonction
R — % (E) R — #,K)
f f
t — exp(tu) t — exp(tAh)
est dérivable et, pour tout t €R, f'(t) =uo f(t). est dérivable et, pour tout t €R, f'(t) =Af(t).
Démonstration.
. e P f(t) f(O)
(a) Démontrons la dérivabilité de f en t = 0. Démontrons que A f(0). Soit t €]—1,0[U]0, 1[.
F()—£(0) B (tA)k B tk 1A’< I tk 1A’<
H t —AF0)) = Z A=
p
On en déduit que :
FO)—£(0) rk LAk < Al
0< —Af(O < |t .
H : £(0) - It kZZZ o

f()—£(0)
t t

Par théoréme d’encadrement, 0

> Af(0).
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fle+h)—f(t)
h

fle+h)—f(t) exp(hA + tA) — exp(tA)
h h

(b) Soit t € R. Démontrons = Af(t). Soit h € R*.

hA tA) — tA
= exp(hA) exp(tA) — exp(tA) [les matrices hA et tA commutent]

h
= —exp(h:)—ln exp(tA)
f(h);f(()) exp(tA)

(c) L'application :
|0 = m
M — M exp(tA)
f(h)—£(0)

est linéaire et, comme dim(.#,(K)) < oo, elle est continue. Comme N

fle+h)—5(t) :L(f(h)—f(O)

—— Af(0)=A:

h h ) PR L(A) = Aexp(tA) =Af(t).

10. SDL1 homogene a coefficients constants
10.1. Résolution d’un SDL1 homogene a coefficients constants a ’aide d’une exponentielle de matrice

Théoréeme 56. — Soient A€ #,(K) et :

1 0
0 :
el— . 5 . ,€n= 0
0 1

la base canonique de #, 1(K). Pour tout i € [1,n]], on définit la fonction X; par :

R — '/ﬂn,l(K)

Xi t — exp(tA)e;

[le vecteur colonne exp(tA)e; est la i-éme colonne de la matrice exp(tA)] .

Alors (X4, ...,X,) est une base de l'ensemble solution du SDL1 homogeéne a coefficients constants :

() X'=AX , d’inconnueX € ¢! (R, //ln,l(K)) .

Exercice 57. — Résoudre le SDL1 homogene a coefficients constants :

/

x' =y x
¥y = z , d’inconnue |y | € ¢! (R, .ﬁ&](R)) )
z =0 b4
Exercice 58. — Résoudre le SDL1 homogene a coefficients constants :
x' = 2x+y-—z X
y' = 2y+3z , dlinconnue | y | € ¢* (R, //1371(R)) .
7 = 2z b4
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2 0 1
Exercice 59. — SoitA=| 1 -1 -1
-1 2 2

1. Caculer y,.
2. En déduire la valeur de exp(tA), pour tout t € R.

3. Résoudre le SDL1 homogene a coefficients constants :

X'=AX , dlinconnue X € ¢' (R, #5,(R)) .

Exercice 60. — Soit A € .#,(R). On considere le SDL1 homogéne a coefficients constants :
() X =AX.
Démontrer que toutes les solutions de () sont polynomiales si et seulement si la matrice A est nilpotente.

10.2. Résolution d’un SDL1 homogeéne a coefficients constants dans le cas diagonalisable

Théoreme 61. — Soit A une matrice de #,(K) diagonalisable sur K. On note :
® Aq,..., A, les valeurs propres deux-a-deux distinctes de A dans K;
e pour touti€[1,r], (Vl-’l, . ..,Vi’mi) une base de E,_;
e pourtouti€ [1,r], j €]1,m;], X; ; définie par :

R — '//ln,l(K)
Xi,j
t — elit ‘/l’J

Alors les my + ...+ m, =n fonctions Xy 1,...,X1 m s+ -»Xr15- -, X, forme une base de Uensemble solution du
SDL1 homogeéne a coefficients constants :

() X'=AX , dinconnue X € 6* (R, //ln’l(K)) .

Exercice 62. — Résoudre le SDL1 homogene a coefficients constants :
x' = x+y x
(F£) y = —x+2y+z , dinconnue | y | € ¢* (R, //13,1(R)) .
7 = x+z z
Exercice 63. — Soit la matrice J € .#,,(R) dont tous les coefficients valent 1. Résoudre le SDL.1 homogene a coeffi-

cients constants :
(##) X'=JX , dinconnueX € ¢ (I, #,,(R)) .

Exercice 64. — Soit une matrice A € .#,,(R) telle que A? + I,, = 0. Résoudre le SDL1 homogéne a coefficients
constants :
(#5#) X' =AX , dinconnue X € €* (I,//tn,l(R)) .
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11. Méthode de variation des constantes pour obtenir une solution particuliere d’'un SDL1

Proposition 65. — Soient A€ 6€°(I, #,(K) et B € 6€°(1, #,1(K)). On considére les SDLI :

(&) X’
(#s¢) X'

A(t)X + B(t) ) 1
A()X , d’inconnue X € € (I,//ln,l(K))

et une base (X4,...,X,) de Uensemble des solutions de (& ).
1. Soient Aq,...,A, € €*(I,K) La fonction :

I — '//tn,l(K)
t — ALOX () +...+A2,(t) X, (1)

et solution de (&) si et seulement si :

A1(1)
Veel X(0)X(0)]...1X,(0) | =B(t).

/
matrice (n, n) décrite en colonnes An( t)

2. Pour tout t € I, le scalaire :

W(t) :=det (X (t) | Xo(t)] ... | X,(t)) [Wronskien de la base (X1, ...,X,) au temps t]
est non nul, i.e. la matrice (X;(t)|Xy(t)]| ... |X,(t)) est inversible.
A

3. Si la fonction est une primitive de la fonction continue :

An

I — '/ﬂn,l(K)
t — X (O)Xo(t)] ... [X,(6) " B(1)

alors la fonction :

I — '/ﬂn,l(K)

Xpart | ¢ A(O)X () + ... + A, (D) X,,(0)

est solution de (&) et :

Sol(&) = Xpare + Vect (X, ..., X,) -

Exercice 66. — Soit A= (? ;) On considere le SDL1 :

() X' =AX + (;) , d’inconnue X € ¢! (I,./ﬂz’l(R))

1. Donner une base de 'ensemble solution du SDL.1 homogene associé ().

2. Déterminer une solution particuliere de (), an appliquant la méthode de la variation des constantes.
3. En déduire 'ensemble solution de ().
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12. Quelques méthodes pour résoudre un SDL1

(1) Résolution d’un SDL1 homogene a coefficients constants.— Soient (e;,...,e,) la base canonique de
Mp1(K) et A€ #,(K). Une base de 'ensemble solution du SDL1 homogene :

(#5) X' =AX , dinconnueX € ¢* (I,//ln,l(K))

(x

(2) Résolution d’un SDL1 homogene a coefficients constants dans le cas diagonalisable. — Soit A € .#,,(K)
une matrice diagonalisable sur K, dont les valeurs propres distinctes sont notées Aq,...,A,. Pour tout i €
[1,r], soit (Vi 1,..., V) une base du sous-espace propre Ej (A). Une base de 'ensemble solution du SDL1
homogeéne :

est fournie par :

R — K
t — exp(tA)e; ) ..’

(##) X' =AX , dinconnue X € € (I, 4,(K))

(3) Calcul d’une solution particuliere d’'un SDL1 par la méthode de variation des constantes.— Soient
A€ 6°(1, #,(K), B € 6°(1, M, (K)) et les SDL1 :

est :
R — K

Ait
to— eV

)1<i<r et 1<j<m;

(&) X' = A(t)X+B(t) b 1
(#) X' = AX , d’'inconnue X € ¢ (I,//tn’l(K)) .
Supposons connue une base (X,...,X,) de 'ensemble solution du SDL1 homogene (& 5¢), de sorte que :
SOl(,S”%)Z{AlX1+...+Aan . (Xl,...,Xn)GKn}

On recherche une solution particuliere de (<) en appliquant la méthode de variation des constantes, i.e. on
détermine n fonctions A4,...,A, € €' (I,K) telles que :

AL(t)
Veel XX ...1X,(e))| | =B(¢)
A (t)
et on calcule la fonction :
I — '/ﬂn,l(K)

Xpart | ¢ AL (DX (O 4. + AL (D)X, (D)

que l'on sait étre solution de (). Le principe de superposition a pour conséquence :

I — '//ln,l(K)
Sol(#) = Xpare+Sol(F ) = XparetVect (X, ..., X)) = : (ky,..., k) €K?

t — Xpart(t) + ZkiXi(t)

i=1
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13. EDLS2

13.1. Wronskien d’un couple de solutions d’'une EDLS2 homogeéne
Notation. — Soient ay,a; € €°(I,K) et (§,) 'EDLS2 homogéne :

(&#,) x"=ag(t)x+a;(t)x’ , d’inconnue x € €¥2(I,K) .

Définition 67. — Le Wronskien d’un couple (x1, x,) de solutions de (§3¢5) est défini par :

I — K

x1(t)  x5(t)

W(x1,x5) _ / /
b2 Xi(t) Xé(t) _xl(t)xz(t)_xl(t)xz(t)

t

13.2. Caractérisation des bases de ’ensemble solution d’'une EDLS2 homogéne
Remarque 68. — Soit (x;,x,) un couple de solutions de (£.5#5). Alors W (x;,x5) € €*(I,K) et :
Vtel W (1, x2) () = ay () W (xy, x5)(¢)
Autrement dit, W(x1, x5) est solution de 'EDLS1 homogéne :
y' =a;(t)y , d’inconnue y € 6! (I,K)

Si on fixe t, €I, on a donc :

t
a;(u) du) [expression intégrale du Wronskien]

Vtel W (1, x9)(t) = W(xy,x5)(ty) exp (J

to

Proposition 69. — Soit (x1,x5) un couple de solutions de (§5¢5). Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. 3tel W(xy,xp)(t) :=x1()x5(t) —x7()x,(t) # 0
2. Ytel W(xy,xp)(t):=xq(t)x5(t) —x7(t)x,(t) #0
3. (x1,x9) est une base de Sol(&5¢).

Démonstration. On pose W := W (x;, x5) pour alléger I'écriture.
e (2) = (1). Claire.

e (1) = (2). Nous raisonnons par contraposition et supposons qu'’il existe t, € I tel que W(ty) = 0. La fonction
W est donc solution du probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1 :

vy =a(t)y [EDLS1 homogeéne]
y(ty) =0 [condition initiale] .

La fonction nulle sur I est également solution de ce probléme de Cauchy. L'unicité dans le théoréme de Cauchy
linéaire pour les EDLS1 entraine que W est la fonction nulle sur I.

x1(to)  x2(to)
xj(to) x5(to)
Comme nous savons que Sol(&.,) est un sous-espace vectoriel de 62(I,K) de dimension 2, il suffit de dé-
montrer que la famille (x;, x5) de 2 solutions de (§5#,) est libre pour en déduire qu’elle forme une base de
Sol(&55).

Soit (a1, a,) € K2 tel que a; x; + a, x5 est la fonction nulle sur I. En dérivant, nous obtenons :

x1(t) x(t)\ (o) (O
veel (X1(t) x;m) () - (O) |

En spécialisant en t, et en utilisant 'hypotheése, il vient a; = a, = 0.

e (1) = (3). Supposons qu’il existe t, € I tel que W(ty) # 0. La matrice ( ) est donc inversible.
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e (3) = (1). Supposons que (x;,x,) est une base de Sol(§5¢,). Nous démontrons (1) en raisonnant par
labsurde. Nous supposons donc que, pour tout t € I, W(t) := x;(t)x5(t) — x7(t)x5(t) = 0.
Fixons t( € I. Nous observons que la fonction x5(to) x; —x7(to) x5 est solution du probléme de Cauchy :

x" =ap(t)x +ay(t)x’ [EDLS2 homogeéne]
x(ty) =x'(tg) =0 [condition initiale]

La fonction nulle sur I est également solution de ce probléme de Cauchy. L'unicité dans le théoréme de Cauchy
linéaire pour les EDLS2 entraine que x,(to)x1 — x(to) x; est la fonction nulle sur I. Par liberté de la famille
(x1,x5), il vient x7(tg) = x5(to) = 0. Ce résultat valant pour un temps t, quelconque de Tintervalle I, les
fonctions x; et x, sont constantes. La famille (x;, x,) est donc liée, d’ot1 une contradiction.

O

13.3. Méthode du Wronskien (HP)

Proposition 70. — Soient x; une solution de (§ ¢,) qui ne s’annule pas sur I et t, un point de I fixé. On définit
les fonctions W et x4 par :

I — K I — K
t t
w
w t — exp(f a;(u) du) et 2t x1(t) Z(U) du
" )

Alors (x1, x5) est une base de Sol(&5¢,).
13.4. Méthode de variation de la constante ou de I’abaissement de ’ordre (HP)

Proposition 71. — Soit x; une solution de (& #5) qui ne s’annule pas sur I. Pour tout A € 6*(I,K) la fonction :

I — K

2 U0

est solution de (&) si et seulement si :

xq (1)
x1(t)

Vtel A(t)= (al(t) -2 ) A(t) [A est solution d’'une EDLS1 homogéne] .

Exercice 72. — Résoudre ’équation différentielle :
(66,) x"— %x’ + ;izx =0 , dlinconnue x € ¢2(]0,+00[,R)
en commengant par rechercher une solution polynomiale.
Exercice 73. — On considére ’équation différentielle :
(&) (@x+1)y”"+(4x—2)y'—8y =1 , dinconnue y € ¢2(]-1/2,+00[,R)
et son équation homogéne associée :
(&#,) (2x+1)y”" +(4x—2)y’—8y =1 , dinconnue y € ¢%(]-1/2,+0o[ ,R) .
1. Déterminer A € R pour que la fonction :

]-1/2,+00[ — R

Y1 X N eAx

soit solution de (§5¢5) sur ]—1/2,+00[.
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2. Résoudre (§5¢,) sur ]—1/2,+00[.
3. Résoudre (&,) sur ]—1/2,+00][.

Exercice 74. — Soit q € ¢(R,,R) une fonction intégrable sur [0 ; +oo[. Considérons I'équation différentielle :
(&) y’+q(t)y=0 , dinconnue y € ¢%(R,,R) .

1. Soit y une solution de (&,). Supposons y bornée.

(a) Montrer que y’ admet une limite finie en +00.
(b) Montrer que y’(t) —— 0.

t—+00

2. Soit z une deuxieéme solution bornée de (&,). Montrer que la fonction :

R, — R
y(t)  =z(t)
y'(t) 2'(t)

w
t

est constante.

3. En déduire que (&,) posséde une solution non bornée.

13.5. Méthode de variation des constantes pour une EDLS2

Proposition 75. — Soient ay,a;, b € €°(I,K) et (&,) 'EDLS2 :
(&) x" =ag(t)x+a;(t)x’+b(t) , dinconnue x € €*(I,K) .
Supposons connue une base (x1,x5) de Uensemble solution de :
(&#,) x"=ag(t)x+ay(t)x’ , dinconnue x € €2(I,K) .

Pour tout Aq, Ay € €%(I,K) :

Vtel (2%3 ;ngg) (iigg) = (b?t)) = A1 X1 + Ay Xq est solution de (&) .

On conserve les notations de la proposition 75. Pour chercher une solution particuliere de I'équation (&),
on calcule deux fonctions A;, A, € €2(I,K) telles que :

i viel MO x1 () +25() xp(t) = 0
A () x1 () + A5() xo(t) = b(t).
La fonction A; x; + A, x5 est alors solution de (&5).
Démonstration.

. . . . . X .
e Nous savons qu’une fonction x € ¢2(I,K) est solution de (§.5#5) si et seulement si la fonction (x ,) est solution

du SDL1 homogene :

0 1

(F#) X :(ao(f) a;(t)

)X , d’inconnue X € %! (I,//tnjl(K)) .

Nous vérifions alors sans peine que ((i}) ) (i%)) est une base de 'ensemble Sol(.& 7).
1 2
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e Introduisons le SDL1 :

/O 1 0 .
(&) X' = (ao(t) al(t)) X+ (b(t)) , d’inconnue X € ¢! (I,//ln,l(K)) .

Soit A1, A, € 62(I,K). D’une part, d’aprés la méthode de la variation des constantes (proposition 65) :
X1 Xy , x1(t) x(®) (A0 _ [ 0
Aq (xi) + A, (xé) est solution de (¢#) < Vtel (xi(t) xé(t) A’z(t) =) )

D’autre part :

X1 X3

m () ()= (it ti
A1X1+Azx2 ! 0 1 2,1X1+A2X2 + 0
)(.1 x1+12x£ ap a 2,1X1+A.2X£ b

A1 x1+A5x5) = Ayxi+ Ay x)
141 242 141 242
()(,1X1+A2X£)/ = ao(llxl +242X2)+(11(A,1X1+2.2X;)+b

(11 X1+ A, xz) est solution de ()

si et seulement si :

si et seulement si :

si et seulement si :

()L]_ X]_ +A2X2)/ = )L]_ Xi +A2X£
(A1x1+2A5x0)" = ag(Ayx;+Ayx5)+a; (A x;+2A3x,) +b

si et seulement si :
Ajx;+2A5x,=0 [condition (+)]
A1 X1 + Ag X4 est solution de (&,) .

Nous en déduisons que :

Vtel (iigg 253) (iigg) = (b?t)) - A1 X1 + Ay X4 est solution de (&)

en ayant mis de plus en évidence une condition (+).

Exercice 76. — Résoudre I'équation différentielle :

(&) y"+y=sin%(t) , d’inconnue y € 4*(R,,R) .

Exercice 77. — Résoudre I’équation différentielle :
" 3 / 4 ” 2
(&) x —?x +§x=1n(t) , d’inconnue x € €< (]0,+0oo[,R)

sachant que les fonctions :

« ]0,+o0o[ — R N 10,+00[ — R
1 t — t2 t —  t21n(t)

forment une base de ’ensemble solution de :

3 4
(&5) x”—?x’+t—2x=0 , d’inconnue x € ¥2(]0,+0o[,R) .
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Nous appliquons la méthode de variation des constantes pour déterminer une solution particuliere de (&,).
Soit A1, A, € 62(]0,+00[,R). Soit t €]0,+00[ .

t2  t%1n(t) A0\ _( o A0 1 t+2tin(t) —t?1In(t) _(—In%(t)/t
2t t+2tn(e) ) \A5(t) )~ \Un(t) = A5(8)) —2t = ln(t) “\ In(t)/t

Les fonctions :

10,+00[ — R 10,+o0[ — R
A In3(t) et Ay In*(t)
t —> — 3 t — — 5

conviennent donc. Nous en déduisons que la fonction :

10, +o0[ — R
oo . L it 123&) () + In 2(1:) (1) = t2 h:(t)
est solution de (&,). Ainsi :
10, +co[ —> R
Sol (&3) = Xxpare + Vect (x1, x5) = . e k24,2 (D)4 t21n%(¢) : (kp,ky) €R?

14. Une méthode générique pour résoudre une EDLS2

Soient ay,a;, b € €°(I,K) et les EDLS2 :

(&) x" = ag(t)x+ay(t)x’+ b(t)

3 2
(E#,)  x' = ay(t)x+ay(t)x’ , d’inconnue x € 6“(I,K) .

Pour résoudre (&,), on peut adopter la démarche exposée ci-dessous.
(1) Une solution x; de (£¢,) qui ne s’annule pas.— On recherche une solution x; de (§5¢,), qui ne s’annule
pas sur I, et qui posséde une forme particuliére, e.g. :
e une fonction polynomiale ;
e une fonction développable en série entiére au voisinage de 0;
e une fonction d’'une forme soufflée dans ’énoncé.

(2) Une deuxieme solution x, de (§.7,).— Une fois déterminée une fonction x; solution de (§5¢,), qui ne
s’annule pas sur I, on peut appliquer :

e la méthode de variation de la constante ou de I'abaissement de l'ordre, en posant :
xy=kx; , ouke%%I,K)
e la méthode du Wronskien, en calculant :

I — I — K

20— xl(t)J V\;EZ; , ouw t — exp(f a,(u) du)

pour déterminer une deuxiéme solution x, de (§3¢5).

(3) Liberté de la famille (x;, x,).— On Vérifie que le Wronskien du couple (x{, x,) de solutions de (§5%¢5) :
I — K

X1(t) xz(t) 1(t)x2(t_) xl(t)xz(t)

xy(t) xy(t)

n’est pas identiquement nul, pour obtenir la liberté de la famille (x;, x5).

W (xq,x3)
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(4) Conclusion sur I’ensemble solution de (£¢,).— On applique le théoréme de Cauchy linéaire pour les
EDLS2 homogénes pour justifier :
Sol(&5,5) = Vect (x1,x,) .

(5) Une solution particuliere de (&,).— On recherche une solution de (&,) en appliquant la méthode de varia-
tions des constantes, i.e. on détermine deux fonctions A, A, € €2(I,K) telles que :

x1(t) x(0)\ (A [ O
veel (x;m x;m) (a’lm) - (bm)

xpart = 2,1 X1 + 7\,2 X9

et on calcule :

que l'on sait étre solution de (&,).
(6) Conclusion sur I’ensemble solution de (&,). — Le principe de superposition a pour conséquence :

I — K

S0l(8) = Xpan+S0l(8 7) = Xpar+Vect (x1, %) = { t o ky () + kg Xo(t) + Xpare(£)
par

: (ky, ko) € Kz} .

15. Exemples de résolutions d’équations différentielles linéaires non normalisées

Exercice 78. — Résoudre sur l'intervalle R I'équation différentielle :
t?y'—y=0.
Exercice 79. — Résoudre sur l'intervalle R I'équation différentielle :

1-0)y' —-y=t.

Exercice 80. — Soit 'équation différentielle :
x(x—1)y"+3xy’+y=0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle ]—r,r[
de R, avec r > 0. Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de :
x(x—1)y"+3xy’+y=0

sur ]0,1[ sont les restrictions d’une fonction développable en série entiére sur ]—1,1[ ?

Exercice 81. — a et b étant deux fonctions continues sur R, on note 'équation différentielle :
(6) x*y"+a(x)y"+b(x)y =0

On note S l’espace vectoriel des solutions de (&) sur l'intervalle I =10, +oo[ et S~ I'espace vectoriel des solutions
de (&) sur lintervalle J =] — 00, 0[ . Lobjectif de cet exercice est d’étudier la dimension de I'espace vectoriel S des
fonctions y de classe 6?2 sur R vérifiant (&) sur R tout entier.

1. Donner la dimension des espaces S* et S™.

2. On note ¢ lapplication linéaire de S vers ST x S~ définie par ¢ (f) = (f}, f;) ou f; désigne la restriction de f a
lintervalle I et f; désigne la restriction de f a l'intervalle J. Donner le noyau de I'application ¢ et en déduire
que dim(S) < 4.

3. Dans cette question, on considere a(x) = x et b(x) =0, d’oti :
&) x*y"+xy =0.

Determiner St et S™. Determiner ensuite S et donner sans détails la dimension de S .
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4. Dans cette question :
(&) x%2y"—6xy +12y=0.

Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme x — x® ( a réel). En déduire S* puis S™.
Déterminer S et donner la dimension de S.

5. Donner un exemple d’équation différentielle du type :
(&) x*y"+a(x)y"+b(x)y =0

tel que dim (S) = 0 (on détaillera). On pourra, par exemple, s’inspirer de la question précédente.

Exercice 82. — On considére dans cette partie 'équation différentielle :
(&) x%y’+axy’ +by=0

ol a et b sont des constantes réelles.
1. Que dire de la structure de 'ensemble des solutions de ’équation (&;) sur I =]0,+o00o[ ? EtsurJ =]—00,0[ ?
2. Démontrer que si y est une solution de (&;) sur I, alors g = y o exp est une solution sur R de I’équation
différentielle linéaire a coefficients constants :

(&) u'+(@—1Du'+bu=0.

3. Réciproquement, soit t — g(t) une solution de (&,) sur R. Démontrer que la fonction g o In est solution de
(&) sur 1.

4. Donner les solutions a valeurs réelles de I'équation (&,) dans le casotia =3 et b=1etdanslecasotia =1
et b = 4. En déduire, dans chacun des cas, les solutions a valeurs réelles de '’équation (&;) sur l'intervalle I.
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