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1. Adjoint d’'un endomorphisme

Notation. — Dans cette partie, (E, ( -, - }) désigne un espace euclidien de dimension n > 1.

1.1. Théoréme de Riesz sur la représentabilité des formes linéaires sur un espace euclidien

Théoréme 1. — Lapplication :

E — % (E,R)
E — R
y — (x,y)

12

x — (x,-)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

Remarque 2. — Soit f une forme linéaire sur E. D’apreés le théoréme 1 :
dixeE VyeE f(y)={(x,y).
On dit que le vecteur x de E représente la forme linéaire f.

1.2. Définition de ’adjoint d’un endomorphisme

MPI-MPI* 2526

Proposition-Définition 3. — Soit u un endomorphisme de E. Il existe un unique endomorphisme u* de E, appelé adjoint

de u, tel que :

Y, y)eE? (u(x),y)=(x,u*(y)) [propriété caractéristique de Uadjoint] .

1.3. Propriété de l’adjoint

Proposition 4. — Soient u,v € £ (E) et A,u €R.
1. Au+uv) =Au*+uv* [linéarité de I'adjonction]
2. (uov)*=v*ou* [adjoint d’'une composée]

3. W)'=u Linvolutivité de Uadjonction]

1.4. Matrice de ’adjoint dans une base orthonormée

Proposition 5. — Soit u un endomorphisme de E et B = (e4,...,e,) une base orthonormée de E. Alors

Mat g (u*) = Matg(u) " .

Exercice 6. — On considere le R-espace vectoriel R® muni de son produit scalaire usuel et 'endomorphisme u de R® défini

par :
R — R®
u (x,y,2) — (x+2y—2,4x—3y +5z,—x+7y —22).

Calculer, pour tout (x, y,2z) € R, u*(x, y, 2).

1.5. Une propriété de stabilité pour I’ajoint

Proposition 7. — Soient u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de E. Alors :

F est stable paru => F* est stable par u* .
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2. Matrices orthogonales

Notation. — Dans cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 1.

2.1. Définition d’une matrice orthogonale

Définition 8. — Une matrice A € #,(R) est dite orthogonale si :

AT xA=1, .

Remarque 9. — Soit A€ #,(R).
1. La matrice A est orthogonale si et seulement si A est inversible et A”' = AT,
2. Si A est une matrice orthogonale, alors la matrice A™* = A" est orthogonale.

cos(6) —sin(6)

Exemple 10. — Pour tout 6 € R, la matrice (sin( 0)  cos(0)

) est orthogonale.

Exercice 11. — Soit 0 € &,,. On note %, la base canonique de R" et u,, 'unique endomorphisme de R" défini par :
Viell,n]  u.(e)=esq-
Démontrer que la matrice P, := Matg (u,) est orthogonale.
2.2. Caractérisation des matrices orthogonales
Rappel 12. — Le produit scalaire usuel sur ., ;(R) est défini par :
VX,Y)€ My 1(R) % M, 1 (R) (X,Y)=X"xY.

Le produit scalaire usuel sur R" est défini par :

n
V(X=(X1,---;Xn),yZ(Y1,.,_;yn))€Rn x R" (X, y) zzxi.yi .
i=1

Proposition 13. — Soit A € #,(R) dont les colonnes sont notées C,...,C, et les lignes Ly,...,L,.

1. La matrice A est orthogonale si et seulement si (Cy,...,C,) est une base orthonormée de Uespace euclidien .4, (R)
usuel.

2. La matrice A est orthogonale si et seulement si (Lq,. .., L,) est une base orthonormée lUespace euclidien R usuel.

Exercice 14. — Soit n € N*. On considere .#,, ;(R) muni de sa base canonique (ey,...,e,) et du produit scalaire usuel { -, - ).

n
€ #,(R) une matrice orthogonale. On note Cj,...,C, les vecteurs colonnes de A et on pose u := Z e; et
i=1

Soit A= (al-j)
V= Z C;.
i=1

1. Calculer (u, v) et en déduire que

1<i,j<n

n n
Z Z a;| s n.
i=1 j=1
2. Linégalité précédente est-elle optimale ?

2.3. Matrice orthogonale versus matrice de changement de base orthonormée

Proposition 15. — Soient (E, ( - , - )) un espace euclidien de dimension n et B = (e, .. .,e,) une base orthonormée de E.
1. Si 6 =(f1,---,[y) est une base orthonormée de E, alors la matrice de passage Pg_,, est orthogonale.

2. Si A€ M,(R) est une matrice orthogonale, alors lunique base 6 = (fi,..., f,) de E tel que P5_,, = A est une base
orthonormée de E.

Exercice 16. — Soient %, la base canonique de R, u; := (0,1,1), u, :=(1,0,1) et u; := (1,1,0).
1. Démontrer que % := (u;,u,,u3) est une base de R®.
2. Calculer la base ¢ de R® obtenue en appliquant I'algorithme de Gram-Schmidt a la base 4.
3. Expliciter la matrice de passage Py _,«. Quelle propriété remarquable possede-t-elle?
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2.4. Groupe orthogonal

Proposition 17. — Lensemble :
0,(R):={Ae.#,(R) : AT xA=1,}

est un sous-groupe de (GL,(R), x), appelé groupe orthogonal.

Exemple 18. — Pour tout 6 € R, les matrices :

__(cos(8) —sin(6) __(cos(8) sin(B)
R(e)’_(sin(G) cos(@)) et 5(9)'_(sm(9) —cos(@))

appartiennent a O,(R).
Exemple 19. —
i * Al 0
1. Siny,ny €N*, A; €0, (R) et A; € O, (R), alors €0, in(R).
0 A2 171

2. Plus généralement, si ny,ny,...,n, € N*, A; €0, (R),A, €0, (R),...,A, € 0, (R), alors :

Ay
€ Onl tnpt...tn, (R) .

0 A
3. En particulier, si (6y,...,0,) € R?, alors la matrice :

R(6,) 0

R(6,)
+1

est orthogonale.

Exercice 20. — Soient M € O,(R) et A une valeur propre complexe de M. Démontrer que |A| = 1. On pourra introduire un
21

vecteur propre Z = | : | € .#,,(C) de M associé a la valeur propre A et calculer le nombre réel :

n
— T
(MxZ) xMxZ
de deux manieres.

Exercice 21. — Démontrer que O, (R) est une partie compacte de .#,(R).

2.5. Matrices orthogonalement semblables

Définition 22. — Deux matrices A, B de #,(R) sont dites orthogonalement semblables si :

iP€0,(R) A=PBP'.

Remarque 23. — Deux matrices de .#,(R) sont orthogonalement semblables si et seulement si elles représentent le méme
endomorphisme de E dans deux bases orthonormées.

Remarque 24. — La relation « étre orthogonalement semblables » est une relation d’équivalence sur .#,(R).
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2.6. Groupe spécial orthogonal

Proposition 25. — Lensemble :
SO, (R) :={A€ O,(R) : det(4) =1}

est un sous-groupe de (0,,(R), x), appelé groupe spécial orthogonal.

Exemple 26. — Pour tout 6 € R, les matrices :

__(cos(8) —sin(6)
R(Q)’_(sin(e) cos(@))

appartiennent a SO,(R).
Exercice 27. — Démontrer que SO, (R) est une partie compacte de .#,(R).

2.7. Matrice orthogonale positive ou directe, négative ou indirecte

Proposition 28. — Soit A€ #,(R). Alors :

A€0,(R) = det(A)e{-1,1}.

1
@ ‘ La réciproque de l'implication de la proposition 28 est fausse si n = 2. La matrice Diag(i,z, 1,..., 1) donne un

contre-exemple.

Définition 29. — Soit A€ O, (R).
1. La matrice A est dite positive ou directe si det(A) = 1.

2. La matrice A est dite négative ou indirecte si det(A) = —1.

Exercice 30. — Soit u I'application définie par :

o,(R) — 0,(R)
A — diag(—1,1,...,1)A

1. Justifier que I'application u est bien définie.
2. Démontrer que u induit une bijection de SO,(R) sur O, (R) \ SO, (R).
3. Démontrer que u induit une bijection de O,(R) \ SO,(R) sur SO, (R).

2.8. Orientation d’un espace vectoriel réel de dimension finie

Notation. — Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

Lemme 31. — On définit la relation ~ sur Uensemble des bases de E en posant, pour toutes bases 98, et %, de E :
:%1 =2 %2 = detgl(%z) > 0 .

La relation ~ est une relation d’équivalence sur U'ensemble des bases de E, qui comporte deux classes d’équivalence.

Définition 32. — Une orientation de E est le choix d’une des deux classes d’équivalence pour la relation ~ sur Uensemble
des bases de E définie dans le lemme 31.

En pratique, on oriente E en fixant une base 9 de E. Lorientation de E est alors donnée par la classe de 9 pour la

N.B. .
relation ~ sur ’ensemble des bases de E.

DAVID BLOTTIERE 5 VERSION DU 23 MARS 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Définition 33. — Supposons Uespace E orienté par le choix d’une base %,.

1. Une base % de E est dite directe si :

i.e. si $B définit la méme orientation de E.

2. Une base A de E est dite indirecte si :
dety, (B) =det(Py, ) <0

i.e. si $B définit Uautre orientation de E.
2.9. Forme volume sur un espace euclidien orienté

Proposition 34. — Supposons ici que E est muni d’'un produit scalaire { - , - ) de sorte que (E,{ -, - )) est un espace
euclidien. Si deux bases orthonormées 98, et 9B, de E définissent la méme orientation de E, alors :

YV (xq,...,x,) €E" detg (x1,...,x,) =detg, (x1,...,Xx,) .

Démonstration. Soit (x,...,x,) € E". D’apres le cours de MP21 :
dety (x1,...,x,) = dety (B,) dety (xy,...,x,) =det(Py 4 ) dety (x1,...,%,).

Le matrice de passage Py _, 4, est orthogonale et positive. Son déterminant vaut donc 1.

3. Isométries vectorielles d’un espace euclidien

Notation. — Dans cette partie, (E,{ -, - }) désigne un espace euclidien de dimension n > 1.

3.1. Définition d’une isométrie vectorielle

Définition 35. — Un endomorphisme u de E est appelé isométrie vectorielle de E (ou automorphisme orthogonal de E) si :

Vx€E [|uCx) || = x|l [u préserve la norme] .

Remarque 36. — Une isométrie vectorielle de E est un automorphisme de E.

3.2. Symétrie orthogonale

Définition 37. — Une symétrie s de E, i.e. un endomorphisme s de E tel que s> = idy, est appelée symétrie orthogonale si :

Ker (s —idg) L Ker(s +idg) .

Proposition 38. — Si s est une symétrie orthogonale de E, alors s est une isométrie vectorielle de E.

Exercice 39. — Soit F un sous-espace vectoriel de E. On considére la symétrie s par rapport a F, parallélement & F1 définie
par:
E=FeFt — E
X=xp+xp. — s(x)=xp—xpL.
1. Démontrer que sy est une symétrie orthogonale.
2. Justifier que sy est une isométrie vectorielle.
3. Démontrer que sy = 2 py —idg, ol py est la projection orthogonale de E sur F.

4. Déduire du résultat de la question 3 une autre démonstration du résultat de la question 2.
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3.3. Un projecteur orthogonal de E distinct de id; n’est pas une isométrie vectorielle

Rappel 40. — Un projecteur p de E, i.e. un endomorphisme p de E tel que p? = p, est appelé projecteur orthogonal si :
Ker(p) L Im(p) .

?} Si p est un projecteur orthogonal de E, distinct de idg, alors p n’est pas une isométrie vectorielle de E. En effet, une
telle projection orthogonale n’est pas injective.

3.4. Réflexion

Définition 41. — Soient H un hyperplan de E. La symétrie orthogonale ry de E par rapport a H est appelée réflexion de
E par rapport a H.

Proposition 42. — Soient H un hyperplan de E et a un vecteur unitaire de la droite H*. La réflexion de E par rapport a
H, qui s’écrit :
E — 15

™M | x — ry(x)=x—2(x,a)a

est une isométrie vectorielle.

3.5. Caractérisation des isométries vectorielles

Rappel 43. — Soit (x,y) € E2.

(x,y)= (le +ylP=llx—y ||2) [identité de polarisation] .

EN

Théoreme 44. — Soit u un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. u est une isométrie vectorielle.
Y, y)eE? (u(x), u(y))={(x,y) [u préserve le produit scalaire]
. Pour toute BON 2B = (ey,...,e,) de E, la famille (u(e;),...,u(e,)) est une BON de E et Mat,(u) € O, (R).
. Il existe une BON % = (ey,...,e,) de E telle que la famille (u(e;), ..., u(e,)) est une BON de E et Mat 4 (u) € O,,(R).

. u est un automorphisme de E et u™! = u*.

gua b~ W N

Exercice 45. — Soit f : E—— E une application (que I'on ne suppose pas linéaire).

1. On suppose que :
V(x,y)€E* (f(x),f(y))={(x,y) [f préserve le produit scalaire] .

Démontrer que I'application f est linéaire.

2. On suppose que :
V,y)€E* [If(x)=fDII=Ilx—yll  [f préserve les distances] .

Démontrer qu’il existe un point a de E et une isométrie vectorielle u de E tels que :
Vx€E f(x)=a+u(x) [Papplication f est donc affine] .

3.6. Groupe orthogonal d’un espace euclidien

Proposition 46. — Lensemble :
O(E) :={ue Z(E) : u est une isométrie vectorielle}

est un sous-groupe de (GL(E), o), appelé groupe orthogonal de E.
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Démonstration. Soit 98 une base orthonormée de E. L'application :

(GL(E),0) — (GL,(R),x)

Matg(-) u —>  Matg(u)

est un isomorphisme de groupes. Donc :
O(E) =Matg(-)(0,(R)) [cf. théoréme 44] .

est un sous-groupe de (GL(E), o) et Matg( - ) induit un isomorphisme du groupe (O(E), o) sur le groupe (O,(R), x).

3.7. Déterminant d’une isométrie vectorielle, isométrie directe, isométrie indirecte

Proposition 47. — Soit u € ¥ (E). Alors :

ue0O(E) = det(u)e{-1,1}.

Un endomorphisme de E dont le déterminant vaut —1 ou 1 n’est pas nécessairement une isométrie vectorielle. En
effet, considérons R? muni de son produit scalaire usuel et 'endomorphisme u de R? défini par :

o '

. . 11 . .
Sa matrice dans la base canonique (e;,e,) de R? est ( 0 1), dont det (u) = 1. Cependant, u n’est pas une isométrie

RZ — R?
x,y) — (x+y,y).

vectorielle puisque || e, || = 1 et ||u(e,) || =||e; + e, || = V2.

Définition 48. — Soit u € O(E).

1. On dit que lisométrie vectorielle E est directe si det(u) = 1.

2. On dit que Uisométrie vectorielle E est indirecte si det(u) = —1.
Exercice 49. — On munit R? de son produit scalaire usuel et on définit les applications u, v par :
RZ — R? R’ R
—>
u V3 1 1 V3 et v
(x,y) — 735—5)/,53(4‘7)/ (x,y) — (=y,—x).

1. Démontrer que u et v sont des isométries vectorielles.
2. Préciser la nature géométrique de u et son caractére direct ou indirect.

3. Préciser la nature géométrique de v et son caractére direct ou indirect.

3.8. Groupe spécial orthogonal de E

Proposition 50. — Lensemble :
SO(E) :={u € O(E) : det(u) =1}

est un sous-groupe de (O(E), o), appelé groupe spécial orthogonal de E.

Remarque 51. — Soit 98B une base orthonormée de E. Alors I'application :

(SO(E),o) —> (SO,(R),x)
u —  Matg(u)

est bien définie et est un isomorphisme de groupes.

DAVID BLOTTIERE 8 VERSION DU 23 MARS 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

4. Isométrie vectorielle en dimension 2

4.1. Description des matrices orthogonales de format (2, 2)

Théoreme 52. — Lensemble des matrices de .#,(R) orthogonales se décompose comme suit :
_ [ cos(8) —sin(0) \ [ cos(0) sin(6) ) .
0,(R) = {R(G).—( sin(9) cos(9) ) ' O €R | | {s(6):= sin(8) —cos(8) ) O €R[-
SO,(R) 0,(R)\SO,(R)

Remarque 53. — Le groupe (0,(R), x) n’est pas abélien. En effet, (\/5/2 —1/5/2) € 0,(R), (O L

/32 Vi) 1 0) €0,(R)et:

(«/5/2 —ﬁ/z) (o 1):(—ﬁ/z ﬁ/z) ot (o 1) (ﬁ/z —ﬁ/z)

(V272 V2/2
v2/2  v2/2 J\1 0 v2/2 V2/2 1 0)\v2/2 v2/2

B (ﬁ/z —\/E/z) ‘
. . . \ . (1 0
Exercice 54. — Soit M € O,(R) \ SO,(R). Démontrer que M est orthogonalement semblable a la matrice 0 -1/

4.2. Le morphisme canonique de (R, +) vers (SO,(R), x)

Proposition 55. — Lapplication R définie par :
(R) +) = (SOZ(R); X)
R [ cos(8) —sin(6)
E — R(0):= ( sin(6)  cos(6)

est un morphisme de groupes, qui est surjectif et de noyau 2nZ.

Corollaire 56. — Les groupes (U, x) et (SO,(R), x) sont isomorphes.

Eléments de démonstration. On vérifie que I'application :

(U) X) — (SOZ(R), X)

f [ cos(arg(z)) —sin(arg(z))
% —  R(arg(2)) '_( sin(arg(z))  cos(arg(z)) )

est bien définie et qu’elle est un isomorphisme de groupes. m|
Corollaire 57. — Le groupe (SO,(R), x) est abélien.

4.3. Classification des isométries vectorielles d’un plan orienté

Notation. — Dans cette partie, (E,{ -, - )) désigne un plan euclidien, i.e. un espace euclidien de dimension 2. On le munit
d’'une base orthonormée % = (e, e,), qui l'oriente.

Lemme 58. — Soit u une isométrie vectorielle directe du plan euclidien orienté E.
Il existe un réel 6, unique modulo 2, tel que : u(e,) €2
e u(e;) = cos(6)e; +sin(6)e, 0 u(e;)

o u(e,)=—sin(0)e; + cos(0)e,

Lendomorphisme u est donc la rotation d’angle 6 du plan E. e,
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Démonstration. Comme u € SO(E) et & est une base orthonormée de E, Matz(u) € SO,(R). D’apreés la proposition 55, il existe
donc un réel 6, unique modulo 27, tel que :

_ (cos(8) —sin(6)
Matg(u) = (Sin(G) cos(0) ) ’

Par suite, u(e;) = cos(8)e; +sin(0) e, et u(e,) = —sin(0) e; + cos(6) e,.

Lemme 59. — Soit u une isométrie vectorielle indirecte du plan euclidien E. Alors u est une réflexion. Il existe donc une
base orthonormée 6 de E telle que :
1 0
Mat (u) = (O _1) .

Démonstration. Comme u € O(E) \ SO(E) et % est une base orthonormée de E, Matg(u) € O,(R) \ SO,(R). D’apres la
proposition 52, il existe donc un réel 0 tel que :

_(cos(8) sin(0)
Mat 5 () = (sin(@) —cos(@)) :

Le polynéme caractéristique de u est donc y, = X?>—1 = (X — 1)(X + 1). Comme y, est scindé a racines simples sur R,
I'endomorphisme u est donc diagonalisable. Nous en déduisons que Spec(u) = {—1,1} et E = E;(u) ® E_;(u). On calcule :

E;(u) = Vect((cos(6/2),sin(6/2))) et E_;(u) = Vect((sin(6/2),—cos(6/2))) .

Lendomorphisme u est la réflexion du plan euclidien E par rapport a la droite Vect((cos(8/2),sin(6/2))). La base € :=
((cos(6/2),sin(0/2)),(sin(6/2),—cos(6/2))) est orthonormée et :

Maty (1) = ((1) _01) .

Théoreme 60. — Soit u un endomorphisme du plan euclidien orienté E.
1. Si u est une isométrie vectorielle directe, alors u est une rotation.

2. Si u est une isométrie vectorielle indirecte, alors u est une réflexion.

Exercice 61. — Soit p une rotation du plan euclidien orienté E. Démontrer qu’il existe deux réflexions orthogonales r; et r,
de E telles que u =ry ory.

4.4. Mesure d’angle orienté de deux vecteurs non nuls d’un plan euclidien orienté

Notation. — Dans cette partie, (E,( -, - )) désigne un plan euclidien, i.e. un espace euclidien de dimension 2. On le munit
d’'une base orthonormée % = (e, e,), qui 'oriente.

Lemme 62. — Soit x un vecteur unitaire du plan euclidien orienté E. Alors il existe un unique vecteur y de E tel que (x,y)
est une base orthonormée directe de E.

Démonstration. La droite vectorielle Vect (x)* posséde deux vecteurs unitaires, opposés I'un de I'autre. Si y est 'un d’eux, alors
les deux seules bases orthonormées de E comportant x comme premier vecteur sont (x, y) et (x,—y). Comme :

det%(x>_Y) = _det%(x:.)’)

une et une seule d’entre elles est directe.
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Définition 63. — Soient 9B une base orthonormée de E, qui loriente, et X1, X, deux vecteurs non nuls de E. Soient y,

l'unique vecteur de E telle que 9, := (|| NIk yl) est une base orthonormée directe de E et y, Uunique vecteur de E telle
que By := (” Tk yz) est une base orthonormée directe de E. La matrice de passage Py _, 4 est orthogonale et positive,
donc il existe un reel 0 tel que :

_( cos(8) —sin(0) .. X,
Pg .3, —( @) o) ) [en particulier T, 1 = cos(0) ” ol +sm(9)y1] .

Ce nombre réel 0, unique modulo 27, est appelé mesure de Uangle orienté du couple de vecteurs (x;,x5) et on pose :

Gox)=0 [2n].

Exercice 64. — Lobjet de cet exercice est d’établir les principales propriétés de la notion de mesure d’angle orienté, définie
précédemment.

1. Soit x un vecteur non nul de E. Justifier que @ =0 [27r].
2. Soit x un vecteur non nul de E. Justifier que (x,—x)=m [27].

3. Soient x, y, 2z trois vecteurs non nuls de E. Démontrer que @ + (y,/;) = @ [27].

5. Réduction des isométries vectorielles

5.1. Existence d’une droite ou d’un plan stable

Théoreme 65. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n = 3 et u € £ (E). Alors il existe un sous-espace
vectoriel de dimension 1 ou 2 de E qui est stable par u.

Démonstration.
e Cas ot u posséde une valeur propre réelle. — Supposons que u posséde une valeur propre réelle A.
Si x est un vecteur propre de u, la droite vectorielle Vect (x) est stable par u.

e Cas oll u ne posséde aucune valeur propre réelle. — Supposons que u ne possede aucune valeur propre réelle et considérons
le polynéme minimal 7, de u.

— La décomposition de 7, en produit d’irréductibles unitaires dans R[X ] est donc de la forme :

r
T, = l_[(Xz +akX + bk)mk
k=1

ou (aq, by),-...,(a,, b,) sont des couples de réels distincts tels que af —4b, <0,..., af —4b,. <0etmy,...,m,
sont des entiers naturels non nuls.

— Nous démontrons que Ker (u2 +a,u+b; idE) # {0g} en raisonnant par 'absurde.
Supposons donc que Ker (u2 +a,u+ b, idE) ={0z}.
Comme E est de dimension finie, u? + a; u + b; id est un isomorphisme de E.
De:
s m . m . m,
m, W)= (P +ayu+byidg)" o (W +au+byidg) " o...0 (WP +a,utb,idg) =0y
nous déduisons :
. m . m,
(WP +ayu+byidg) ™ o...o(WPB+a,u+b,idg)" =0gp-
.
A 2 my . . .. I
Le polynome l_[ (X +aq. X+ bk) annule donc u, ce qui contredit la minimalité de r,,.
k=2
— Soit x un vecteur non nul de Ker (u2 +a,u+b, idE). Comme :

u(x) € Vect (x,u(x)) et u(u(x)) = u?(x) = —b; x —aj u(x) € Vect (x, u(x))

le sous-espace vectoriel Vect (x,u(x)) est stable par u.
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— Il nous reste a démontrer que la famille (x,u(x)) est libre, pour conclure a I'existence d’un sous-espace vectoriel de
dimension 2 de E, qui est stable par u.

Si la famille (x, u(x)) était liée, alors, comme x # O, il existerait A € R tel que u(x) = A x.
Le nombre réel A serait donc une valeur propre réelle de u, ce qui n’est pas.

Dans le théoréme 65, 'hypotheése « E est de dimension finie » est essentielle, comme l'illustre 'exercice suivant.
yp

Exercice 66. — Soit u 'endomorphisme de K[X ] défini par :

K[X] — K[X]
p —> XP.
Soit F un sous-espace vectoriel de K[X ]. Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) Le sous-espace vectoriel F est stable par u.
(b) 1l existe un polynéme A € K[X] tel que F = AK[X].

Il n’existe donc aucun sous-espace de K[X ] de dimension finie stable par u autre que {OK[X] }

5.2. Stabilité de I’orthogonal d’un sous-espace stable par une isométrie

Théoréme 67. — Soient (E,( -, - )) un espace euclidien de dimension n = 1, u € O(E) et F un sous-espace vectoriel de E
stable par u. Alors F* est stable par u.

5.3. Le théoréme de réduction des isométries d’un espace euclidien

Théoréeme 68. — (E,( -, - )) un espace euclidien de dimension n = 1, et u € O(E). Il existe :
(a) une base orthonormée % de E
(b) des nombres réels 04,...,0,

tels que :
R(6,) 0

Mat (1) = ) »

0 +1

cos(0) —sin(6)
sin(0) cos(0) )

o, pour tout 0 € R, R(0) := (
Démonstration. On démontre le résultat par récurrence forte sur n = 1, la dimension de I'espace euclidien ambiant.

— Initialisation a n = 1. Soit E un espace euclidien de dimension 1 et u une isométrie vectorielle de E. Si e; est un vecteur
unitaire de E, alors u(e;) € E = Vect(e;). Il existe donc un réel A tel que u(e;) = Ae;. Comme u est une isométrie,
nécessairement |A| = 1. Ainsi Mat, j(u) = (+1). Le résultat est démontré pour n = 1.

— Initialisation a n = 2. Soit E un plan euclidien et u une isométrie vectorielle de E.

. Siu est une isométrie directe du plan et 98 est une base orthonormée du plan E alors, d’apres le lemme 58, il existe
un réel O tel que :
Matg(u) =R(6) .

. Si u est une isométrie indirecte du plan alors, d’apres le lemme 59, il existe une base orthonormée % du plan E tel

que :
1 O
Mat (u) = (O _1) .

— Heérédité. Soit un entier n = 2 tel que le résultat soit établi pour tous les espaces euclidiens de dimension 1,2,...,n.
Soient E un espace euclidien de dimension n + 1 et u une isométrie vectorielle de E.

Nous avons établi le résultat pour n = 2.
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. D’apres le théoréme 65, il existe un sous-espace vectoriel F de E, qui est de dimension 1 ou 2 et stable par u.
L'endomorphisme uyp de 'espace vectoriel F est une isométrie vectorielle de F (équipé du produit scalaire induit par
celui de E). D’apreés I'initialisation a n = 1 et n = 2, il existe une base orthonormée % de F telle que :

Mat, (u;) € {(11), R(6), ((1) _01)} [avec 0 €R] .

. D’aprés le théoréme 67, le sous-espace vectoriel F* de E, qui est de dimension n ou n— 1, est stable par u. Lendo-
morphisme uy. de I'espace vectoriel F* est une isométrie vectorielle de F* (équipé du produit scalaire induit par
celui de E). D’aprés 'hypothese de récurrence, il existe une base orthonormée %;. de F* et des réels 6, ..., 0, tels
que :

R(6,) 0

R(6,
Mat%ﬂ (UFJ_) = ( ) +1

0 +1
1
Comme E =F & F*, labase % := %B;#RBy. de E est orthonormée. Comme :

Mat,, (ur) 0
Mat%(u)=( ‘%0 Matg, | (UFL))

quitte a permuter les vecteurs de la base orthonormée % de E, la matrice Mat(u) a la forme voulue.

5.4. Théoreme de réduction des matrices orthogonales

Corollaire 69. — Soit M € O,(R). Alors :

R(6,) 0

iP€0O,(R) 364,....,6,€R M=P R(6,) "

ott, pour tout @ € R, R(6) := (COS(Q) _Sin(e))‘

sin(0) cos(0)

Démonstration. On munit .4, ;(R) de son produit scalaire usuel et on note 98, la base canonique de .#, ;(R). Si u est 'endo-
morphisme de ./, ;(R) défini par :
'/”n,l(R) I n,l(R)

X — MX

alors Matg (u) = M € O,(R). Comme la base %, de ., ;(R) est orthonormée, 'endomorphisme u de .#, ; (R) est une isométrie
vectorielle. D’apres le théoréme 68, il existe une base orthonormée 98 de .#,,;(R) et des réels 6,,..., 0, tels que :

R(6,) 0

Mat,, (u) = R(6:) »

Par théoreme de changement de base :

-1
(*) M = Matﬂc (u) = P@C_)% Mat$ (u) (Pﬂc_’@) .
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Comme les bases %, et 98 sont orthonormeées, la matrice P := Py _, 4 est orthogonale. L'égalité (%) se réécrit donc :

R(6,) 0

R(6,)
+1

Exercice 70. — Soit A€ 0,(R).

1. Déterminer condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable sur R.
2. Démontrer que A est diagonalisable sur C.

3. Démontrer que les valeurs propres complexes de A sont de module 1.

6. Réduction d’une isométrie vectorielle directe d’un espace euclidien de dimension 3

6.1. Théoreme de réduction d’une isométrie vectorielle directe d’'un espace euclidien de dimension 3

Théoréme 71. — Soient (E,( -, - }) un espace euclidien de dimension 3 et u une isométrie vectorielle directe de E. Alors
il existe une base orthonormale (fy, f5, f3) de E et un nombre réel O tels que :

cos(f) —sin(6) O
sin(0) cos(8) O

(8) 0)_
R(6 0)_ ( ( 1

Mat g (u) = ( o 1

6.2. Interprétation géométrique d’une isométrie vectorielle directe d’'un espace euclidien de dimension 3

On consideére le contexte donné par le théoréme 71 et on donne une interprétation géométrique de u.

(1) L’axe de rotation Vect(f;), fixé par u. Le vecteur f; est un vecteur propre pour u, associé a la valeur propre 1. Nous en
déduisons Vect (f3) C E;(u), i.e. :

Y x € Vect(f3) u(x)=x.
Les vecteurs de la droite Vect(f3) sont fixés par 'isométrie vectorielle u.

(2) Le plan orthogonal a la droite Vect(f;) est Vect(fi, f,). Comme f;, f, sont orthogonaux a f5, f; € Vect( f3)l et f, €
Vect ( f3)L. Par minimalité d’un sous-espace vectoriel engendré Vect (f;, f,) C Vect( f3)L. Par dimensions finies égales :

Vect (f1, fo) = Vect (f3)* .

(3) Le plan Vect(f;, f,) est stable par u et ’endomorphisme induit sur ce plan est la rotation d’angle 6. La famille
orthonormale (f;, f,) est une base orthonormée du plan Vect(f;, f,), qui 'oriente. On sait que :

u(fy) =cos(0)f, +sin(0)f, € Vect (f1, fo) et u(fy) =—cos(0)f; +cos(6)f, € Vect(f, f2) -
On en déduit que le plan Vect(f;, f5) est stable par u De plus :

0) —sin(0
Mat(s, 1) () e 1)) = ((:j((e)) CZISIE(G))) = R(6)

Donc u) veef, f,) €St 1a rotation plane d’angle 6 du plan Vect (f3, f,) orienté par (f3, f5).

@) Lendomorphisme u est la rotation axiale d’axe Vect (f3) et d’angle 8, pour l'orientation du plan Vect ( f3)L fournie par
“ (f1, f2)-
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6.3. Une méthode pour étudier une isométrie vectorielle directe d’un espace euclidien de dimension 3

Soit u une isométrie directe d’un espace vectoriel euclidien (E, { - , - }) de dimension 3, que 'on suppose distincte de I'identité.
Pour déterminer ses éléments caractéristiques (i.e. I'axe et ’angle de la rotation), on peut procéder comme suit.

(1) Recherche d’un vecteur propre pour la valeur propre 1. On commence par déterminer un vecteur propre unitaire pour
la valeur propre 1, que I'on note f5. La droite Vect(f;) est 'axe de la rotation.

(2) Détermination d’une base orthonormée plan orthogonal a la droite Vect(f;). On détermine le plan orthogonal a la
droite Vect(f3), puis une base orthonormée (f;, f,) de ce plan.

(3) Calcul de l’angle de la rotation. Le sous-espace vectoriel Vect(f;, f,) = Vect( f3)L est stable par u (théoreme 67).
Lendomorphisme ujveqys, f,) de Vect(fi, f,) est une isométrie directe du plan Vect(f, f,) (équipé du produit scalaire
induit par { -, - )). Il existe donc un réel 6, unique modulo 27, tel que :

cos(0) —sin(6)
Maty, 1) (U vers, ) = (Sin(e) cos(0) ) :

(4) Conclusion. L'endomorphisme u est la rotation axiale d’axe Vect(f;) et d’angle 6, pour l'orientation du plan Vect ( )‘3)L
fournie par (fi, f2).

6.4. Une exemple d’étude d’une isométrie vectorielle directe d’un espace euclidien de dimension 3

Exercice 72. — On munit R® de sa structure euclidienne usuelle. Soit u 'endomorphisme de R3 tel que :

Matg (u) =

= O O
O O
O = O

Démontrer que u est une isométrie vectorielle directe de R3.
Déterminer un vecteur unitaire f; de I'axe de la rotation u.

Déterminer deux vecteurs f; et f, tels que (fi, f5) est une base orthonormée de Vect ( f3)L.

H W=

Le plan Vect(f;, f5) est orienté par la base (f;, f5). Quel est 'angle de la rotation u?

7. Endomorphismes autoadjoints d’un espace euclidien

Notation. — Dans cette partie, (E,( -, - )) désigne un espace euclidien de dimension n > 1.

7.1. Définition d’un endomorphisme autoadjoint

Définition 73. — Un endomorphisme u de E est dit autoadjoint (ou symétrique) si u = u*, i.e. si :

VO,y)€E?  (u(x),y)=(x,u(y)) .

Exercice 74.— On suppose ici que n = dim(E) = 3 et on fixe deux vecteurs a, b de E qui sont non colinéaires. On définit
I'endomorphisme u de E par :

E — E
“Ix — (x,aYb+{(x,b)a
Démontrer que u est un endomorphisme autoadjoint de E.
Déterminer Im (u), puis Ker (u).

Démontrer que u est diagonalisable.

H W=

Déterminer les éléments propres de u.

7.2. Stabilité de 'orthogonal d’un sous-espace stable par un endomorphisme autoadjoint

Proposition 75. — Soient u un endomorphisme autoadjoint de E et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors F*
est stable par u.
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7.3. Caractérisation des endomorphismes autoadjoints

Théoreme 76. — Soit u un endomorphisme de E. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. u est un endomorphisme autoadjoint.
2. Pour toute base orthonormée % de E, la matrice Mat 4 (u) est symétrique.

3. Il existe une base orthonormée % de E telle que la matrice Matg (1) est symétrique.

Exemple 77. — On munit R® de son produit scalaire usuel et on note %. = (e;, e,, ;) la base canonique de R®. Lendomor-
phisme :
R — R®
u (x,y,2) — (Bx—y+22,—x+5y—32,2x—3y—3%)

est un endomorphisme autoadjoint de R®. En effet, 9, est une base orthonormée de R3 et :

3 -1 2
Matgy (u)=|—-1 5 —3|€A([R)
2 -3 -1

7.4. Structure de ’ensemble des endomorphismes autoadjoints

Proposition 78. — [Lensemble & (E) des endomorphismes autoadjoints de E, défini par :
F(E)={ueZ(E) : u=u'}
n(n+1)

est un sous-espace vectoriel de ¥ (E), dont la dimension est

Démonstration. Soit % une base orthonormée de E. L'application :

Z(E) — M,(R)
Matg(-) u —  Matg(u)
est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. Donc :

F(E)=Matg4(- ) ((R)) [cf. théoréme 76]

est un sous-espace vectoriel de ¥ (E) et Matg( - ) induit un isomorphisme de &(E) sur &,(R). Ainsi dim (& (E)) égale

n(n+1
dim (#,(R)), que I'on sait valoir Q O
7.5. Caractérisation des projecteurs orthogonaux
Rappel 79. — Un projecteur p de E, i.e. un endomorphisme p de E tel que p? = p, est appelé projecteur orthogonal si :
Ker(p) LIm(p) .
Proposition 80. — Soit p un projecteur de E. Alors p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est un endomorphisme
autoadjoint.
7.6. Théoréme spectral pour les endomorphismes autoadjoints
Proposition 81. — Tout endomorphisme autoadjoint de E posséde une valeur propre réelle.
Démonstration. D’aprés le théoréme 65, il existe un sous-espace vectoriel F de E de dimension 1 ou 2, qui est stable par u.
e Cas otl F est de dimension 1. — Soit x un vecteur non nul de F. Comme F est stable par u, u(x) € F = Vect(x). Il existe

donc A € R tel que u(x) = A x. Le réel A est valeur propre de u.
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e Cas oll F est de dimension 2. — Notons uy I'endomorphisme de F induit par u. Nous savons que :
JQER[X] x,=Qyy, -

Remarquons que, si 'on munit F du produit scalaire induit par celui de E, alors 'endomorphisme u de F est autoadjoint.
Si %y est une base orthonormée de F, nous en déduisons que :

3(a,b,c) €R® Matg (up) = (g c) [matrice symétrique a coefficients réels] .
Par suite :
Yo, =X*—(a+ )X +ac—b>.
Comme :

A(x,,)=(a—b)3+4b*>0

le polyn6éme y, possede une racine réelle A. Alors :

2(M)= Q) 1,(M)=0.
~——

=0

Théoreme 82. — Soit u un endomorphisme de E. Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
1. Lendomorphisme u est autoadjoint.

2. Il existe une base orthonormée 3 de E et des réels A4,..., A, tels que Matz(u) = diag(A4,...,A,).
1
3. E est somme orthogonale des sous-espaces propres de u, i.e. E = @ E; (w).
AeSpec(u)

Démonstration.
e Limplication (1) = (2). — Nous démontrons par récurrence sur n € N* que :

#(n) : «DPour tout espace euclidien E de dimension n, pour tout endomorphisme autoadjoint u
de E, il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour u. »

— Initialisation. Soit E un espace euclidien de dimension 1 et u un endomorphisme (nécessairement) autoadjoint de
E. Si e; est un vecteur unitaire de E, alors u(e;) € E = Vect(e;), donc e; est un vecteur propre pour u. La propriété
P (1) est établie.

— Hérédité. Soit n € N* tel que Z(n) soit vraie. Soient E un espace euclidien de dimension n+1 et u un endomorphisme
autoadjoint de E. D’apres la proposition 81, u posséde une valeur propre (réelle) A. Soit e; un vecteur propre
unitaire de u associé a la valeur propre A. Le sous-espace vectoriel Vect (e;) est stable par u. Donc le sous-espace
vectoriel Vect (el)l est également stable par u (cf. proposition 75). Lendomorphisme Uniect(e, ) de I'espace vectoriel

Vect (el)l, muni du produit scalaire induit par celui de E, est autoadjoint. Comme dim (Vect (el)l) = n, ’hypotheése
de récurrence nous livre une base orthonormée (e,, ..., e, ) de Vect (e,)* formée de vecteurs propres pour Unece(e,)->

L
donc pour u. Comme E = Vect(e;) ® Vect(e;)", la famille 8 := (ey,e,,...,e,,1) est une base orthonormée de E.
Par construction, chacun des vecteurs de 9 est un vecteur propre pour u. La propriété & (n + 1) est démontrée.

e Limplication (2) = (3). — Supposons qu'’il existe B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E formée de vecteurs
propres pour u. Posons, pour tout A € Spec(u) :

L:={i€[1,n] : ¢, €E;(w)} .

Nous observons que la famille (I);cspec(y) €St une partition de 'ensemble [1,n], i.e. :

[Lnl= || L.
AeSpec(u)

Comme, pour tout A € Spec(u) :
Vect ((ei)l-ell) C E;(u) [par définition de 'ensemble I, ]
il vient :

card (I,) = dim (Vect ((ei)iell)) < dim (E; (w)) .
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Or les sous-espaces propres de u sont en somme directe. Ainsi :

n= > cad)< Y. dim(EA(u))zdim( P EA(u))<dim(E)=n.

A€Spec(u) AeSpec(u) AeSpec(u)
Nous en déduisons que, pour tout A € Spec(u) :
card (I;) = dim (Vect ((ei)iell)) =dim (E, (u))
puis :
VeCt((ei)ieIl) =E(u).

Par théoréme de scission de base :

E= @ Vect((e,-)iell): @ E;(u).

AeSpec(u) A€Spec(u)
Soient A et u deux valeurs propres distinctes de u. Comme les vecteurs ey,...,e, sont deux a deux orthogonaux et
IA N I,U = @ N
V@, j)el, xI, (ei,ej>=0.
Nous en déduisons que :

Ey () = Vect ((e;)ier, ) L Veet ((e))er, ) = Eu(u).

e Limplication (3) = (1). — Supposons (3). Notons A; < ... < A, les valeurs propres de u, ordonnées. Alors (3) se
reformule en :

<

E= Eli (u) .
i=1

Choisissons, pour tout i € [1,], une base orthonormée %; de E, (u). D’aprés (3) :
B = B#.. HB,

est une base orthonormée de E. Comme % est formée de vecteurs propres pour u, Matg(u) est diagonale et, a fortiori,
symétrique. Nous en déduisons que u = u*.

O

7.7. Théoréme spectral pour les matrices symétriques a coefficients réels

Corollaire 83. — Soit M € #,(R). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. La matrice M est symétrique.

2. M est orthogonalement semblable a une matrice diagonale, i.e. :

3P€0,(R) 3IA,Ay,...,A,€R  M=P diag(A,...,A,) PT.

Q) | D’apreés le théoréme 83, toute matrice symétrique a coefficients réels est diagonalisable.

Le fait que les coefficients de la matrice soient réels est fondamental dans le théoréme 83. Par exemple, la matrice :

2 wie( G )

est symétrique, mais n’est pas diagonalisable. Si elle 'était, comme son polynéme caractéristique est X2, son polynéme
minimal serait X. Aussi la matrice M serait-elle nulle.

Démonstration.

e (1) = (2). On munit .#,,(R) de son produit scalaire usuel et on note 9, la base canonique de .#, ;(R). Supposons
M € Z,(R) et introduisons I'endomorphisme u de ., ;(R) défini par :

'//tn,l(R) I n,l(R)
X — MX
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alors Matg (u) = M € &, (R). Comme la base %, de ./, ;(R) est orthonormée, 'endomorphisme u de .#,;(R) est
autoadjoint. D’aprés le théoreme 82, il existe une base orthonormée 2 de .#, 1(R) et des réels A,,..., A4, tels que :

Mat g (1) = P diag(A,,...,A,) P' .
Par théoréme de changement de base :
() M=Maty () =Py _ 5 Maty @) (Pp_s) -
Comme les bases 98, et 98 sont orthonormées, la matrice P := Py _, 4 est orthogonale. L'égalité (x) se réécrit donc :
M =P diag(24,...,A,) P".
e (2) = (1). Supposons qu’il existe P € O,(R) et des nombres réels A, A,,..., A, tels que :
M =P diag(A4,...,A,) P".

Nous calculons : .
M'=(P") diag(hy,...,A,)" PT =P diag(A,,...,A,) P =M.

La matrice M est donc symétrique.

O
7 2 =2
Exercice 84. — Etudier la réduction de la matrice A := = 2 4 -1 |e s R).
-2 -1 4
Exercice 85. — Soit A € &,(R). Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une matrice B € &,(R) telle que

B2 =A.

Exercice 86. — Soit M € %,(R). On suppose qu’il existe k € N* tel que M* = I,. Démontrer que M? =1,.

8. Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif

Notation. — Dans cette partie, (E,( -, - }) désigne un espace euclidien de dimension n = 1.

8.1. Définition d’un endomorphisme autoadjoint positif, défini positif

Définition 87. — Soit u un endomorphisme autoadjoint de E.

1. On dit que u est positif si :
Vx€E (u(x), x)=0.

2. On dit que u est défini positif si
Vxe€E\{0g} (u(x), x)>0.
Notation. — Lensemble des endomorphismes autoadjoints positifs est noté & *(E), i.e. :
S HE):={ue F(E) : u est positif}
et ’ensemble des endomorphismes autoadjoints définis positifs est noté #1*(E), i.e. :
STHE) :={ue F(E) : u est défini positif} .
8.2. Caractérisation spectrale d’un endomorphisme positif, défini positif
Théoreme 88. — Soit u un endomorphisme autoadjoint de E.

1. ue ¥7(E) < Spec(u) CR,
2. ue S**(E) & Spec(u) CR}
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Exercice 89. — Soit u € & *(E). On souhaite démontrer qu'il existe un unique v € &*(E) tel que v> = u.
L
1. Justifier que E = @ E; (w).
A€Spec(u)

2. Supposons qu'il existe v € #*(E) tel que v? = u et considérons une valeur propre A de u.
(a) Démontrer que v stabilise Ej ).
(b) Justifier que l'endomorphisme vy, = induit par v sur Ej,) est diagonalisable.
(c) Démontrer que Vg, st une homothétie de E,, , dont on précisera le rapport.

3. Déduire de la question 2 qu’il existe au plus un endomorphisme v € &*(E) tel que v? = u et donner la matrice de v dans
une base orthonormée de E adaptée a la décomposition énoncée a la question 1.

4. Démontrer que 'unique candidat v, pour étre solution de notre probléme, convient, i.e. que v € ¥ (E) et vZ = u.
8.3. Définition d’une matrice symétrique positive, définie positive
Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Définition 90. — Soit M € ¥,(R).

1. On dit que A est positive si :
VXe€M,(R) X MX>0.

2. On dit que A est définie positive si :

VX et (R\{0, w} X MX>0.

Notation. — Lensemble des matrices de #,(R) qui sont positives est noté &*(R), i.e. :
SFR) :={A€ S(R) : Aest positive}
et ’'ensemble des matrices de .#,(R) qui sont définies positives est noté xl++(R), ie.:

STHR) :={A€ 4 (R) : Aest définie positive} .

Exercice 91. — Soit A= (ai’j)1<ij<n € #F(R). On pose M := max{ai,i ciel, n]]}. Démontrer que :

V@i, ) elln]® |a;| <M.
8.4. Endomorphismes autoadjoints positifs, déf. positifs vs. matrices symétriques positives, déf. positives
Théoreme 92. — Soient 9B une base orthonormée de E et u un endomorphisme autoadjoint de E.

1. ue ¥7(E) < Matgz(u) € & (R)
2. ue S(E) < Matgy(u) € & (R)

Démonstration. Nous ne démontrons que I'assertion 1.

e Un calcul clé. — Soient x4, ..., x,, des réels. Posons :
n X1
x=le- e, €E et X= : = Matg(x) € 4, 1(R).
i=1 X,

Comme la base $ est orthonormée et la matrice Mat(u) est symétrique :
(u(x), x) = Matg(u(x))" x Matz(x) = (Matz(u) x Mat z(x))" xX =X x Matg(u)" xX =X x Matg(u) x X .

Ainsi :
(%) (u(x), x)=XT x Matgz(u) x X .
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e Limplication directe. — Supposons 'endomorphisme autoadjoint u positif. Comme 98 est une base orthonormée de E,
nous savons que Matg,(u) est une matrice symétrique. Soit X = : € My(R) et x = le- e; € E, de sorte que
x i=1
n

X =Matg(x). D’apres (x) :
XT x Matg(u) x X = (u(x), x)>0.

La matrice Mat g (u) est donc symétrique positive.

e Limplication réciproque. — Supposons la matrice Mat 4 (u) symétrique positive. Soit x € E. Posons, pour tout i € [1,n],
n X1
x;={x,e; ). Alors x = in e; etX = : = Matg(x) € 4,1 (R). D’apres (*) :
i=1
x

(u(x), x)=XT xMatgz(u)xX >0.

L'endomorphisme u est dont autoadjoint positif.
8.5. Caractérisation spectrale des matrices symétriques positives, définies positives
Théoreme 93. — Soit A € ,(R).
1. A€ #*(R) <= Spec(4) CR,

2. A€ SF(R) < Spec(A) CR*

Démonstration. Bien que le résultat soit une conséquence directe des théorémes 88 et 92, nous allons donner une preuve
indépendante de I’assertion 1, dont les ingrédients pourront étre utiles pour résoudre des exercices sur ce théme.

e Rappel sur le produit scalaire usuel sur .4, 1(R) et la norme associée. — Le produit scalaire sur ., ;(R) est défini par :
X1 Y1 n
VX=| ! |€s®R) VY=| 1 |€s,(R) (X,Y):=X xV=) x.
Xp Yn i=1
La norme associée || - || sur .4, ;(R) vérifie :
X .
vx=| i |esu® IXIP=XTxx=Dx2.
X i=1
n

e Limplication directe. — Supposons que A € .*(R). Considérons une valeur propre A de Aet X € .#,;(R)\ {0 /ﬂm(R)}

associé. De :
0<SX T xAxX=X"x(AX)=A(X"xX)=2A[X|?

on déduit, en divisant membre & membre par || X ||> > 0, que A > 0.

e Limplication réciproque. — Supposons Spec(A) C R,. D’apres le théoréme spectral :
3P€0O,(R) 3IAy,...,A,€R A=P xdiag(A,...,A,)xP".
Les scalaires A4,..., A, étant les valeurs propres de A, il sont tous positifs ou nuls. Soit X € .#,, ;(R). Nous calculons :
XTxAxX=X"xPxdiag(A,,...,A,)xPT xX = (PT ><X)T x diag(Ay,...,A,) x PT x X .

1
Enposant PT xX =Y = ! | €.#,,(R),ilvient:

Yn

n
XTxAxX =YT xdiag(Ay,...,A) XY = > A, y2>0.
i=1
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tr (A
Exercice 94. — SoitA€ 7, *(R). Démontrer que %/det(A) < ( ).
n

Exercice 95. — Soit A € #,(R). Démontrer qu'’il existe P € O, (R) et des réels positifs ou nuls A4,..., A, tels que :

ATA=P diag(A,,...,4,) PT.
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