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1. Introduction

1.1. Les applications étudiées en MP2I, d’un ouvert de R vers R

En MP2I, les fonctions :
Q — R
x — f(x)

f

ou f est un (intervalle) ouvert de R ont été intensément étudiées.

Pour de telles fonctions, un calcul différentiel a été développé, livrant des résultats sur les extrema locaux, e.g. :

¢ une condition nécessaire pour qu'une fonction atteigne un extremum local en un point (calcul différentiel a
Pordre 1, cf. théoréme 1) ;

e une condition suffisante pour qu'une fonction atteigne un extremum local en un point (calcul différentiel a
lordre 2, cf. théoréme 3).

Théoreme 1. — Si la fonction f est dérivable sur S et si a est un point de Q en lequel f atteint un extremum
local, alors f'(a) = 0.

Démonstration. Supposons, sans perte de généralité, que f atteigne un minimum local au point a. Alors :

e pour tout x € 2N Ja,+oo[, JM > 0 et donc f'(a) = f4(a) = lim M =0;
_ x—a x>a o x—q
#0 x>a
e pour tout x € QN ]—o00,q[, JM < 0 et donc f'(a) = fg(a) = lim JM <0.
—_——— xX—a x>a  x—a
#@ x<a
De 0 < f’(a) < 0, nous déduisons f’'(a) = 0. O
Remarque 2. — Lhypothése f’(a) = 0 se traduit géo- y
métriquemement par la présence d’'une asymptote ho-
rizontale a la courbe €, au point de coordonnées Cracd

(a, f(a)).

La condition nécessaire « f'(a) = 0 » pour que la fonc-
tion f atteigne un extremum local en a n’est pas suffi-
sante, comme nous 'apprend la fonction « élévation au
cube », qui posséde une tangente horizontale au point
d’abscisse 0, sans pour autant atteindre un extremum
local en ce point.

Théoreme 3. — Si la fonction f est de classe €2 sur Q et si a est un point de § tel que f’(a) =0 et f”(a) > 0,
alors la fonction f atteint un minimum local strict au point a.

Démonstration. La fonction f est de classe 62 sur  donc, d’aprés la formule de Taylor-Young :

fe) = fla+f(a)(x—a)+ fT(a) (x—a)*+o((x—a)?).
Comme f’(a) = 0, nous en déduisons :
@ ~ D —ay.
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f"(@)

Puisque la fonction x — >——= (x —a)? est strictement positive en dehors du point a, nous en déduisons que la

fonction x — f(x)— f(a) est strictement positive sur un voisinage épointé de a, i.e. que la fonction f atteint un
minimum local strict au point a.
O

Remarque 4. — Lhypothése f’(a) = 0 se traduit géo-
métriquemement par la présence d’'une asymptote ho-
rizontale a la courbe %, au point de coordonnées

(a, f(a)).

La fonction f étant de classe 62 et vérifiant f”/(a) > 0,
la fonction f” est strictement positive sur un voisinage f (ff)f ~
de a. Géométriquement, cela nous livre la convexité de

f sur un voisinage de a.

()
(e

QF-----

Ces considérations géométriques rendent naturelles Q

I’énoncé du théoréme 3.

1.2. Les fonctions vectorielles : une variable a la source, plusieurs variables au but
Pour des fonctions :

Q — R?

t — (fi(6),..., f(8)

ou Q2 est un (intervalle) ouvert de R, et fi,..., fp sont des fonctions définies sur Q a valeurs dans R, nous avons
développé un calcul différentiel a tout ordre, mais aussi un calcul intégral.

f

Des résultats puissants ont été établis, e.g. :

e le théoreme fondamental de I'analyse (existence d’une primitive pour toute fonction vectorielle continue sur
un intervalle, exprimée sous forme intégrale) ;

I'inégalité des accroissements finis (IAF) ;

la formule de Taylor avec reste intégrale ;

l'inégalité de Taylor-Lagrange (généralisant I'IAF) ;

la formule de Taylor-Young.

Nous en verrons des applications plus tard, par exemple dans le chapitre sur les équations différentielles linéaires.
1.3. Les applications objets de ’étude, d’un ouvert de R" vers d’un ouvert de R?
Dans ce chapitre, nous étudions des applications :

Q — F
x — f(x)

f

ol 0 est un ouvert d’'un K-espace vectoriel de dimension finie E et F est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Souvent, nous considérerons plus particulierement des applications :

Q — R?
(xX1,--05xn) > (f1lxg, 5 x0)s s fp (0,55 X))

ol n, p sont des entiers naturels non nuls,  est un ouvert de R" et f;,..., fp sont des fonctions définies sur Q a
valeurs dans R.

f

C’est pour de telles fonctions que nous nous proposons de construire un calcul différentiel a tout ordre, a ’aide des
notions/outils suivants :

e dérivée selon un vecteur;
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o dérivée partielle;

e application différentiable en un point;

o différentielle en un point d’'une application différentiable en ce point;

e expression matricielle de la différentielle en un point (matrice Jacobienne) ;
e formulaire de calcul différentiel a 'ordre 1;

e applications de classe €' ;

e formule d’intégration le long d’un arc pour les applications de classe €' ;

e applications de classe € k otk eN* U {co};

e une formule de calcul différentiel a 'ordre 2 (théoréme de Schwarz) ;

e vecteur tangent a une partie d'un espace vectoriel de dimension finie;

e optimisation au premier ordre (généralisation de la condition nécessaire pour qu'une fonction atteigne un
extremum local en un point énoncée dans le théoréme 1) ;

e optimisation au second ordre, cf. généralisation de la condition suffisante pour qu'une fonction atteigne un
extremum local en un point énoncée dans le théoreme 3).

Nous apprendrons a résoudre des équations aux dérivées partielles « simples » (e.g. équation des cordes vibrantes
ou équation de d’Alembert).

Nous porterons également notre attention sur les extrema locaux des fonctions :

Q — R
(Xlﬁ'-':xn) i f(X]_,...,Xn)

f

ol n, est un entier naturel non nul et Q est un ouvert de R". Cette problématique posséde une interprétation géo-
métrique naturelle, que nous présentons ci-dessous en nous restreignant au cas ot n = 2.

Définition 5. — Soit Q un ouvert de R? et une fonction f : & —— R. On appelle graphe de la fonction f la
partie T' de R® définie par
Ii={0y,f(x,y)) : (x,y) €0}

i.e. ' est 'ensemble des points de Uespace de composantes (x, y, f (x, y)) obtenus en faisant varier (x, y) dans .

Exemple 6. — Ci-dessous nous représentons un point du graphe/de la nappe/de la surface I' de la fonction :
Q:=]0,5[ x]0,5[ — R
(x,y) — sin(g(x—4)) sin(g(y—4))+3

sous divers angles de vues.

Z
Z(XOJyO’f(XO’yO)) TTe. L
(x0;y0;f(x0;y0)) AN

/
Z, 0 / . !
X 7 Z
X 7/
,
s

X v
> 7 R
L B =
N O

= o v
1» 1
ZY ‘ @
[7 y s N
LIpA LI |
L Yo
1 Y
| P >
| .7
X ;“\~;\‘;\‘///
Q (X 0> .y 0> 0)
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B2

(XO’ yO’f(xO’ .yO)) T

Etudier les extrema locaux de la fonction f revient a étudier les creux et les bosses du graphe/de la nappe/de la
surface I' (en bleu/blanc/violet) représentant la fonction f.

Exemple 7. — Pour achever cette introduction, nous esquissons quatre autres graphes/nappes/surfaces de fonctions
de deux variables a valeurs réelles.

(x—1 +1°

Graphe I'de f: (x,y) — 2 Graphe I' de f: (x,y) — xy

3 2

Graphe I de f: (x,y) — sin(xy) Graphe T'de f: (x,y) — é - % +sin(xy)
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2. Rappels sur la continuité

2.1. Définition de la continuité d’une fonction en un point

Définition 8. — Soient (E, Ng), (F, Ny) deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie, A une partie de E,
f: A—— F une application et a un point de A. La fonction f est dite continue au point a si :

f)— f(a)

ie. Si:
Ve>0 Ja>0 Vx€A Ng(x—a)<a = Np(f(x)—f(a))<e.

Remarque 9. — Toutes les normes sur un R-espace vectoriel normé sont équivalentes. Aussi la définition 8 est-elle
indépendante de la norme Ny placée sur E et de la norme N placée sur F.

2.2. Critere séquentiel de continuité en un point

Proposition 10. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, A une partie de E, f : A—— F une
application et a un point de A. Alors, la fonction f est continue au point a si et seulement si :

E F
V(a)en €AY a, Pavwgd = f(an)m’f(a)-

La précédente proposition nous fournit un moyen commode pour établir la discontinuité de la fonction f
» au point a, en exhibant une suite (a,),cy € AN telle que :

la suite (a,),cn converge vers a et la suite (f (a,)),en Ne converge pas vers f(a).

2.3. Sélection d’exercices sur la continuité

Exercice 11. — La fonction f définie par :
R — R
2
Xy :
ey — | mrye SE@N#00

0 si (x,y)=1(0,0)

est-elle continue en (0,0)?

Exercice 12. — La fonction f définie par :
R? — R
Xy .
— si(x, 0,0
f (ty) — X212 (x,y) #(0,0)
0 si (x,y)=1(0,0)
est-elle continue en (0,0)?
Exercice 13. — La fonction f définie par :
RZ — R
2 y2
f x,y) — xy—X2+y2 si (x,y) # (0,0)

0 si (x,y)=1(0,0)

est-elle continue en (0,0)?
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Exercice 14. — Soit la fonction f définie par :
RZ — R
S sy (r-x?)
—— si —Xx 0
f xy) — | yo—xp YV #
0 siy(y—xz)zo.

1. Démontrer que la restriction de la fonction f a chacune des droites passant par 'origine est continue en 0, i.e.
que, pour tout 6 € [0, 27t[, 'application :

R — R

86 | ¢ s f(tcos(0),¢ sin(6))

est continue est continue en 0.
2. Démontrer que la fonction f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 15. — Démontrer que la fonction :
RZ — R
f (x,y) —> x* six?<y
>y y2 si X2 > y

est continue sur R?.

3. Dérivée selon un vecteur et dérivées partielles

3.1. Définition d’une dérivée selon un vecteur ou dérivée directionnelle

Notation. — Soient :
e E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie ;
e Q une partie ouverte de E ;
e f:Q —— F une application;
e a un point de Q;
e h un vecteur non nul de E.

Lemme 16. — La fonction de la variable réelle :
Pah: t— fla+t-h)
est définie sur un ouvert de R qui contient Og.

Ilustration du domaine de définition de la fonction ¢, j.
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Définition 17. — On dit que f est dérivable en a suivant le vecteur h si la fonction de la variable réelle :
Yan:t— fla+t-h) [fonction de la variable réelle définie sur un voisinage de Og]

est dérivable en 0, i.e. si le taux d’accroissement :

fla+t-h)—f(a)

t

posséde une limite dans F lorsque t tend vers Og. Si tel est le cas, alors on pose :

Dy F(@) =l f(a+t-f)—f(a) r

1
=

Ce vecteur de F est appelé vecteur dérivé de f en a selon le vecteur h.

Mlustration d’une dérivée en un point suivant un vecteur non nul [ Geogebra |

Exercice 18. — Soient 'application

RZ — R

X3yt
T . 5 i ) 050

0 si (x,y)=1(0,0)

f

et h = (hy, hy) un vecteur non nul de R?. Démontrer que f admet une dérivée en (0, 0) selon le vecteur h et calculer
Dy, f(0,0).

Exercice 19. — Soit I'application :

RZ — R

x5

(y —x2)2+ x4

f si (x,y) # (0,0)
(xy) —

0 si (x,y)=1(0,0)
Démontrer que f admet une dérivée en (0, 0) selon tout vecteur non nul.

@ Admettre des dérivées en un point a suivant tout vecteur h non nul n’implique pas la continuité au point
a, comme l'illustre 'exercice suivant.
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Exercice 20. — Soit I'application :

R? — R
2
f Y six#0
(x,y) — X
0 six=0.

Démontrer que f admet une dérivée selon le vecteur tout vecteur non nul en (0, 0) et que la fonction f est discontinue
en (0,0).

3.2. Dérivées partielles

Définition 21. — Soient (eq,...,e,) la base canonique de R", 2 une partie ouverte de R", (ay, ..., a,) un point
de Q, F un R-espace vectoriel de dimension finie,

Q = F
(Xlﬁ'-':xn) = f(xl:'--:xn)

f

une application dérivable en a suivant tous les vecteurs ey, ..., e,. Pour tout i € [1,n], on définit la i-éme dérivée

e,
partielle de f en a, notée 0;f (ay,...,a,) ou —f(al,...,an), par:

axi
of
——Epc00p@)) = D fl@0 000 @)
axi
— T f(alf""ai—l,ai + t’ai+1:"':an)_f(a1:---’ai—l’ai:ai+1:"'5an) cF
2 o : o

Fixonsi € [1,n].

(a) La dérivée partielle —f(al, ...,a,) existe si et seulement si la fonction de la variable réelle :
X

flag,..., a1, ®,Qi41,---,0,): X;— fag,...,q_1,X;,Qi41,---,0qp)
-
Q est dérivable en a;.

0
(b) Sila dérivée partielle a—f(al, ...,Q,) existe, alors :
Xi

0
a—f(al, e @y) = flag, ..., a1, ®,0i41,.--,0,) (a;) .
X

Exercice 22. — Lapplication f définie par :
RZ — R
Il ey — 2 exy+y?
Démontrer que f posséde des dérivées partielles en tout point a = (a;,a,) € R? et les calculer.

En pratique, lorsque I'on dispose d’une expression de f définie sur un ouvert de R", la i-eme dérivée partielle
!w se calcule en dérivant I'expression par rapport a la i-eme variable, les autres variables étant considérées

comme des constantes, pour tout i € [1,n].
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3.3. Fonction de R? dans R admettant des dérivées partielles continues en tout point de R?

Proposition 23. — Soient (a, b) € R? et f : RZ —— R une fonction telle que :
(H1) la fonction f admet des dérivées partielles suivant la premiére et la deuxiéme variable en tout point de R?;
(H2) les fonctions

2 2

— G,
Ix | (x,y) — z—{c(x,y) Ay [y — %(X:J’)

sont continues sur R? .
Alors :

a+hy b+h,

(u,b+h2)du+f —(a,v)dv
b dy

af

ax

Y (hy,h,) € R? f(a+h1,b+h2)—f(a,b)=f

a

v
expression intégrale mettant en jeu les dérivées partielles

Démonstration. Notons (e, e;) la base canonique de R2. Iidentité a établir est conséquence des propriétés (a), (b)
et (c) ci-dessous.

(a) Nous observons que :

fla+hy,b+hy)—f(a,b)=f(a+h;,b+hy))—f(a,b+hy) + f(a,b+hy)—f(a,b)

accroissement suivant 1% variable accroissement suivant 2¢me variable

(b) Considérons la fonction :
R — R

Yy — f(a,v).

Soit v € R. Comme f admet une dérivée partielle par rapport a la deuxiéme variable en (a,v) (cf. (H1)) :

e(v+t)—p(v) _ fla,v+t)—fla,v)
t N t t—0

of
D = = .
X e, f(a,V) 6,y(a,V)
La fonction ¢ est donc dérivable sur R et :
G,
VveR ¢'(v)= —f(a,v) .
dy

D’apres (H2), la fonction ¢’ est continue. D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse :

b+h, b+h,

)
go’(v)dv:J —f(a,v)dv.
b

f(a,b+hz)—f(a,b)=<P(b+hz)—¢(b)=J 3y

b

(c) De maniére analogue a (b), en considérant la fonction :

R — R

¥ u — f(u,b+hy)

on démontre que :
a+h,

af

—(u,b+hy)du.
dx

f(a +h1, b +h2)—f(a, b +h2) = f

a
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4, Différentielle

4.1. Définition d’'une application différentiable en un point

Définition 24. — Soient (E, Ng), (F, Nr) des R-espaces vectoriels normés de dimension finie, ¥* un voisinage de
0g privé de O (voisinage épointé) et une application f : ¥* —— F. On écrit :
h) = o(h
F) = o)
si:
f(h) F

—_——
NE(h) h—0g

ou de maniére équivalente si :

GO GIORNE
Ng(h) i (NE(h)) h—0g

Définition 25. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q2 une partie ouvertede E, f : Q ——
F une application et a un point de Q. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire
(nécessairement continue) L € £ (E, F) telle que :

fla+h) v f(a)+ L(h)+o(h) [développement limité a Uordre 1]
—Ug

i.e. telle que :
fla+h)—f(a)—L(h) F
Ng(h) h—0g

O .

Remarque 26. — Comme 2 est un ouvert de E et comme a € (2, il existe r, > 0 tel que Bz(a,r,) C Q. On en déduit
que le vecteur f(a + h) de F est bien défini, pour tout h € B;(0g, r4), donc sur un voisinage de 0.

Lapplication L € £ (E, F) peut étre vue comme l'application linéaire de E dans F qui approxime au mieux

I'application
Q h— f(a+h)—f(a)
au voisinage de Og.
Exercice 27. — Soit n 2 2 un nombre entier. On munit .#,(R) d'une norme sous-multiplicative, par exemple de la
norme || - || définie par :

VM € 4,(R) ||M||;=max{2|[M]iJ| :je[[l,n]]} .

i=1

Démontrer que I'application :
f My(R) —>  M,(R)
A — A

est différentiable en tout point A de .#,(R).
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4.2. Différentiabilité en un point via les applications composantes

Proposition 28. — On note (ey,...,e,) la base canonique de R et (e’l‘,...,e;‘;) sa base duale. Soient E un
R-espace vectoriel de dimension finie, ) une partie ouverte de E,

Q — RP
p . =
e = (ACD o) = Y A0 [Viell,pl, fi=€iof]
i=1

une application et a un point de <.

(a) Si f est différentiable en q, i.e. s’il existe une application linéaire L € ¥ (E,RP) telle que :

fla+h) " f(a)+ L(h)+o(h) [développement limité a Uordre 1]
—Ug

alors les applications fi, ..., f, sont différentiables en a et, pour tout i € [1,p] :

fila+h) o fi(a) + e o L(h) +o(h) [développement limité a Uordre 1] .
—Vg

(b) Si, pour tout i € [1,p], Uapplication f; est différentiable en a, i.e. s’il existe une application linéaire
L; € ¥4 (E,R) telle que :

fila+h) o fi(a)+ L;(h) +o(h) [développement limité a Uordre 1]

—0p
alors Uapplication f est différentiable en a et :

fla+h) v fla)+ (Ll(h), . (h)) +o(h) [développement limité a Uordre 1] .
—Yg

Exercice 29. — Soit la fonction :

Rx ]0,+oo[ —> R?
1wy — [ 22m), ey
~——

~—~—
fl(x’y) fz(x:}’)
et (a,b) € Rx ]0,+o0[.

1. Démontrer qu’il existe une application linéaire L; € & (RZ, R) telle que :

fila+hy,b+hy) f1(a, b) + Ly(hy, hy) +0(|| (hy,h3) ||1) .

(h1,h2)(0,0)
2. Démontrer qu’il existe une application linéaire L, € & (Rz, R) telle que :

fola+hy,b+hy) fola,b) + Ly(hy, hy) + 0(|| (hy,h3) ||1) .

(h1,h2)—(0,0)
3. En déduire qu'il existe L € & (RZ,RZ) telle que :

fla+hy,b+hy) f(a,b)+ L(hy, hy) +o (Il (A1, ko) 11;) -

(h1,h2)—(0,0)
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4.3. La différentiabilité en a entraine la continuité en a

Proposition 30. — Soient E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q2 une partie ouverte de E,
f: Q@ —— F une application et a un point de Q. Si Uapplication f est différentiable en a, alors elle est continue
en a.

Une application continue en a n’est pas nécessairement différentiable en a. En effet, I'application :

R — R
x — x|

f

est continue en 0, mais n’est pas différentiable en 0. Démontrons le en raisonnant par 'absurde, en suppo-
sant que f est différentiable en 0, i.e. en supposant qu’il existe une application linéaire L € < (R,R) telle

que :
@ |h| = f(h) o f(0)+ L(h)+o(h) o L(h)+o(h) o hL(1)+o(h) .

—

Si h € R*, on obtient, en divisant chaque membre par h :

Il _
P L(1)+o(1) .

Quand h tend vers 0%, il vient L(1) = 1 et, quand h tend vers 07, il vient L(1) = —1. Contradiction.

4.4. Une application différentiable en a admet des dérivées en a dans toutes les directions

Proposition 31. — Soient E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q2 une partie ouverte de E,
f: Q —— F une application, a un point de Q2 et h un vecteur non nul de E. Supposons Uapplication f dif-
férentiable au point a, i.e. qu’il existe une application linéaire L € ¥ (E, F) telle que :

fla+h) o fla)+L(h)+o(h) .

Alors Uapplication f admet une dérivée en a, suivant la direction h, et :

Dy f(a) = L(h).

@ ‘ Admettre des dérivées directionnelles en a n’entraine pas la différentiabilité en a, comme l'illustre 'exercice
suivant.

Exercice 32. — Soit I'application :

RZ — R

x5

(y —x2)2+ x4

f si (x,y)#(0,0)
(x,y) —

0 si(x,y)=1(0,0).

Démontrer que la fonction f admet des dérivées directionnelles en (0, 0), dans toutes les directions, mais n’est pas
différentiable en (0, 0).
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4.5. Différentielle en a d’une application différentiable en a

Définition 33. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q une partie ouvertede E, f : Q —— F
une application et a un point de 2. Supposons Uapplication f différentiable au point a, i.e. qu’il existe une
application linéaire L € ¥ (E, F) telle que :

fla+h) = fla)+L(h)+o(h). €8]

Alors
(a) Lapplication linéaire L vérifiant (1) est unique.
(b) Lapplication linéaire L est appelée différentielle de f en a et est notée df (a).

(c) La différentielle de f en a est l'unique application linéaire de E dans F telle que :

fla+h) " fla)+df(a)-h+o(h).

(d) Pour tout h € E \ {0}, Uapplication f est dérivable en a suivant le vecteur h et :

Dy f(a)=df(a)-h.

Exemple 34. — Les résultats établis pour la fonction :

‘/ﬂn(R) —  M,(R)

dans I'exercire 27 s’interprétent comme suit. L'application f est différentiable en tout point A € .#,(R) et la diffé-
rentielle de f en A € #,(R) est donnée par :

| 60 =

—> AH + HA.

4.6. Application différentiable sur un ouvert et différentielle

Définition 35. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q une partie ouvertede E, f : Q —— F
une application. On dit que f est différentiable sur Q si et seulement si f est différentiable en tout point a de €.
Si tel est le cas, la différentielle de f est Uapplication :

af Q — %(EF)
a — df(a).
4.7. Différentiabilité et différentielle d’une application constante
Proposition 36. — Soient E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie, 2 une partie ouverte de E,
f: Q—— F une application constante. Alors f est différentiable sur Q et :

QO — 2(EF)
a 0$(E,F)-

df
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4.8. Différentiabilité et différentielle d’une application linéaire

Proposition 37. — Soient E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie, et f : E —— F une application
linéaire. Alors f est différentiable sur E et :

Q — %(E,F)
a — f.

df

Exercice 38. — Soient E,F,G des R-espaces vectoriels de dimension finie, et B: E x F —— G une application
bilinéaire. Démontrer que B est différentiable sur E x F et calculer sa différentielle dB.

5. Différentiabilité de fonctions d’un ouvert de R" dans R?

5.1. Différentiabilité et différentielle de fonctions d’un ouvert de R dans R?

Lemme 39. — Soit E un R-espace vectoriel. Les applications :

E — % (R,E)
Y[RE) — E
oo - w2

sont des isomorphismes de R-espaces vectoriels, réciproques 'un de Uautre.

Proposition 40. — Soient p € N* un nombre entier, Q2 une partie ouverte de R, f : & —— R? une fonction et
a un point de €.
(a) La fonction f est différentiable en a si et seulement si la fonction f est dérivable en a.

(b) Si la fonction f est différentiable /dérivable en a, alors :

VheR df(a)-h=hf'(a) €R?

et f'(a)=df(a)- 1.

Exemple 41. — On considére la fonction inverse :
R* — R
f X — l
x
et un point a de R*. La fonction f est dérivable en a et f'(a) = —— . D’apres la proposition 40, 'application f est
a

différentiable en a et sa différentielle en a est donnée par :
R — R

df(@) |
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5.2. Expression de la différentielle d’une fonction différentiable sur ouvert de R" via les dérivées partielles

Proposition 42. — Soient (eq,...,e,) la base canonique de R", 2 une partie ouverte de R", a = (a,...,a,) un
point de Q, F un R-espace vectoriel de dimension finie et

Q — F
(Xlﬁ'-"xn) = f(X],...,Xn)

f

une application différentiable en a. Alors :

(a) les dérivées partielles :

%,
a—){l(al,...,an):=Delf(a1,...,an) s e

af
ox,

(aly"'>an) = Denf(ala"'aan)

existent toutes;
(b) pour tout (hy,...,h,) €R":

=0
df(al,...,an)-(hl,...,hn)=Zhia—i(al,...,an).

i=1 L

@ | La connaissance des dérivées partielles de f en a suffit donc a connaitre la différentielle de f en a.

Démonstration.

1. Comme l'application f est différentiable en a, pour tout h € R" \ {Ogr.}, 'application f admet des dérivées
directionnelles au point a suivant le vecteur h et :

Dy f(a)=df(a)-h.

En spécialisant h aux vecteurs ey, ...,e,, nous en déduisons que les dérivées directionnelles, appelées aussi
dérivées partielles, suivantes :

:_f(a) =D, f(a) , ... , of (a) :=D,_ f(a)
X1 axn
existent toutes et que :
Ly=df@-e , o, S@=df@) e
X dx,

n
2. Soit h = (hy,...,h,) un vecteur de R", qui se décompose en h = Zhi e; dans la base (eq,...,e,). Alors :
i=1

df(@)-h = df(a)-(Zhiei)
i=1
= > hydf(a)-e;  [linéarité de d f(a)]
i=1
= > D, f(a)  [cf1]
i=1

n
o
= Z h; a—f(a) [définition des dérivées partielles] .
; X;
i=1 t
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5.3. Matrice Jacobienne d’une fonction différentiable sur ouvert de R" a valeurs dans R?

Notation. — Soient

e n,p des entiers naturels non nuls;

B :=(en1,---,enn) la base canonique de R";

By, = (ep,l, e, ep,n) la base canonique de RP et 93; = (e; D€ ) sa base duale;

>Tp,n
e () une partie ouverte de R";
e a un point de Q;

e une application

Q — RP

p . — o
f (X15eerXy) — (fl(xl,...,xn),...,fp(xl,...,xn))=Zfi(x1,...,xn)ep,i [Vle[[l,p]] fi_ep,i f]
i=1

différentiable en a.

Rappel 43. — D’apres la proposition 28 :

YheR" df(a)-h =i(dfj(a)-h) €p,; -
p
En particulier :
Vie[l,n] df(a)-e,; = i: (dfi(@)-eni) ep
p
ie. : 5 b, af
viellnl F-(@)= ; a—xfi(a)ep,j :

Proposition 44. — La matrice de Uapplication df (a) € £ (R",RP), appelée matrice Jacobienne de f en a et
notée J,(f ), est donnée par :

(2 2Ny ... 2hy)

dxq dx, dx,
%, %, %,
gy L@ . Lk
Jo(f) :=Matg g (df(a)) = Ix 9x; dxy [matrice Jacobienne de f en a]
o o 5,
\8_x1(a) a_xz(a) axn(a)}
. ofi
ie. Ja(f)z(af (a)) .
i J@peliap
Exercice 45. — On admet que I'application :
R3 . R2

Flays — (PO +1),xs2)

est différentiable et on considére un point (a, b,c) € R3. Calculer la matrice Jacobienne Japo)f de f en (a,b,c)

puis expliciter la différentielle df (a, b,c) de f en (a, b, ¢).

DAVID BLOTTIERE 17 VERSION DU 14 JANVIER 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 46. — On admet que l'application :
RZ R3

f (x,y) — (sin(xy),y cos(x),xy eyz)

est différentiable et on considére un point (a, b) € R?. Calculer la matrice Jacobienne Ja,p)f de f en (a,b) puis
expliciter la différentielle df (a, b) de f en (a, b).

2

5.4. Différentielle d’'une fonction différentiable sur ouvert de R" a valeurs dans R et gradient

Notation. — Soient :

e 1 un entier naturel non nul;

(eq,...,e,) la base canonique de R";

(-, - ) le produit scalaire usuel sur R" défini par :
R" xR" — R

<.’.> ((Xla'")Xn):(yla"'ayn)) H— in.yi
i=1

|| - || la norme associée définie par :
R" — R,

(xl)"';xn) H— lez

i=1
e () une partie ouverte de R";
e g un point de Q;
e une application :
f Q — R
(xp,exn) > flxg,..,x0)
une application différentiable en a.
Théoréme 47. — Lapplication :
R" —s % (R",R)
R" — R
x — (x,-)
h +~— (x,h)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. Il s’agit d’un cas particulier du théoréme de Riesz.

D’apres le théoréme de Riesz, il existe un unique vecteur v de R" qui représente df (a) € £ (R",R), i.e. :
@) J1veR" YheR" df(a)-h=(v,h).

Nous allons établir que ce vecteur v est le gradient de f en a, que nous définissons ci-dessous.

Définition 48. — Le gradient de f en a, noté Vf (a) est défini par :

of of of
a—x.l(a), a—xz(a), cee, axn

mey=( (@)GRV
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Proposition 49. — Pour tout h € R" :

df(a)-h=(Vf(a),h) .
Notation. — On note S(0,1) :=setx € R" : || x || =1 la spheére unité de R" pour la norme euclidienne.

Proposition 50. — Supposons V f (a) # Ogn. Lapplication :

5(0,1) — R
h > Dyf(a)

- , . _ Vf(a)
atteint son maximum en l'unique point ————.
V£ (@)l
Exercice 51. — On admet que l'application :

10,+00[ x]0,4+00[ —> R

4
(x,y) — Xy+—+—.

x Yy

est différentiable sur ]0,+oo[ x ]0, +oo[.
1. Calculer V£ (a, b), pour tout (a, b) € ]0, +oo[ x ]0, +00[.
2. Déterminer les points critiques de f, i.e. les points (a, b) de ]0,+0oo[ x ]0,+00[ tels que V[ (a, b) = (0,0).

6. Opérations sur les applications différentiables

Dans cette partie, nous nous proposons de démontrer les résultats suivants, apres avoir précisé leurs formulations.

1. Une combinaison linéaire d’applications différentiables est différentiable et on dispose d'une formule de dif-
férentiation (proposition 52).

2. La composée d’applications différentiables par une application multilinéaire est différentiable, et on dispose
d’une formule de différentiation (proposition 54).

3. Une application polynomiale en n variables réelles est différentiable sur R" (corollaire 56).

4. La composée de deux applications différentiables est différentiable et on dispose d’une formule de différentia-
tion (théoréme 57).

5. Le quotient de deux applications numériques différentiables est différentiable et on dispose d’'une formule de
différentiation (corollaire 58).

6. Une application rationnelle en n variables réelles est différentiable sur son ouvert de définition (corollaire 59).

6.1. Combinaison linéaire de deux applications différentiables

Proposition 52. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q2 une partie ouverte de E, (f, g) €
Fx F2 (A, u) € R? et a un point de Q. Si les applications f et g sont différentiables en a, alors Uapplication :

F

Aftu-g A-f(x)+u-glx)

est différentiable en a :

dA-f+u-g2)a)=A-df(a)+u-dg(a) [identité dans ¥ (E,F)] .
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Exercice 53. — On note J la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients valent 1 et f Papplication définie par :

M,R) —  M(R)

f 2
A — A2+u(A)J.

Démontrer que f est différentiable sur .#,,(R) et calculer sa différentielle df (A) en tout point A de .#,,(R).

6.2. Composée d’applications différentiables par une application multilinéaire

Proposition 54. — Soient E,F,,...,F,,G des R-espaces vectoriels de dimension finie, 2 une partie ouverte de
E, f; € F{z, . fn € Fr?, une application multilinéaire :

M:FixFyx...xF,—G
et a € Q2. On note f Uapplication définie par :

Q — G

Flx — MGAEG,....£.x)

Si les application fi,..., f, sont différentiables en a, alors Uapplication f est différentiable en a et, pour tout
hekE:

[ MA@ b @, fu@)
+ M(fi(a),dfs(a)-h,..., fu(a))

+
| + M(fi(a), f2(a);...,dfy(a)-h) .

df(a)-h = |

Exercice 55. — Soit f l'application définie par :

M,(R) —  M,(R)
A — A3

Démontrer que f est différentiable sur .#,,(R) et calculer sa différentielle df .

Corollaire 56. — Soient un entier naturel n = 1 et (ai une famille de réels dont tous les termes

1,~--,in)(i1,...,in)eNn
sont nuls, sauf un nombre fini d’entre eux. Alors Uapplication polynomiale :

R" — R

ip Iy i
Fl(xg,ex,) — E L PE gy coaea
(i1,e--,Ip )ENT

est différentiable sur R™.

Démonstration. D’apreés la proposition 52, il suffit de démontrer le résultat pour 'application :

R" — R
( ) i i,
X1,.0.5,Xp > Xy Xy . Xy

f

ou (iy,...,i,) € N
Si (eq,...,e,) désigne la base canonique de R" et (e’f, . ..,e;) désigne sa base duale, alors, pour tout k € [1,n],
lapplication e} : R" —— R est différentiable puisque linéaire.
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Introduisons I'application (i; + i, + ... +i,)-linéaire définie par :
Rit+ia++in . R

M
(Xt 1<k<iyvigtr. i, | | X -
1<k<iy+iy+...+i,

La différentiabilité de I'application :
f=M(e],....e],e5,....,e5, €r,...,€;)
~—_———— ~——
i; fois i, fois i, fois
résulte alors de la proposition 54. O

6.3. Composée de deux applications différentiables ou regle de la chaine

Notation. — On considére :
e (E,Ng),(F,Ng),(G,Ng) des R-espaces vectoriels normés de dimension finie;
e Qp un ouvert de E et Qf un ouvert de F;
e f:Qp —— F une application telle que, pour tout x € Q, f(x) € Qp;
* g:Qp —G;

e a un point de Q.

Théoreme 57. — Si Uapplication f est différentiable en a et Uapplication g est différentiable en f(a), alors
Uapplication :
H G

o 2
gf 1 X g(f )

est différentiable en a et :

d(gof)(a)=dg(f(a)) odf(a) [identité dans £ (E,G)] .

Démonstration.
(a) Une boule ouverte Bp(f (a),r) incluse dans Q. — Comme a appartient a Qp, qui est ouvert dans F, il existe
r > 0 tel que Bp(f(a),r) C Qp.

(b) Une boule ouverte Bg(a, p) incluse dans Q et envoyée dans By(f (a),r) par f. — Comme l'application f est
différentiable en a, elle est continue en a. Ainsi, il existe p > 0 tel que, pour tout x € Bg(a,p), f(x) €

Br(f(a), 7).

(c) Développement limité a Uordre 1 de f en a. — Posons :
BE(OEJ p) — F
& OF sih= OE
h —>
fla+h)—f(a)—df(a)-h .
sih#0
Ng(h) t

de sorte que, pour tout h € Bg(0g, p) :
fla+h)=f(a)+df(a)-h+Ng(h)e(h).

Comme f est différentiable au point a, €(h) — Op.
—Vg
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(d) Développement limité a U'ordre 1 de g en f(a). — Posons :
BF(OF: T) — G
k=) sU@+R—g(f(@)—dg(f(@) k
si k # O0p
N (k)

de sorte que, pour tout k € Br(0p,7) :
g(f(a) + k) =g(f(a)) +dg(f(a)) - k + Np(k)n(k) .
Comme g est différentiable au point f (a), n(k) k_)—OF> O¢.
(e) Composition des deux DL1 obtenus en (c) et (d). — Soit h € Bg(0g, p). Comme :
§(fla+h)=g(f(a)+df(a)-h+Ng(h)e(h)) et  df(a)-h+Ng(h)e(h)=f(a+h)—f(a)€Bp(OF,r)
il vient :
§(f(a+h)) = g(f(a)) + dg(f(a))-(df (a)-h+Ng(h)e(h)) + Np(df(a)-h+Ng(h)e(h)) n(f(a+h)—f(a))

puis, comme l'application dg(f (a)) est linéaire :

g(f(a+h)) = g(f(a)) + dg(f(a))-(df(a)-h) + x(h)
—dg(f(a))odf (a)h

ou:
k(h) = dg(f(a))-(Ng(h)e(h)) + Np(df(a)-h+Ng(h)e(h)) n(f(a+h)—f(a))
= Ng(h) dg(f(a))-e(h) + Np(df(a)-h+Ng(h)e(h)) n(f(a+h)—f(a))  [linéarité de dg(f(a))] -
Pour conclure, il reste a établir que :

x(h)
NE(h) h_)OE

(f) Etude du reste x(h). — Soit h € Bg(0g, p) \ {Og}. Linégalité triangulaire et ’'homogénéité des normes Ny et
Ng livrent :

Ng(x(h)) < Ng(h)Ng (dg(f(a))-e(h)) + (Np(df(a)-h)+ Ng(h)Ng(e(h))) No(n(f(a+h)—f(a))).

Les applications df (a) et dg(f (a)) sont continues, puisque linéaires avec sources des R-espaces vectoriels de
dimension finie. Nous pouvons donc considérer leurs normes subordonnées, pour obtenir :

Ng(x(h)) < Ng(h) [[[dg(f (a) (Il Np(e(h)) + ([lldf (@) ||l Ng(h) + Ng(h) Np(e(h))) Ng(n(f(a+h)—f(a)))

puis :

Ng (;((hh))) < [lldg(f (@)l Np(e(h)) + (llldf (@) Il + Np(e(h))) No(n(f(a+h)—f(a)))
’ o0k ——slldf @l —— o

ol la continuité de f en a joue une nouvelle fois un role. Nous concluons alors avec le théoreme d’encadrement.

O
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Corollaire 58. — Soient Q un ouvert de F, f : Q —— R, g: Q@ —— R une application qui ne s’annule pas sur
Q et a € Q. Si les applications f et g sont différentiables en a alors Uapplication :

fQ—)R
g |x o i
g(x)

est différentiable en a et :

-h = -h
VheE di(a)-h:(df(a) ) x g(a) fz(a)x(dg(a) )ER.
g g(a)
Démonstration. Lapplication inverse :

R — R

i 1

X —_— -

X

est dérivable sur R* donc différentiable sur R*. De plus, pour tout a € R* :
h
VheR di(a)~h=hi’(a)=——2 .
a

Introduisons la forme bilinéaire B définie par :

RZ — R

B
(x1,Xp) = X3 XXx3.

La différentiabilité en a de I'application :

=B(f,iog)

09 |~

résulte du théoreme 57 et de la proposition 54.
Ces deux résultats livrent de plus, pour tout h € E :

d é(a) -h = B(df(a)-h,iog(a))+B(f(a),dig(a)odg(a)-h)
= df(a)-hx —— + f(a) x (_M
a g(a)?
_ (df(a)-h) x g(a)—f(a) x (dg(a)-h)
g(a)? '
Corollaire 59. — Soient un entier naturel n = 1 et (ai1 """ in)(il,...,i JeNw (bi1 ,,,, in)(il """ i N des familles de réels

dont tous les termes sont nuls, sauf un nombre fini d’entre eux. Supposons que Uouvert Q2 de R"™ défini par :

ip 1 L
Q:= {(x17 oo '7xrl) e; . Z bil!“-rin xl1 x22 T x,lln ;é 0}

(i1,e-erlp )EN

est non vide. Alors la fonction rationnelle :

R" — R

L 2 i
2: iy X1 Xg oo XY

(i1,e-0rIp )ENT

(X150005Xp) +—
E b xlx2 o xhn
ety 2501 29
(ll ..... in)ENn

est différentiable sur (.

Démonstration. Lassertion résulte du corollaire 56 et du corollaire 58.

O
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6.4. Dérivée le long d’un arc

Notation. — Soient
e ] un intervalle de R;
e E,F des R-espaces vectoriels de dimension finie ;
e () une partie ouverte de E;
e unarcy: I —— E tel que, pour tout t €I, y(t) € Q;
e une application f: Q —— F;

® tO el.
Corollaire 60. — SilUarc v est dérivable en t et Uapplication f différentiable en y(t), alors Uarc foy: [ —— F
est dérivable en t et :

(f o7) (to) =d f(y(to)) -7 (t) [identité entre vecteurs de F] .

Interprétation géométrique de la dérivée le long d’'un arc [ Geogebra ]

y+ry+2 0 epeemetttiemenea

flz.y) =

eyt +1

Exercice 61. — Soient I un intervalle de R, E un R-espace vectoriel de dimension finie, 2 une partie ouverte et
convexe de E, une application f : Q —— E différentiable sur 2, a et b deux points de Q2. Considérons 'application

[0,1] — E
14 t — t-a+(1—t)-b

Justifier que 'application f o y est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée sur [0, 1].
Exercice 62. — Soient I un intervalle de R, Q une partie ouverte de R",

Q — RP

Pl — (A0 fy))

une application différentiable sur Q, x1,..., x, des fonctions dérivables de I dans R telles que :

Veel (xp(),...,x (1) €.
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Démontrer que la fonction :
I — R?

E 1t = (Fa(t),enn, xa(t))

est dérivable sur I et que :

Veel g(t)= (Zx;(t) Bifi(x1(6), ., xa(0), D x((0) Bifolxr(6), ., xn (0], .., D x[(E) aifp(xl(r),...,xn(t))) .
i=1 i=1

i=1
6.5. Dérivées partielles d’'une composée de deux applications différentiables

Notation. — On consideére :
e , un ouvert de R" et 2, un ouvert de R”;
e deux applications :
Q, — R? Q, — R?

Tl x — o ey 8 ’ y o= (&) g

e g un point de Q,,.
On suppose que :
VxeQ, f(x)eQ,

de sorte que la fonction :
Q, — R4

TS ) = (), by ()

est bien définie.

Théoreme 63. — Si Uapplication f est différentiable en a et Uapplication g est différentiable en f (a), alors :

Ja(gof) :Jf(a)(g) XJa(f)
et:

¥, 7) € lL,q1x [1,n] %(a)—z ) Lo
J k=

5

ott les composantes de x dans R" sont notées (x,...,x,) et celles de y dans RP sont notées (y1,...,Yp)-

Remarque 64. — Si on spécialise le théoréme 63 au cas ou g est une fonctions a valeurs réelles, i.e. si ¢ = 1, alors :
. 9gof . of,
Vielln] “-H@)= Z 3, V@3 ’<( ).
Xj
Exercice 65. — Soient 2, un ouvert de R", une application :
f Q, — RP
x = (A, fp(x)

différentiable sur Q,, ©,, un ouvert de R™, x;,...,x, des applications de ,, dans R différentiables sur Q,, telles
que :
V(uy,.ooun) €2y (c1(ug, .. sty), s xy(Uy, ... uy)) € Q,
et g l'application définie par :
Qm — R?
(Upy e sty) — Uy, uy), .- xp(ug, .. uy)) .

Démontrer que l'application g est différentiable sur £2,, et que, pour tout a € Q,,,, pour touti € [1,m] :

8

Z (a) 0,f (x1(a), ..., xp(a))

j=1

ol les composantes de u dans R™ sont notée (uy,...,Upy,).
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7. Applications de classe %!

7.1. Définition d’une application de classe %!

Définition 66. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, Q une partie ouvertede E, f : Q —— F
une application. On dit que Uapplication f est de classe €' sur §2si :

1. Uapplication f est différentiable sur Q;
2. sa différentielle d f : Q —— £ (E, F) est continue sur ).

7.2. Caractérisation des applications de classe %' par les dérivées partielles

Théoreme 67. — Soient 2 une partie ouverte de R",

Q — R?
(155 x0) — (filxe,ee o5 xn), e fp (X150 005 X5))

f

une application. Alors la fonction f est de classe € sur § si et seulement si toutes ses dérivées partielles existent
et sont continues sur €, i.e. :

oFf
f estdeclasse €' sur Q < VY (i,j)e[1,p]x[1,n] a—fl est définie et continue sur .
J
Exemple 68. — On souhaite étudier la différentiabilité et, cas échéant, calculer la différentielle de I'application :
RZ — R?
! S z))
X, — | x*+xy—y°,cos
(x,¥) y—y V211

en s’'appuyant sur le critére 1.

e Introduction des fonctions composantes. — Si on pose :

fl:R2—>R;(x,y)'—>x2+Xy_y3 et f2:R2—>R;(x,y)a—>cos(y2):_1)

alors pour tout (x,y) € R?, f(x,y) = (f1(x, y), f2(x, ¥)).
3f

e FEtude de la dérivée partielle 5
x

. — Soit y € R fixé. L'application :

AC Y x— filx,y)=x"+xy—y°

est polynomiale, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f; par rapport a x existe donc sur R? tout entier
et elle est donnée par :

0
i:R2—>R; (x,y)—2x+y
dx
qui est continue sur R?.
. 0
e Etude de la dérivée partielle a—fl — Soit x € R fixé. L'application :
y

GG )y = filey)=x"+xy —y°

est polynomiale, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f; par rapport a y existe donc sur R? tout entier
et elle est donnée par :
9f1

:R> —R; (x,y) — x —3y?
y

qui est continue sur R2.

DAVID BLOTTIERE 26 VERSION DU 14 JANVIER 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

. %,
e FEtude de la dérivée partielle a_fz — Soit y €R fixé. Uapplication :
x

)i 5 ) = cos 7

est la composée d’une fonction rationnelle par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport
A x existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par :

9fa,
ox

RZ——R; (x,y)— — L sin( X )
Y y2+1 y2+1

qui est continue sur R?.

. %,
e Etude de la dérivée partielle a_fz — Soit x € R fixé. L’application
y

e, ): y = )= cos( =7

est la composée d’une fonction rationnelle par cos, donc dérivable sur R. La dérivée partielle de f, par rapport
a y existe donc sur R? tout entier et elle est donnée par :

%, 2
—fz:R2—>R;(x,y)-—> xJ 2sin( X )
dy (y2+1) y2+1

qui est continue sur R?.

e Conclusion. — D’apres le critére 6!, 1a fonction f est de classe 6! sur R?, donc différentiable sur R? et pour
tout (a,b) €R?:

2a+b a—3b?

Mat 4 (df (a, b)) = 1 ' a 2ab . a
—b2+151n(b2+1) (b2 +1)? Sm(b2+1)

o1 B désigne la base canonique de R? et donc pour tout (hy,h,) € R? :

3 ) 1 a 2ab ) a
wwm«mmy(wwwm+®—%)mrp+ﬁmhuiﬁruw+mﬂ%w+ﬂ%~

Exercice 69. — Soit :
RZ — R

Pl ay) — feouy)

une application différentiable sur R2. On lui associe 'application :

R? — R
g (r,0) — f(rcos(0),rsin(0)).

Démontrer que la fonction g est différentiable sur R?, puis exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles
de f.
Exercice 70. — Soit a € R. On considére I'application définie sur R? par :

y4

fooy)=4{x2+y2—xy si (x,y) # (0,0)
@ si (x,y)=(0,0).

1. Justifier que 'application f est bien définie.
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2. Déterminer a pour que f soit continue sur R?.

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

a
(a) Justifier I'existence de % et Z—f/ sur R\ {(0,0)} et les calculer.
af of

(b) Justifier Pexistence de 5

——(0,0) et =—(0,0) et donner leurs valeurs.
x y

(c) La fonction f est-elle de classe 4! sur R??

Exercice 71. — On définit deux fonctions :

R2 e R R2 — R2

Flay) — sin?=y) & & @my) — (+y,x—y)

1. Justifier que les fonctions f et g sont différentiables en tout vecteur (x, y) € R? et écrire la matrice jacobienne
de f puis de g en (x, y).

2. Pour (x,y) € R?, déterminer I'image d’un vecteur (u,v) € R? par I'application linéaire d(f o g)((x,y)) en
utilisant les deux méthodes suivantes :

(a) en calculant f o g;
(b) en utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.

7.3. Opérations sur les applications de classe ¢

Les résultats suivants :

proposition 52 (combinaison linéaire d’applications différentiables) ;

proposition 54 (composée d’applications différentiables par une application multilinéaire) ;
corollaire 56 (différentiabilité d’une application polynomiale en n variables réelles) ;

théoreme 57 (composée de deux applications différentiables) ;

gk wN =

corollaire 58 (quotient de deux applications numériques différentiables) ;

6. corollaire 59 (différentiabilité d’une application rationnelle en n variables réelles) ;

valent tous en remplacant partout « différentiable(s) » par « de classe € ».

7.4. Intégration d’une fonction de classe %! le long d’un arc

Théoréme 72. — Soient E,F des R-espace vectoriel de dimension finie, Q) une partie ouverte de E, un arc
y:[0,1] —— E de classe 6" sur [0,1] tel que :

Vte[0,1] y(t)eQ [Varc est tracé sur 2]

a :=vy(0) et b =y(1) les extrémités de 'arc y, une application f : @ —— F de classe €* sur Q. Alors :
1
f(b)—f(a) =f df (r(e))-y'(t) de.
0

Exercice 73. — Soient (E,( -, - )) un espace euclidien, || - || la norme sur E associée au produit scalaire { -, - ),
% = (eyq,...,e,) une base orthonormée de E, Q une partie ouverte convexe de E, a un point de Q et f : 2 —— R
une application de classe %! sur Q.

1. Justifier que, pour tout i € [1,n], le nombre réel :

of . «._ . fla+te)—f(a)
8_xi(a) T tlinolR t

[i-ieme dérivée partielle de f en a dans la base 2]
existe et en donner une expression a 'aide de la différentielle df (a) de f en a.
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2. Justifier qu’il existe un unique vecteur Vf(a) € E, appelé gradient de f en a, tel que :
VheE df(a)-h=(Vf(a),h)

et en donner une expression a I'aide des dérivées partielles de f en a dans la base 2.

3. On suppose que le gradient de f est borné sur Q, i.e. :
Jk>0 VxeQ |[Vf()|<k.
Démontrer que la fonction f est k-lipschitzienne sur Q.

7.5. Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs

Théoreme 74. — Soient E, F des R-espaces vectoriels de dimension finie, ) une partie ouverte connexe par arcs
de E, f : Q —— F une application. Alors :

f est différentiable sur Q
f est constante sur ) < et
Exercice 75. — Déterminer toutes les applications f : .#,(R) —— R différentiable sur .#,(R) qui vérifient :
VAe #,(R) df(A)=Tr.
7.6. Etude d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre

Exercice 76. —

1. Soit f: R2 —— R, (x,y) — f(x,y) une fonction de classe € sur R? telle que :

Y (x,y) €R? g—f(x,y)=0.
Y

Démontrer qu'il existe une fonction ¢ : R—— R, de classe 6! sur R, telle que :
V(. y)ER? fx,y)=p(x).
2. (a) Soit ¢: R—— R une fonction de classe €' sur R. Démontrer que I'application

RZ — R

Ty — ety
est de classe 6! et qu'elle vérifie :
%} d
B VeneR Layn-Zuy=o.
dx y

(b) Réciproquement, soit f : R —— R une fonction de classe 46! sur R? telle que :

B VenerR Lan-Luy=o
x Jy

Démontrer qu'il existe une fonction ¢ : R :—— R, de classe 4! sur R, telle que :
V(,y)eR® flx,y)=¢lx+y).

u—v
2

.y . u+v
On pourra considérer le changement de variable x = > ety =
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8. Trois méthodes classiques pour étudier la différentiabilité

8.1. Appliquer des théoremes d’opérations a des fonctions usuelles différentiables
Pour établir la différentiabilité d’'une fonction numérique de plusieurs variables réelles, une méthode clas-
sique consiste a combiner les résultats sur les fonctions usuelles différentiables :

e une fonction d’une variable réelle est différentiable si et seulement si elle est dérivable (proposition
40);

¢ une application polynomiale en n variables réelles est différentiable (corollaire 56) ;

e une application rationnelle en n variables réelles est différentiable (corollaire 59) ;

(L3
[

avec des théoremes d’opérations :
e combinaison linéaire d’applications différentiables (proposition 52) ;
e composée d’applications différentiables par une application multilinéaire (proposition 54) ;

e composée de deux applications différentiables (théoreme 57) ;

e quotient de deux applications numériques différentiables (corollaire 58).

Exemple 77. — Considérons la fonction :
R — R

exp(x?+y—z)
x2+y24+22+3"

(x,y,2)

L'application :
fri (e, y,8) = X2+ y —z

est polynomiale donc différentiable sur R®.
Comme l'application exp est dérivable sur R, elle est différentiable sur R.
Par composition, 'application :
expofi: (x,y,2)— exp(x2 +y —z)
est différentiable sur R®.
L'application :
fo: (x,y,2)— x>+ y? +2%+3

est polynomiale donc différentiable sur R3.
Par quotient, I'application
expofy
f=22
f2

est différentiable sur R® (f, ne s’annule pas).
8.2. Calculer un DL1 de f en un point a en développant f (a + h)

Notation. — Soient :
e E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ny (elles sont toutes équivalentes) ;
e F un R-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une norme Ny (elles sont toutes équivalentes) ;
e () une partie ouverte de E ;
e f:Q —— F une application;

e a un point de Q.
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Pour étudier la différentiabilité de f en a, on peut chercher a développer la quantité f(a + h), pour h € E
un vecteur au voisinage de Oy et chercher a obtenir une expression de la forme :

fla+h)=f(a)+ L(h) +r(h).
—

i -4 linéaire en h reste
Alors, si 'on prouve, avec le plus grand soin, que r(h) v 0 (Ng(h)), alors :
—Vg
1. Tapplication f est différentiable en a;
2. df(a)=1L.
Exemple 78. — Dans I'exercice 27, nous suivi cette démarche pour établir que I'application :

‘/ﬂn(R) —  M,(R)

est différentiable en tout point A de .4, (R) et que

M(R) —  M,(R)
df () ’ H — AH+ HA.
Exercice 79. — Soient n = 2 un entier et || - || une norme sous-multiplicative sur .#,(R). On définit 'application f
par :
f GL,(R) — #,(R)
A — Al

1. Démontrer que pour tout H € B (O M, (R)> 1), la série Z(—l)p HP converge et calculer le produit :
+00
(I, + H) (Z(—HPHP) .
p=0
2. Démontrer que I'application f est différentiable en I,, et que pour tout H € .#,(R) :
df(1,)-H=—H.
3. Soit A € GL,(R). Démontrer que f est différentiable en A et que pour tout H € .#,(R) :
df(A)-H=—-A"'HA™".
8.3. Appliquer le critére fondamental 4! pour une fonction de plusieurs variables

Notation. — Soient
e n=1etm=1 des nombres entiers;
o B,=(eq,...,e,) la base canonique de R";
® B, =(e},...,e ) labase canonique de R™;

e Q une partie ouverte de R";

fiQ——R™; (x1,...,x) — (f1(x1,-. 5 X0)s -+ s frn(X1, - -, X)) une application.
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Pour étudier la différentiabilité de f sur Q tout entier, on peut :
e fixer un couple (i,j) € [1,n] x [1,m];
e fixer un point (a,...,a,) de Q;

e considérer la fonction d’une variable réelle :
fj(a1: cees @i, @547, - - - )an): Xi— fj(aI) cees A1, X5 Ajyqs -0 Jan) 5

e justifier la dérivabilité de la fonction d’'une variable réelle f;(a;,...,a;—1, ®, 11, ... ,a,) en @; (en
revenant a la définition via un taux d’accroissement si nécessaire) ;

e calculer la dérivée de la fonction f;(as,...,a;—1, ®, 11, ... ,a,) €n a;, qui est, par définition, la i-eme
dérivée partielle de la fonction f; au point (ay, ..., a,) :

af

axi(al)"'>an);

fj(ala' . ')ai—l) .Jai+17 e 1an)/(ai) =

(L2
(L]

of;
e justifier la continuité de la fonction a—J sur Q (Iexistence seule des dérivées partielles n’assure pas
X.

1

la différentiabilité) ;
e citer le critere 6! qui livre :

1. le caractere 6! de f sur et donc, en particulier sa différentiabilité sur Q;
2. pourtouta € Q:

9f1 9f1 2f1

(—axl(a) Fe@ axﬂ(a)\

gy Y2y . Y2y | .
Matg 4 (df(a))= 9x, 9x;y 9xp [matrice Jacobienne de f en a] .

O . O Ofa
\a—XI(Cl) a—xz(a) axn(a))

Exemple 80. — Dans I'exemple 68, nous suivi cette démarche pour établir que 'application

RZ — R?
! S =z))
) + - )
(x,y) — |x*+xy—y>,cos VIE1
est différentiable sur R? et que pour tout (a, b) € R? :
2a+b a—3b?

Matg(df (a, b)) = 1 a 2ab a
_bz+1sm(b2+1) (b2 +1)> 51n(b2+1)

ol & désigne la base canonique de R?. Nous aurions également pu prendre appui sur les fonctions usuelles diffé-
rentiables et les théorémes d’opérations.

Exercice 81. — Démontrer que I'application :
RZ — R
x2 2
xy——— si(x, 0,0
0 si(x,y)=1(0,0)

est de classe €' sur R?.

DAVID BLOTTIERE 32 VERSION DU 14 JANVIER 2026



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

8.4. Différentiabilité et différentielle du déterminant : deux approches (HP)
Exercice 82. — Soit n 2 2 un nombre entier. Soit I'application :

MyR) — R
Fl A7 5 deta).

1. Soit H € #,(R). Ecrire f (I, + H) comme une somme sur les éléments du groupe symétrique &,

2. Déduire que la question 1 que :

f,+H) = 1+t (H)+o([|HI)

Vot ()

en écrivant un développement limité a 'ordre 1 de I'application f en I,,. Qu’en déduire pour I'application f ?

3. Justifier que l'application f est de classe 4! sur .#,(R) et, en considérant des dérivées directionnelles, dé-

montrer que :
VHe #,(R) df(I,)-H=tr(H) .

4. Soit A € GL,(R). Démontrer que :

f(A+H) s det(A) + tr (Com(A) 'H) + o (||H]) .

Yo

Que peut-on déduire pour 'application f ?

9. Applications de classe €*

9.1. Dérivées partielles d’ordre k

Définition 83. — Soient Q un ouvert de R", F un R-espace vectoriel de dimension finie,

Q — F
(Xlﬁ'-':xn) = f(xl:'--:xn)

f

une application, k > 2 un entier et (i1,...,ix) € [1,n]*. On dit que Uapplication admet une dérivée partielle
d’ordre k pour le multi-indice (iy,...,i;) Si :

1. la fonction f admet une dérivée partielle d’'ordre k — 1 pour le multi-indice (i, ..., 1), que l'on note

ak—lf

5
8Xi2 ...8xik

8k_1f

2. la fonction
f 3xi2...3xik

admet une dérivée partielle suivant la variable x; que l'on note

akf - Kl ak—lf
0x; 0x;,...0x;,  9x; \8x;...0x; )

iy

Exercice 84. — Démontrer que, pour tout (i;,i,) € [1,2]?, la fonction :

RZ — R
f (x1,x3) +— sin (xf +x§)
.y : o of
admet une dérivée partielle d’ordre 2 pour le multi-indice (i;, i,) et calculer T ax
X; 0X;

51 5]
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9.2. Définition d’une applications de classe €¢*

Définition 85. — Soient Q un ouvert de R", F un R-espace vectoriel de dimension finie,

Q — F
(Xlﬁ'-':xn) = f(xl:'--:xn)

f

une application, k > 2 un entier. On dit que Lapplication f est de classe €* sur Q si, pour tout
(iy,..., i) € [1,n]*:
1. la fonction f admet une dérivée partielle d’ordre k pour le multi-indice (iy,...,i) ;
okf
Ox; 0xj,...0x;,

2. la fonction est continue sur Q .

Remarque 86. — Soient  un ouvert de R", F un R-espace vectoriel de dimension finie et f: @ —— F une
application. L'application est de classe 62 au sens de la définition 85 si et seulement si :

1. la fonction f est différentiable sur Q ;
2. la fonction df : @ —— £ (R", F) est de classe €' sur Q.

9.3. Théoreme de Schwarz

Théoreme 87. — Soient Q un ouvert de R", F un R-espace vectoriel de dimension finie, k 2 2 un entier et :

Q — F
(X],...,Xn) Ea— f(xl>'-'5xn)

f

une application de classe 6. Alors pour tout (iy, ..., i) € [1,n]¥ et pour toute permutation o € &y, :

gl 3 iy

Ox; 0x;,...0x; - 9x

io(l)axia(z) coo axia(k)

La continuité des dérivées partielles d’ordre k est essentielle dans le théoréme de Schwarz. Si f est 'appli-

cation :
R? — R

x3y .
_— s 0,0
g% f y) X271y si(x,y)#(0,0)

0 si(x,y)=1(0,0)
% f

% f % f % f
0,0 0,0 i i 0,0 —(0,0
ayax( ,0) et 8x6‘y( ,0) existent mais ayax( ,0) # 8x8y( ,0)

alors les dérivées partielles

9.4. Caractere 6~ via les applications composantes

Proposition 88. — Soient € un ouvert de R",

Q —> RP
(x1,...,x,) — (fl(xl,...,xn),...,fp(xl,...,xn))

f

une application et k > 1 un entier. Alors, Uapplication f est de classe €* sur Q si et seulement si ses applications
composantes fy, ..., f, sont de classe € K sur Q.
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9.5. Opérations sur les fonctions de classe 6*

Soit un entier k = 2. Les résultats suivants :

1. proposition 52 (combinaison linéaire d’applications différentiables) ;
proposition 54 (composée d’applications différentiables par une application multilinéaire) ;
corollaire 56 (différentiabilité d’une application polynomiale en n variables réelles) ;
théoréme 57 (composée de deux applications différentiables) ;

SN

corollaire 58 (quotient de deux applications numériques différentiables) ;
6. corollaire 59 (différentiabilité d’une application rationnelle en n variables réelles) ;

valent tous en remplacant partout « différentiable(s) » par « de classe € ».

Exercice 89. — Soit une application :
R — R
(x,y) — f(x,y)
de classe 62 sur R?. Démontrer que I'application
Ri xR — R
g ‘ (r,8) = f(rcos(8),rsin(0))

f

MPI-

MPI* 2526

est de classe €2 sur R} X R et exprimer les dérivées partielles premieres de secondes de g, en fonction des dérivées

partielles premieres de secondes de f.

9.6. Etude d’une équation aux dérivées partielles du second ordre (équation de d’Alembert)

Exercice 90. —

1. Soit une fonction :
R? — R
Elwy) — gluv)

de classe 62 sur R? telle que :

82g
aVau(u,v) =0.

Démontrer qu'il existe ¢ € €2(R,R) et ¢ € 6¥2(R,R) telles que :
Vu,v)eR® gu,v)=ow)+y().

Y (u,v) € R?,

2. Soit ¢ € R*. Soit une fonction :
R? — R

Flen — fan

de classe €2 sur R? telle que :

9%f 52
2 —
axz(xﬂt)_ 3t2 (xzt)°

(a) Soient a,f,y,6 € R fixés. On considere la fonction g définie par :

RZ — R
(u,v) — flau+pv,yu+ov).

Y (x,t)eR?® ¢

8

Démontrer que la fonction g est de classe 62 sur R? et exprimer, pour tout (u,v) € R?,

fonction de a, 3,7, 6 et des dérivées partielles d’ordre 2 de f.
(b) En choisissant (a, 8,y,8) € R* tels que :

i. la matrice (‘; g) est inversible ;

d%g
8V8u(u’V) - OJ

démontrer qu'il existe p € €2(R,R) et ¢ € ¢2(R,R) telles que :
V(x,t)€R® f(x,t)=(x+ct)+(x—ct).

ii. pour tout (u,v) €RR?,

2

o°g

av

du

(u,v) en
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