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Avertissements : ceci n'est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Inégalités de Khintchine
Inégalités de Hdolder.

(1) Si z ou y est nul, 'inégalité demandée est évidente. Sinon, posons @ = zP et = y?. La fonction
In étant concave, comme 1/p+1/g=1,0n a

1 1 1 1
In <pa + qﬂ) > ];ln(a) + gln(ﬁ) = In(z) + In(y) = In(xy).

Par croissance de ’exponentielle, il vient

1 1 1 1
zy < —a+-pF=-af +-y?|
p q p q

(2) Supposons E(X?) =E(Y?) = 1. D’apreés (1), on a

1 1
XY < -XP 4 Y14
p q
et par croissance de l'espérance,

E(XY) < %E(Xp) ~1)

Si E(X?) =0 ou E(Y?) =0, l'inégalité est évidente. Sinon, on pose
1 ~ 1
(E(XP)) " (E(y)) "
On a alors E((X)?) = E((Y)9) = 1 et en appliquant le résultat précédent, il vient
E(XY) .
1/ 1/q — X
(E(XP)) " (E(Y )™

X:

et donc

E(XY) < (E(X")"" (E(Y)"7|
(3) Pour p = g = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz
E(XY) < VE(X?)VETY?) |
que 'on démontre en montrant que

A P(A) =E((X +Y)?)

est une fonction polynomiale de degré (< a) 2, a valeurs positives sur R et donc de discriminant
<0.

Une inégalité de déviation

(4) On a pour tout ¢t € R,

t2n t2n

h(t) = < = ¢f/?
ch(t) Z (2n)! — onpl €
n>0 n>0

ou 'on a utilisé les inégalités (évidentes) :
Vn >0, 2" n! < (2n)l.



(5) On a par indépendance/coalition, théoréme de transfert et (4) :

() - o)

_ HE (etcixi)

n ) —tes
etc,L +e tc;

2

i:l

= Hch te;)
< Het2 22

2 n
[ (z59)
(6) On a

Ces deux événements étant disjoints, on en déduit a 1’aide de l'inégalité de Markov et de (5) :

<exp ( Z i Xi ) > et””) P (exp (xicX) > et”> +P <exp (—xiciXZ) > et””)

< e "E (eXp (xzcin)) +e “E <exp (xz(_ci)Xl))
e =1 o =l
tx 2
< e exp<2;ci>+e exp<2§ )

(7) Par stricte croissance de ’exponentielle, on a pour tout x > 0,

n n 2 n
_ v tz —tx x~ 2
IE”(}_1 >t>—IP’<exp<x 201X1>>e ><2e exp<2;ci>.

S
Pour ¢ = 0, 'inégalité demandée est vraie. Pour ¢ > 0, en appliquant ce qui précéde pour
t

= ——s
Z;L:IC?,

t2 t2 t2
t) <2exp [ ——m—o —2exp (- )|
>t) <2em( S & )CXp(?ZZ e ) o 22;;1%2)

Commentaires : I'inégalité (dite de concentration) obtenue en (7) est connue sous le nom d’inégalité
de Hoeffding.

il vient

]P) <
i=1

Z CiX




Inégalités de Khintchine
(8) La fonction Fx est une fonction en escaliers, nulle pour ¢ assez grand. On en déduit que
ts tPT X (2)

est continue par morceaux sur R™, nulle pour ¢ assez grand et donc intégrable sur RT.
Notons X () = {zg,...,zn} avec 0 <29 <1 < --- < zy. On a alors

Vit € [O,xo[, Fx(t) =
Vi€ [0,N —1], ¥t € [mi, 2 [, Fx(t) =P(X > ) =P(X > ;) = > P(X =)

et
Vit Z TN, Fx(t) =0.

On a alors a l'aide de la relation de Chasles,

+oo o) N-1 N Tit1
p/ PP (t)dt = / ptrrAt+ Y Y P(X = xj)/ ptP L dt
0 0 T

=0 j=i+1
= xO + Z Z ]P H—l ‘Tz)
1=0 j=1i+1
N j—1
= x5+ ZP(X =) ) (¥4 —27)
j=1 =0
N
= af+ ) P(X =) (] —ap)
j=1
! N N
= 2p(1-> P(X =x;)) + Y _P(X =x;)a¥
j=1 j=1
N
= P(X =uxo)xf + ZIF’(X =z;)z?
=1
N J
= ZIP’(X =x;)?
j=0

(9) La fonction t +— 3¢ 1*/2 st continue sur RT et e t/2 = o(1/t*) en 400 par croissances com-

. N . , . . _42
parées. Par comparaison a une intégrale de Riemann, la fonction t — t3e ™ /2

sur RT.

En appliquant (8) avec X = et p=4,0na

n 4 400 n
(Z cZ-Xz-) =E(X*) = 4/ P (
i=1 0 i=1

Or, d’aprés (7) et ’hypothése Zcf =1,ona

i=1
2
P >t §2€xp<2).

n

Z Cin'

=1

est donc intégrable



De 1a, par croissance de 'intégrale,

n 4 too . oo ]
E ZCiXi §4></ 3 x 2¢7" /Zdt:8/ e /24t |
i=1 0 0

n

(10) Comme E (Z cin) =0, on a par indépendance des X :

n 2 n
= zn:ch(Xi)
= > EEED) -0

n
_ 2
= E i |
i=1

(11) Sous I’hypothése ZC% =1, on a comme en (9) :

=1
n p +oo n
E(ZciX,» ):;;/O tp_l]I”(ZciXi
i=1 i=1

+oo 5 +oo R
>t] dt < p/ Pl x 272 qt = 2p/ et /2 4.
0 0
n
Si Zcf >0, o0na
i=1

et donc

puis

n p +oo
2
g cX; ) < Zp/ e t7/2 q¢
0

i=1

1
- Kk
(S5 )™ (

et enfin en passant a la puissance 1/p :

p 1/p n 1/2 o0 1/p n 2
E ( )1 < (Z cf) (21)/ p=le=t?/2 dt) =5, |E (Z ciXi>
= i=1 0

>k,
=1
+oo ) 1/p
Bp = (2p/ tP=te=t/2 dt) .
0

avec




La constante (3, est bien définie car la fonction ¢ — P=1e=t"/2 g intégrable sur R* pour les

mémes raisons que dans le cas p = 4. Par stricte positivité de I'intégrale, on a de plus

pour tout p.
(12) Posons

n 2
X(X}JJ et Y =1

i=1
et appliquons l'inégalité de Holder prouvée en (2) en remplacant p par p/2 qui est bien > 1. On
obtient
2p/2\ 1%/P

11-2/p,

n 2 n
E (Z CiXi> x1] < E ZCiXi
i=1 i=1

Par croissance de la fonction racine carrée, il vient

n 2 1/2 n p\ 71/p
E (ZCZ‘XZ‘> S [E<ZCZX1 >] .
i=1 i=1
(13) On a
L0 1-6 1 (1 1y, 1
2 p 4 4 T \p 4 o 4/p—1°
Or,

1<p<2=2<4/p<4=1<4/p—-1<3=1>60>1/3>0

et on a donc bien |6 €]0,1] |

(14) Soit 6 comme en (13). On a

En posant
20

et Y =

2(1-0)
X =

n n
g ciX; E X
i=1 i=1

et en appliquant I'inégalité de Holder montrée en (2) avec p/26 jouant le role de p, on a

n 2
i=1

E(XY)

20 p/20 20/p . 2(1-0) 2/(1—0) (1-0)/2
E ZciXi
i=1

4 (1-0)/2

E

>
i=1
(15) En utilisant (11) avec p =4, on a

IA

n
E ¢ X;
i=1

py\ 720/p

4

n

Z CiXi
i=1

2
CiXi>

D 20/p n 2
i=1

2
n

ZCiXi

i=1

E

H'M:
I,

< B |E (
En injectant dans (14), il vient

(50

n
E ¢ X
=1

1-6




De 13
0

n 2
(o) <o
=1

et enfin, comme 1 — 6 > 0,

n

ZCin:

i=1

"

n 2 1/2 n p\ 11/p
E (Z Cinz> < 54(11_0)/0 lE ( ZCiXi )] )
i=1 i=1
. i ~ 1 , .
ce qui donne le résultat en posant | &, = W > 0| (cette constante dépend bien de p car 6
4

dépend de p).
(16) Cette question semble étre une répétition de la précédente, I’énoncé aurait pu préciser ici que p > 1.

.
Ik

p)} 1/p
(17) Sans difficulté et laissé au lecteur.
(18) Comme u est nulle & partir d’un certain rang, ¥ (u) est une somme finie de variables aléatoires
donc est une variable aléatoire :

Pour p > 2,0n a
1/2

(&) =B

n
E ci X
i=1

et pour p € [1,2[, on a
1/2

()] <

n
E ciX;
=1

En posant o, = min(1, &), on a

1/2

n 2
Vp>1,a, |E (chxi> < [E(
i=1

n
E ¢ X;
im1

Une premiére conséquence

vu e RN, (u) e LO(Q) |

L’énoncé, un peu imprécis ici dans l’expression trop vague "conserve le produit scalaire”, demande
de prouver que

+oo
Vu,v € RM, @(w(u),w(v)) = (u,v) = Zuivi.
i=0

Or, toutes les sommes écrites ci-dessous étant finies

p(¥(),v(v) = E((u)i(v))

400 400

= E ZZ’LHXZ"UJ'X]'
=0 j7=0
+o00 +o00

= D) uiE(XX;).

i=0 j=0
Or,



et
E(X?) =1.
On en déduit que

+oo
o(¥(u),¥(v)) = Zuzvz = (u,v) |

(19) 1l s’agit de montrer qu’il existe des constantes cy, ; > 0 et (5, ; > 0 telles que

vu e RM, ay, g [E(|w(w)[P)]Y? < [E((u)|)]Y? < Bpq B9 (u)P)]7,

ou encore
+00 p\ 71/ +o0 a\ 11/4 +o0 p\ 7 /P
Yu S R(N), Qp q [E ( Z’LMX,’ )] S E ( ZuzXZ >‘| S ﬂp,q E < ZuzXz )] .
i=0 =0 =0

Ceci découle découle de (12) et (16) en remarquant que les constantes ¢y, déterminées en (16) ne
dépendent pas de n et qu’a u fixé, les sommes ci-dessus ne font intervenir qu’un nombre fini de
termes.

Les questions (12) et (16) montrent en effet que || - ||2 et || - ||, sont équivalentes pour tout p > 1

sur R=1v (R(N)).

Par transitivité de ’équivalence de normes, on en déduit que’ |- lp et | -|lq sont équivalentes | pour

tout p,q > 1sur R=1v (R(N)).

Une deuxiéme conséquence

(20) Soit Xi,..., X, une famille de k variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de
Rademacher. Par définition de 'espérance, on a

(ST IS o

k
Z%‘Xi
=1 (e1,eek)E{—1,1}F |i=1
k
Zai&

1
=% X
(E1seeeR)E{—1,1}F [i=1
1 k
E Z |Zaiai .

(e1ser) {11} |i=1

P(Xl :é‘l,...,Xk:gk)

Or, d’aprés (10) et (11) pour p = 1,

o (o)

k
D aiXi
i=1
et d’apres (10) et (16) pour p =1,

k
k
> a2 =Bil(a, . a5
=1

O£1||((11,...

Tout ceci montre que

k
S /BlnH(a’la .. 7a’1€)||gK .

k
E ;&5

i=1

k
arnf(ay,...,ar)l3 < >

(e1,..6)E{—1,1}F




(21) Considérons 'application T : R* — R2" — R" définie par I’énoncé. Cette application est claire-
ment linéaire et d’aprés I'inégalité de gauche obtenue en (20),

T(a1,...,a) =0= (ay,...,ax) = Ogs.

L’application T est donc .

Notons F' = Im(T'). Ce sous-espace vectoriel de R" est de dimension k.
Soit = (x1,...,2,) =T(a1,...,ar) € F. On a d’une part

k n
n
Z Zaifi = Z|$z| = =l

(61,...,516)6{71,1}19 =1 =1

D’autre part, avec les notations introduites en (20), on a d’aprés (10) a nouveau :

)LD S o

i=1 (1,mer)E{~1,1}k [i=1

k
E a; X;
i=1

= nxE

k
_ 2
= n E aj.
i=1

On en déduit que
k
I(ar, ..., ax)lls

1 n
= WWHHQz< .

En injectant ces informations dans la double inégalité obtenue en (20), on obtient

Vo € F =T(RY), arvanllz|f <z} < Bivallz|f |

Commentaires : par Cauchy-Schwarz, on a bien sir
Ve N, |- IF < Vall- |5

En revanche, il n’existe bien sir pas de constante a > 0 telle que
vne N av/al -5 < |- IF

Ce qu’affirme le résultat obtenu en (21), c’est qu’il est possible de trouver un sous-espace vectoriel
F,, de R"™ de dimension de l’ordre de log,(n) et une constante o > 0 (indépendante de n bien sir)
pour lesquels 'inégalité précédente est vraie en restriction & F,.

Ce type de résultat est du a Dvoretzky et date des années 60.



