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Résumé

On démontre, en s’appuyant sur le résultat principal de [2], que les classes d’Eisenstein (définies dans [2, Partie
4]) des familles de Hilbert-Blumenthal, dégénérent, en la pointe co de la compactification de Baily-Borel de la
base, en une valeur spéciale de fonction L du corps de nombres totalement réel sous jacent (Thm 4.1). On en
déduit une preuve alternative théoreme du Klingen-Siegel et un résultat de non annulation pour certaines de ces
classes.

Abstract

Degeneration of Eisentein classes of Hilbert-Blumenthal modular families We prove, using the main
result of [2], that the Eisenstein classes (defined in [2, Part 4]) of Hilbert-Blumenthal families degenerate, at the oo
cusp of the Baily-Borel compactification of the base, in a special value of an L-function of the underlying totally
real number field (Thm 4.1). As a corollary we get both an alternative proof of the Klingen-Siegel theorem and a
non vanishing result for some of these classes.

Abridged English version

In this paper, we consider Eisentein classes of a Hilbert-Blumenthal abelian scheme p: A — S (see Part
2 for the precise definition of the geometric setting). Let K be the underlying totally real number field
and d == [K : Q).
These classes are elements of Ext?\;[i;{%ws) (Q(0), (Sym' (R'p.Q)Y)(d)), for some integer I, where M HM (S)
is the category of algebraic mixed Hodge modules over S (cf. [10]). Applying the natural forgetful functor,
we get classes in Halr1(S(C), (Sym!(R'p.Q)V)(d)), where (Sym'(R1p,Q)V)(d)) is the underlying local
system to the Q-variation of pure Hodge structures (Sym'(R'p.Q)Y)(d). Using the theorem [2, Thm 3.2]
we are able to compute these topological classes, at least for [ > 2d (see Prop 3.1).
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Let j: § < S* be the immersion of S in its Baily-Borel compactification. The variety S* is obtained by
adding to S a finite number of points which are called cusps. We consider one of them, the oo cusp, and
denote by i: {oo} < S* the natural closed immersion. Using the theorem of Burgos-Wildeshaus [3, Thm
2.9], we compute the target of the residu morphism (see Part 4 for the definition)

Resl, : Ext2dh, 6 (Q(0), (Sym' (R'p.Q)")(d)) — Homszrar(Q(0), H* ™ (iue)" j. (Sym'H) (9)),

where SHM is the category of Q-mixed Hodge structures. This target is canonically isomorphic to Q
if g divides [ and is 0 otherwise. Then we compute the images of Eisenstein classes under Reséo, using
the explicit description of underlying topological classes obtained via the main result of [2], to get an
expression in which appears a special value of an L-function of K. From this result we deduce a special
case of the Klingen-Siegel theorem and a non vanishing result for some Eisenstein classes (see Thm 4.1).

1. Notations et convention

Pour X un schéma de type fini, séparé sur C, on note M HM (X) la catégorie des Q-modules de Hodge
mixtes algébriques sur X (cf. [10]) et D%(X) la sous catégorie pleine de la catégorie dérivée bornée des fais-
ceaux de Q-vectoriels sur X (C), équipé de la topologie transcendante, dont les objets sont les complexes
a cohomologie algébriquement constructible. Par construction de M HM (X)), on dispose d’un foncteur
For = real orat: DPMHM (X) — D%(X), ou rat est le foncteur défini par Saito et real est le foncteur
de Beilinson.

On suppose désormais que X est lisse. On dispose alors d’un foncteur exact et pleinement fidele de la
catégorie des Q-variations de structures de Hodge admissibles au sens de [4], notée VSHM (X), vers
MHM (X) au moyen duquel on identifie V.SH M (X) & une sous catégorie pleine de M HM (X).

Pour V € Ob(VSHM (X)), on note V le systéme local sous jacent et For(V') coincide avec V & un décalage
pres. Dans cet article, on ne tient pas compte de ce décalage, i.e. on considere que For(V) est égal a V.

Soient K un corps de nombres totalement réel, g := [K : Q], Ok lanneau des entiers de K, Dy
la différente de K, Trx la trace de K, Ng la norme de K et dx le discriminant de K. On fixe une
énumération des Q-plongements de K (ok)1<k<4 €t pour K € {R, C}, on note tg I'isomorphisme

K@K >KY, a®x— (ok(a) 2)i<k<y-

On note Ay les adeles finies de Q et pour tout idéal fractionnaire a C K, on pose a:= [] ay, ot a,
v finie
désigne I'adhérence de a dans K.

2. Données géométriques
On définit un schéma abélien & I’aide du formalisme de Pink (cf. [9]). Soit G le Q-schéma en groupes
réductif G, sous schéma fermé de Resy/qoGLz x défini par le diagramme cartésien suivant

G —>RQSK/QGL27K
\L \LResK/Q(det)
G oz Resk/oGm, x

On identifie Resg,oGL2 x(R) & GL2(R)Y au moyen de tg et on fait de X := (C\ R)? un G(R)-espace
homogene en faisant agir le groupe G(R) C GL2(R)? & gauche sur X via les homographies. On considere

2



alors le triplet (G, X,h), donnée de Shimura pure (cf. [9, Def 2.1]), ot h: X — Hom(G,, ¢ X Gp,c, Ge)
est le morphisme défini par

i Teon — Teze —|Tkl? (21 — 22)

B ke

€ G(C) € GLy.k(C) = GLy(C)*

21— 2 —Tr21 + T2
1 2 k21 k22 1<k<g

Le groupe G agit sur V := Resg /q(Ga,x ® Gq,x) par restriction de I'action Resy, /(Std) de ResL/QGLg L
sur V. On vérifie que le type de Lie(V'), en tant que représentation de G, est {( 1,0),(0,—1)}. Ainsi
Pextension unipotente de (G, X, h) par V, notée (V x G, X', 1), est bien définie (cf. [9, p. 36-37]).

On fixe un entier N > 3 et on définit Hy, sous groupe compact ouvert net de G(Ay), p

Hy = {Me I1 ¢(Ox.) : M =1 mod N(’o}}

v finie
et Hj, sous-groupe compact ouvert net de V- x G(Ay), par Hy = (D;{l &3] 5;) X Hpy.

Ces données définissent deux variétés algébriques complexes lisses M~ (G, %) et MHN (V x G, %) et I'on
dispose d’un morphisme canonique 7: M~ (V x G, %') — M~ (G, %) qui est le morphisme structural
d’un schéma abélien (cf. [9, 3.22, Prop 9.24]).

Soient $) le demi-plan de Poincaré supérieur et Ay := {M € SLa(Ok) : M = I mod NOg}. L’action
de G(R) sur X induit une action propre et discontinue du groupe Ay sur $9. La variété analytique
complexe An\HY est la variété analytique complexe associée a une variété algébrique complexe lisse ca-
nonique notée S. De plus, 'inclusion canonique $9 — X induit par passage au quotient une immersion
ouverte Ax\$H9 — M~ (G, %)™ qui est le morphisme analytique associé & une unique immersion ouverte
algébrique S — M~ (G, X). Soit ms: A — S la restriction de m au dessus de S.

Le morphisme (mg)*": A" — S est le morphlsme p: AG\(CY x $9) — An\$H? induit par la pro-

jection canonique C9 x 9 — H9, ou Ay : (D_ @ Ok) x Ay agit sur C9 x $H9 par action qui a
af , .
(a,b), 5 (z,7) | € Ay x (C9 x H9) fait correspondre :
aé

_ Ak oula) — o ok ()T + ok (B) o ()T + ok (6) g
<Uk(7)7'k + o%(6) *ok(a) = ox(b) (Uk(’Y)Tk +ak(5)> "ok ()T + 0% (0) )1<k<g € (Lx o).

Le systéme local (R'p.Z)Y sur Ayx\$H?, vu comme représentation de Ay, coincide avec la représentation
standard de Ay sur T := D' @ Ok et le morphisme TAT — 2miZ, (¢, d)A(c/,d') v 2mi Tryc(cd' —c'd)
qui est Ay-équivariant définit une polarisation principale du schéma abélien 7 g: A — S que I'on note w.
Enfin, on fixe a € N’lDI_{l, b e N~ 1Ok et on note Tap: S — Ale point de N-torsion de mg: A — S
dont le morphisme analytique associé est An\H7 — AW\ (C9 x $9), [7] — [((ar + brTk)1<k<g, T)]-

3. Explicitation de classes d’Eisenstein au niveau topologique

On fixe | > 2g et on considere la classe d’Eisentein is!, . € Ext?\z;M(S) (Q(0), (Sym'H)(g)) (cf. [2,
Partie 4]), ot H est la variation de Q-structures de Hodge pures (R*(m5).Q)" dont le sytéme local sous

jacent H, vu comme représentation de Ay, coincide avec la représentation standard de Ay sur I'g. Le
foncteur For induit le morphisme suivant, noté abusivement également For

For: Ext?),.} o (Q(0), (SymH)(9)) — HALH(AN\S?, (Sym'H)(d)) € HELH(An\H, ((Sym'M)(d))c).
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On applique le corollaire [2, Cor 3.2] pour déterminer For(é’isfnayb) (cf. [1, 9.5] pour le détail du calcul).

Proposition 3.1 La (2d — 1)-forme différentielle sur $7 a valeurs dans Sym!'T'c

) exp( 2m Tri (ac — bd)) .
(2mi)? (29 +1—1)! (2g+1) . d)ezr\{o} kzl e d. )5 file,d,7) v, ® he,d,T)

ot pour tout (¢,d) €T, 7 6 99, ke{l,...,g}, on note ty := (1, — 7) L et

ple,d, ) := —2mi Zt loj(c) + o;(d)T;)?,

fele,d, 7)==t} (o ( ) + o (d)75)? H tloj (e) + o (d)m; 2,

Vg = dry NATTA . A dr AdTR A .. A dTg dr, € Q2971(9H9,C),
hc,d,7) := (= (txTr (ok (c) + on(d)Th))1<k<g, (te(or(c) + ok (d)Th)1<k<y) €CI G CI = Tk,

(vcsec)

induit une classe de cohomologie dans HE Y (AN\$HY, ((Sym'H)(d))c) qui coincide avec For(&s%yb).

4. Dégénérescence des classes d’Eisenstein

La compactification de Baily-Borel de S, notée S*, s’obtient en ajoutant un nombre fini de points,
appelés pointes. L’une d’elle est remarquable : la pointe co. On note j: S — S* "immersion ouverte de
S dans S* et ino: {00} < S* Vimmersion fermée de la pointe co dans S*. On définit le morphisme Res’_
par le diagramme commutatif suivant.

Ext37 (s (Q(0), (Sym'H) (9)) =======Hom psps 1 11(5) (Q0), (Sym'H)(g)[2g — 1])
| )
HomeMHM(S*)(Q(O)aj*(symlH)(g)[QQ —1])
Resf)o \1/ 1= (o0 )+ (foc) ™
Hom pe ar g+ (Q(0), (o) (is) " ju(Sym'H) () [2g — 1])

|| (adjonction)

Homs prar (Q(0), H? ™ (ice)* ju (Sym"H) (9)) =5 Hompug s (Q(0), (s )" (Sym'H)(g)[29 — 1])

On identifie le but de Res’_ & I’aide du théoréme de Burgos-Wildeshaus [3, Thm 2.9].
Si g divise [, la Q-strucure de Hodge H?97(is)*j.(Sym'H)(g) est canoniquement isomorphe & Q(0) et

eséo(gis;a’b) € Homgsma (Q(0),Q(0)) = Q.

Dans le cas contraire, H297! (i )* . (Sym'H)(g) = 0 et donc Res’,(Eis,, ) =0.
Pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on introduit la série convergente

Z exp(2mi Trg (be))

L(DZ', N, b, s) = ,
( K ) NK(C)S

ce(DRN\{0))/O%
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olt OF y est le sous-groupe des unités de Op, congrues a 1 modulo NOy,.
Théoréme 4.1
a) Pour tout \ € NZ3, a € N'Di! et be N~'Ok \ {0}

(A+2) (A+ 1)) g2 N9 Vdx
(27i)(A+2)9

Res!(Eisy? ) = LDZ', N,b,A+2).

b) Pour tout A\ € N=5 et b€ N=10x \ {0},

(27mi) ™ \/dx L(Dg', N,b,\) € Q.

¢) Sig > 2, pour tout X € NZ* pair, a € N™'Dy', et b € N~'Ok \ {0} tel que les idéauz entiers
NbOg et NOg sont copremiers, on a
Eisijb # 0.

Le résultat b), qui se déduit de a) et de Reséo(é'iséa ,) € Q, est un cas particulier du théoréme de
Klingen-Siegel. Si notre preuve présente une certaine aﬁalogie avec la démonstration originale (cf. [6]),
elle met toutefois en lumiere un lien géométrique nouveau, via le polylogarithme, avec la famille modu-
laire de Hilbert-Blumenthal. D’autre part, Sczech (cf. [11]) et Nori (cf. [8]) ont tous deux redémontré le
théoreme de Klingen-Siegel en utilisant une classe de cohomologie rationnelle. Notre approche présente
donc également une certaine analogie avec les leurs. Quant au résultat c), il résulte de a) et de l’analyse
d’une équation fonctionnelle due a Siegel, liant L(D;(l, N,b,-) a une fonction zéta partielle de K (voir
[12, (10) p. 112]). Pour la démonstration de la partie a), de ce théoréme, on renvoie le lecteur & [1, preuve
du Thm 9.5.5 p. 131-134]. Avant de donner quelques éléments de celle-ci, on mentionne que Kings, dans
la prépublication [5], a donné une autre preuve des résultats du théoreme 4.1, en s’appuyant également
sur le lien géométrique avec la famille modulaire de Hilbert-Blumenthal.

Ag

[oR

On reprend la construction du morpshime Res en se placant cette fois au niveau topologique,

pour définir un morphisme Res)?: Hal-l(An\$HY, (Sym™¥H)(d)) — Q. On en déduit un morphisme

(Resa?)c: HEZH(AN\$HY, ((Sym™H)(d))c) — C par extension des scalaires de Q & C qui s’insére dans le
diagramme commutatif, noté D, suivant

Xt s (QU0), (Sym™H)(9)) B H20-1 (A \ 59, (Sym M) (d) = H2ZLH(An\HY, (Sym™H)(d))c)
Res;-ql l@ l(@)c
Q Q¢ C

ou la commutativité du carré de gauche résulte de la compatibilité des formalismes des 6-foncteurs sur

DPMHM(-) et sur D%(-) via le foncteur For. On explicite & présent (Res)?)c. Soit Ay oo le stabilisateur
de la pointe co dans Ay . On vérifie que

€ a
ANoo = e€Of yetae NOy
0e! ’
Pour tout r € R>0, AN, agit sur V,. et D, définis par
Vei={r e 9’ : Im(n)Im(re)...Im(ry) >r} et D,:={re€H? : Im(m)Im(r)...Im(ry) =r}.
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Le morphisme canonique Ay oo\V, — An\HY est une immersion ouverte et Ay oo\V, U {o0} est un
voisinage de co pour la topologie de Satake de (S*)*" dont An, o\D: est le bord.

L’ensemble B := {X} = (ex,0) : 1 <k <g}U{Yi = (0,ex) : 1 <k < g}, ou (exr)i<k<y désigne la base
canonique de C9, est une base de C9 @ CY qui induit une base C de Sym™?(CY @ C9) dont Y Y3 ... Y;‘

Sym*? (1c,tc) Y1>‘Y2>‘...Yq>‘—coord.

Sym™(C? & C9) rel. 2 C
est invariante sous 'action de Ay o et respecte les structures rationnelles. On en déduit un morphisme
de systémes locaux sur Ay, oo\D;, prg‘o,rz (Symxg'H@)‘AN,m\Dr — C, pour r > 0.

est élément. On vérifie que la composition Sym™(I'¢)

L’application (Res?)c est induite, pour 7 > 0, par

Q97 AN\?, (Sym™MH)(d)c) — C, n— An oo\D (P12 ) (27) 77 may L\ D, ),

On calcule alors Resg‘g(é'is;‘gyb) = (Resg‘g)c(For(Sis;‘gyb)) (cf. commutativité de D), en utilisant 1’expres-

sion de (Res?)c précédente et la proposition 3.1, pour établir le résultat a).
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