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Résumé

Dans [B2], on a démontré que les courants de Levin (cf. [L]) permettent de décrire expli-
citement les classes d’Eisenstein d’un schéma abélien au niveau topologique. On applique
ici ce résultat, conjecturé par Levin, au cas ou le schéma abélien est une famille de variétés
abéliennes de Hilbert-Blumenthal (cf. Proposition 4.3). On étudie ensuite la dégénérescence
de ces classes d’Eisenstein en une pointe de la compactification de Baily-Borel de la variété
de Hilbert-Blumenthal. Au moyen du Théoreme de Burgos-Wildeshaus [BW, Theorem 2.9],
on démontre un résultat de rigidité (cf. Proposition 3.4) qui permet de restreindre I’étude
au niveau topologique. On prouve, en utilisant la description explicite des classes d’Ei-
senstein obtenue précédemment, que ces classes dégénerent en des valeurs spéciales d’une
fonction L associée au corps de nombres totalement réel sous-jacent (Théoreme 5.2). On
en déduit une preuve géométrique du Théoreme de Klingen-Siegel (Corollaire 5.3) et un
résultat de non annulation pour certaines de ces classes d’Eisenstein (Corollaire 5.4).

Abstract

In [B2], we have proved that Levin’s currents (cf. [L]) give an explicit description of the
Eisenstein classes of an abelian scheme at the topological level. We apply here this result,
conjectured by Levin, in the situation where the abelian scheme is an Hilbert-Blumenthal
family of abelian varieties (cf. Proposition 4.3). Then we study the degeneration of these
Eisenstein classes at a cusp of the Baily-Borel compactification of the Hilbert-Blumenthal
variety. Using the Theorem of Burgos-Wildeshaus [BW, Theorem 2.9], we prove a rigidity
result which allows us to restrict the study at the topological level (cf. Proposition 3.4).
We show, using the explicit description of the Eisenstein classes obtained previously, that
these classes degenerate in special values of an L-function associated to the underlying
totally real number field (Théoreme 5.2). We deduce then a geometric proof the Klingen-
Siegel Theorem (Corollaire 5.3) and a non vanishing result for some of these Eisenstein
classes (Corollaire 5.4).



1 Introduction

Les classes d’Eisenstein d’un schéma abélien (cf. [B2, Partie 5] pour une définition) ont une
origine motivique d’apres Kings (cf. [Kil]). Dans le cas elliptique, celles-ci ont été intensivement
étudiées et on en connait des propriétés remarquables, mais en dimension supérieure, peu de
choses sont connues a leur sujet. Par exemple, la non nullité de ces classes constitue un probleme
ouvert. Levin avait conjecturé que les courants qu’il construit dans [L] permettent de décrire le
polylogarithme (cf. [B2, Partie 4.1] pour une définition) et par suite les classes d’Eisenstein d’un
schéma abélien. Cette conjecture étant démontrée (cf. [B2]), on peut envisager d’utiliser cet outil
pour aborder I’étude des classes d’Eisenstein en dimension supérieure.

Dans cet article, nous considérons le cas particulier des familles de variétés abéliennes de
Hilbert-Blumenthal et nous utilisons le-dit outil pour exhiber des propriétés remarquables des
classes d’Eisenstein. Le lecteur pourra consulter la note [B1] pour un exposé concis des travaux
présentés ici. Toutefois, dans la Proposition 3.1 et dans le Théoreme 4.1 a) de [B1], les constantes
rationnelles sont erronées. Les valeurs correctes de celles-ci sont données respectivement dans la
Proposition 4.3 et le Théoreme 5.2. On commence par donner une expression en coordonnées
de ces classes, au niveau topologique (cf. Proposition 4.3). Celles-ci vivent dans un groupe de
cohomologie de la base du schéma abélien, base qui est une variété de Hilbert-Blumenthal. On
étudie ensuite leur dégénérescence en une pointe de la compactification de Baily-Borel de la base
et 'on démontre que les résidus en cette pointe de ces classes s’expriment en termes de valeurs
spéciales d’une certaine fonction L attachée au corps de nombres totalement réel sous-jacent (cf.
Théoreme 5.2). On réduit ce calcul & un calcul au niveau topologique (cf. Proposition 3.4) en
utilisant de facon essentielle le Théoréeme de Burgos-Wildeshaus [BW, Theorem 2.9]. Ce résidu
étant un nombre rationnel, on en déduit une preuve géométrique du Théoreme de Klingen-Siegel
(cf. Corollaire 5.3).

Plusieurs preuves de ce Théoreme ont été données depuis 1962, date de la publication de la
premiere démonstration dans 'article [K1]. Si notre approche présente une certaine analogie avec
la preuve originale, elle met toutefois en lumiere un lien géométrique nouveau avec la famille mo-
dulaire de Hilbert-Blumenthal, via le polylogarithme. On remarque que les deux démonstrations
les plus récentes de ce résultat dues a Nori [No] et Sczech [Sc] utilisent toutes deux la rationalité
d’une classe de cohomologie pour en déduire la rationalité d’une valeur spéciale de la fonction L
en question. Notre approche présente donc également une certaine analogie avec les leurs.

On déduit également de la forme particuliere de la dégérescence des classes d’Eisenstein un
résultat de non nullité pour certaines classes d’Eisenstein dans cette situation géométrique (cf.
Corollaire 5.4). La preuve utilise une équation fonctionnelle due a Siegel pour la fonction L qui
apparait dans lexpression du résidu. On mentionne enfin que Kings dans la prépublication [Ki2]
étudie également la dégénérescence des classes d’Eisenstein dans le cas Hilbert-Bimenthal.

On passe maintenant au contenu des différentes parties de cet article.

e Partie 2 : On définit le schéma abélien que l'on considere a ’aide du formalisme de Pink
(cf. [P]). Cette approche nous est utile pour la suite. On définit également des sections de
torsion et on esquisse la construction de la compactification de Baily-Borel d’une composante
connexe de la base.



e Partie 3 : Cette partie est consacrée a la définition et a I’étude du morphisme résidu en une
pointe de la compactification de Baily-Borel de la base du schéma abélien précédemment
défini. On y montre en particulier que le but de ce morphisme est soit nul, soit canoni-
quement isomorphe a Q. C’est ici qu’intervient le Théoreme de Burgos-Wildeshaus [BW,
Theorem 2.9]. Son énoncé faisant appel au formalisme de Pink, la définition du schéma
abélien dans ce langage nous est précieuse. On établit également un résultat de rigidité (cf.
Proposition 3.4) qui nous permet de réduire le calcul du résidu a un calcul au niveau topo-
logique.

e Partie 4 : Il s’agit ici de calculer les différents objets qui interviennent dans la définition des
courants de Levin (cf. [L]). Le lecteur trouvera une explication des différents objets en jeu
en début de section. Ces calculs effectués, on peut alors donner une formule pour les classes
d’Eisenstein, au niveau topologique, dans notre contexte (cf. Proposition 4.3).

e Partie 5 : Disposant d’une expression explicite au niveau topologique des classes d’Eisenstein
et d’un résultat de rigidité qui nous permet d’effectuer le calcul au niveau topologique, on
détermine, dans cette partie, le résidu de ces classes en intégrant celles-ci le long du bord
d’un voisinage ouvert de la pointe considérée. On établit alors le lien entre ces résidus et
des valeurs spéciales d’une certaine fonction L (cf. Notation 5.1 et Théoreme 5.2) et on en
déduit le Théoreme de Klingen-Siegel (cf. Corollaire 5.3) et un résultat de non annulation
(cf. Corollaire 5.4).
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Notations :

Pour X un schéma de type fini, séparé et lisse sur C, on note :

VSHM(X) la catégorie des Q-variations de structures de Hodge mixtes polarisables et
admissibles (cf. [Ka]) sur X,

\Y le systeme local sous-jacent & V pour V.€ Ob(VSHM (X)),

MHM(X) la catégorie des Q-modules de Hodge algébriques mixtes sur X (cf. [Sa]).

En particulier, M H M (Spec(C)) est la catégorie des Q-structures de Hodge mixtes polarisables,
catégorie que I'on note simplement SHM.

On a un foncteur canonique VSHM (X) — M HM (X) qui est exact, pleinement fidele et grace
auquel on identifie V.SHM (X) & une sous-catégorie pleine de M HM (X).
Par construction de M HM (X), on dispose d’un foncteur For := real o rat: DPMHM (X) —



D%(X), ot rat est le foncteur défini par M. Saito, real est le foncteur de Beilinson et D%(X) la
sous catégorie pleine de la catégorie dérivée bornée des faisceaux de Q-vectoriels sur X (C), équipé
de la topologie transcendante, dont les objets sont les complexes & cohomologie algébriquement
constructible.

Convention 1.1 — Si V € Ob(VSHM (X)), For(V) est le systéme local V convenablement
décalé. Dans cet article, on ne tient pas compte du décalage.

On fixe pour la suite :

L un corps de nombres totalement réel L de dimension g,
(0k)1<k<g une énumération des plongements réels de L,

a un idéal entier de L,

N un nombre entier plus grand que 3.

Soient b un idéal fractionnaire de L et p un idéal premier de L. On note

Or, I’anneau des entiers de L,

Try, la trace de L,

Nz la norme de L,

dr, le discriminant de L,

0y, la différente de L,

NL(b) la norme de b,

bY le dual de b relativement a Try,,

L, la complétion de L en la valuation associée a p,
Or, I’anneau des entiers de Ly,

by la complétion de b en la valuation associée a p.

2 Données géométriques

On commence par définir le schéma abélien que 1’on considere dans cet article. On utilise pour
cela le formalisme et les résultats de la These de Pink [P]. On rappelle ensuite rapidement la
construction de la compactification de Baily-Borel de la base du schéma abélien précédemment
défini, qui est une variété de Hilbert-Blumenthal. On définit enfin des sections de torsion.

Convention 2.1 — Soit H un groupe algébrique sur L et soit K € {R,C}. Pour toute K -algébre
A, on dispose d’un isomorphisme de K-algébres A @g L = A9, a @1 +— (ox(1)a)1<k<y au moyen
duquel on identifie (Resy,oH) xq K et (H xg K)Y.

2.1 Définition de la base du schéma abélien

Soit i : Gy, — Resp @G,z le morphisme qui a une Q-algebre A fait correspondre le mor-
phisme de groupes A* — (A® L)*, a — a® 1. On définit le Q-schéma en groupes réductif G par
le diagramme cartésien suivant :



G ——> ReSL/QGLQ,L
l O lReSL/Q(dé‘c)

Gm’@(—i) ReSL/QGm,L .

On pose HT := C—R et on fait de ($*)9 un G(R)-espace homogene & gauche en faisant agir le
groupe G(R) C GLy(R)? & gauche sur ()9 via les homographies. On définit alors un morphisme
h: ($F)9 — Hom(Sc, Gc) € Hom(Sc, (GL2c)?) par :

TE (ﬁi)g —

i Tzl — Thze —|Th|?(21 — 22) ))
, e S(C —_— _ € GLy(C)Y
(21 22) ( ) = <2 Im(Tk) ( 21 — 29 —Tk21 + Tr22 1<k<g 2( )

Alors, (G, ($T)9) est une donnée de Shimura pure. Pour tout p ideal premier de L, on pose

b a,d €1+ NOLp,
H(@a,N,p) =< (¢ € GLy(Ly) | c€ N(@ra?)p, be N 'a™2),,
¢ d ad —be € OF

Ly

Le groupe H(a,N) := (H H(a, N,p)) N G(Ag,r) est un sous-groupe compact ouvert net de
p
G(Ag,y)-

On note S la variété algébrique complexe quasi-projective lisse M7 (@N) (G, (§5F)9) (cf. [G, p.
103] pour une interprétation modulaire de S). L’inclusion canonique du produit de g copies du
demi-plan de Poincaré supérieur §) dans (Sﬁi)g induit une immersion ouverte

[(a, N)\H? — 5,

ouI'(a,N) := {( CCL Z > € SLy(L) |a,d€ 1+ NOpL, c€ Noga?, b e NbLla_Q} C G(Q), qui

identifie I'(a, N)\$? & une composante connexe de S%". La variété analytique complexe I'(a, N)\$H?
est la variété analytique complexe associée a une variété algébrique complexe quasi-projective
lisse canonique notée S°. Par définition de la structure de variété algébrique de S, SO est une
composante connexe de S.

2.2 Définition de la famille de variétés abéliennes

Soit V = ResL/Q(Ga’L ® Gg,,). On pose P := V x G le produit semi-direct associé a la
restriction a G de l'action standard de Resy oG Lo 1 sur V.

Lemme 2.2 (comparer & [Wil-V-Lemma 1.1]) — Soient 7 € ($T)9. Le morphisme h(t) définit
une Q-structure de Hodge pure de poids —1 sur V(Q). Sous lidentification Ve = (G c @ Goc)?
la filtration de Hodge est donnée par :

Fl(VC):O7
(1)< ((7).
F_l(Vc):Vc.



Démonstration — H% (V) est le sous-espace propre associé au caractére (z1,2) — 2z9. Un
calcul permet alors de conclure. O

On définit alors la donnée de Shimura (P, X) comme étant I’extension unipotente de (G, ($*)9)
par V. Comme Lie(V) est de type {(—1,0),(0,—1)}, on a la description suivante de X :

X = {(¢,7) € Hom(S, Pp) x (5%)? | h(r) =po v},

ou p: P — G est la projection canonique. A Daide des isomorphismes donnés par [Wil-V-Lemma
1.2] et [Wil-V-Corollary 1.4.b], on construit un biholomorphisme :

T x (HT)9 5 %,
On introduit le sous-groupe ouvert compact de P(Ag )
K(a,N) := (H (@) EBH ap> x H(a,N).
p p

On note A la variété algébrique complexe quasi-projective lisse MK (a.N )(P, X). La projection
canonique p : P — G induit un morphisme A — S, noté (abusivement) également p, qui est le
morphisme structural d’'un schéma abélien de dimension relative pure g.

La restriction de p®: A% — S9 au dessus (S°)* = I'(a, N)\$HY est donnée par la projection
canonique

g: A° = A, N\EH — (8,
ol Xt :=C9 x H9 et A(a,N) := (aV @ a) x ['(a, N) agit sur X* par l'action qui a

<<(a/,a), < ° >) ,(z,T)) € A(a, N) x (€7 x )

2 ow() 7 + 0w(B)\  on(a)T + ok(B3) )
(O’k(V)Tk +0x(0) ok (V)7 + 0%(0) > "ok (V)7 + 0% (6) )1§k§g c e

On a donc I'identification suivante : (pgo: Ajgo — SO = (g: AY — (S9)am).

fait correspondre :

+oula) - (o)

2.3 La pointe oo

On rappelle succinctement comment est construite la compactification de Baily-Borel de S°.
On définit une pointe de I'(a, N) comme étant une orbite d'un point de P!(L) sous I'action de
I'(a, N) C SLy(L) induite par les homographies. On adjoint & S° ’ensemble des pointes de I'(a, N)
pour obtenir un ensemble que 'on munit de la topologie de Satake. Sur cet espace topologique,
on dispose d’une structure d’espace analytique complexe normal compact (non lisse si L # Q)
compatible avec celle de (S%)em. A Taide des séries de Poincaré, on construit un plongement de
cet espace analytique dans un espace projectif. Il hérite ainsi d’une structure de variété algébrique
complexe normale et projective. On note (S°)* la variété algébrique obtenue. Par définition méme
de la structure algébrique de S°, SO est un ouvert dense de (S°)* et la variété (S°)* est appelée
compactification de Baily-Borel de S°.



On décrit maintenant un systéme fondamental de voisinages dans (S°)* (pour la structure
analytique) de la pointe oo, pointe qui correspond & l'orbite de [1 : 0] € P}(L) sous I’action de
I'(a, N). Le stabilisateur de I’'oo dans I'(a, V) est

['(a, N,00) := {( g 56—11 ) €l(a,N) |e€Urnetac Na;1a2},

ou Ur n est le sous-groupe des unités de Op, congrues a 1 modulo N. On vérifie que I'(a, N, 00)

agit sur
g
HIm(Tj) > r} )

i=1

Vr::{TEﬁg

pour tout 7 € R>Y. Alors pour r > 0, le morphisme canonique I'(a, N,00)\V; — S® est une
immersion ouverte et ’ensemble {(I'(a, N, 00)\V,) U {oo} | » > 0} forme une base de voisinages
ouverts de I'oo dans S°.

2.4 Sections de torsion

Soient a’ € N~'a¥, a € N~'a. Le morphisme analytique

To'q (SO)“" =T(a, N)\H? — A(a,N)\(CY x $H9) ~ (A|So)“”
(7] = [(ox(a’) + or(a)Tk)1<k<g, T] -

est le morphisme analytique associé & un unique morphisme algébrique S° — Ajso qui est une
section de N-torsion de pjgo: Ajgo — 5% que I'on note (abusivement) également 4 4.

3 Le morphisme résidu en ’co

Cette article traite de la dégénérescence des classes d’Eisenstein (cf. [B2, Définition 5.3]) du
schéma abélien pjgo: Ajgo — SY en la pointe oo, i.e. de la détermination du résidu en I'co des
classes d’Eisenstein.

Dans cette partie, on définit le morphisme résidu en ’co, de source un groupe d’extensions de
MHM(S®) et de but un groupe d’extensions de SHM qui est soit trivial, soit canoniquement
isomorphe a Q. On explique enfin que le calcul du résidu en I’'co se réduit a un calcul au niveau
topologique.

On note :

§:8%— (8%* Tlimmersion ouverte de S° dans (SY)*,

ioo 1 00 = (89)*  TI'immersion fermée de la pointe oo dans (S°)*,
H = (R'(p)s0)«Q)" € Ob(VSHM (S)),
l un entier positif.



3.1 Définition du morphisme résidu en I’'co

On définit le morphisme Resf>O par le diagramme commutatif suivant.

EXt37 50, (Q(0), (Sym'H)(9)) Hom sy 1 ar(50) (Q(0), (Sym‘H) (g)[2g — 1])
Hom po vy g1 (50y+) (Q(0), = (Sym'H) (9)[29 — 1))

1= (o0 )+ (i00) "

HomeMHM((SO)*)(Q(O)a (ioo)*(ioo)*j*(SleH)(g) 29 —1])

Homs s (Q(0), H* ™ (ise)*ji(Sym'H) (g)) <5 Hompug 1 (Q(0), (ic0)*ji(Sym'H) () [2g — 1])

(adjonction)

l
Res

oo

(adjonction)

3.2 Le but du morphisme résidu en 1’co

On détermine & présent la Q-structure de Hodge H?9 ™ (is0)*j«(Sym'H)(g).

Par construction de § = M (aN )(G, (H7)9), on dispose d'un foncteur canonique qui associe
a une représentation algébrique rationnelle de G une Q-variation de structures de Hodge mixtes
polarisable sur MH(&N)(G, (§*)9)(C). De plus, d’apres [W, II - Theorem 2.2], les variations issues
de cette construction sont admissibles. On en déduit un foncteur tensoriel canonique

Hr(an): RepgG — MHM(S),

ou RepgG est la catégorie des représentations algébriques rationnelles de G-

D’apres la définition de G, on a un morphisme canonique G — G, @, noté x, qui four-
nit une action de G sur G, . On vérifie que pg(qn)(X) = Q(1). Le groupe G agit sur V' :=
Resy /g(Ga,r @ Gq,1) par restriction de I'action standard de Resy gGLo,r. L'image par fip(q n)
de cette représentation est (R1p,Q)Y (p est le morphisme structural du schéma abélien A — S).
Ainsi (Sym!(R'p,Q)Y)(g) est dans I'image du foncteur HH (a,N)-

Burgos et Wildeshaus ont établi un Théoreme [BW, Theorem 2.9] qui permet de calculer la
Q-structure de Hodge H?971i*_j, tr(a,N) (W), pour W € RepgG, en termes de cohomologies de
deux groupes : I'un algébrique unipotent, 'autre arithmétique. L’énoncé du résultat précis re-
quiert la description de la compactification de Baily-Borel dans le formalisme de Pink. Pour cela,
on renvoie aux chapitres 4 et 6 de la These de Pink [P] ou encore, pour un résumé, a [BW-p. 365
et 366]. On explicite les différents objets qui interviennent dans la description de la pointe co de
B en suivant les notations de [BW- p. 365 — 367| et aussi les groupes qui interviennent dans ce
cas dans le Théoreme [BW-Theorem 2.9].

e Soit () le sous-groupe parabolique admissible de G qui est le produit fibré du sous-groupe de
Borel standard de Resy, /QGLZ L



et de Gy, .
e Le sous-groupe normal canonique de @), P, est le produit fibré du sous-groupe de Resy ;oG L2 1,

o)y

et de G,, @ qui s’identifie a ResL/QGa’L X G-
e Le radical unipotent W; de P; (et de Q) est le produit fibré du sous-groupe de Resy, 0GLa L

1 =
to1);
et de Gy @, c’est a dire Resy, igGa,L-
e On note m: Py — G := P1 /Wi = Gy, g la projection canonique.
e On fixe K := H(a, N) sous-groupe compact ouvert net de G(Ag,f), g :=1 € G(Ag,f) et on
pose K1 := Pi(Ag,f) N H(a,N).
e La composante de bord dans la compactification de Baily-Borel qui correspond a la pointe
oo est la donnée de Shimura (G, g, Isom(Z,Z(1))) (cf. [P, Example 2.8]).
e On a donc un morphisme ig,, , (aN)1: M™E)(G,, 0, Tsom(Z, Z(1))) — (S°)*.
e On calcule He := Centgq)({—1,1}) N Wi(Agy) - H(a,N) et Ho := w(Hc¢) pour trouver

€k 7 € *
HCZ{<0 61> 5€UL,N} et HC:{|:<O o1 >:| |€EUL,N}2UL,N-

e Enfin, A\M™K1)(G,, o,Tsom(Z, Z(1))) (cf. [BW, p. 367] pour la définition de A) est réduit
a un point et I'immersion induite par ig,, o H(a,N)1: M™E)(G,, 0, Tsom(Z, Z(1))) — (S°)*

A\M™ED)(G,, o, Tsom(Z, Z(1))) — (S°)*
correspond A iy : 00 — (SO)*.
On peut alors énoncer le résultat suivant.
Théoréme 3.1 (cas particulier de [BW-Theorem 2.9]) —

H97Y% . (Sym' H) (9) = L8 ey © HY(Ho, HY(Wy, ResG((Sym'V) @ x9))).
PTq=29—

La dimension cohomologique du groupe Wi (resp. du groupe abélien libre de rang g — 1 sans
torsion H¢) est g (resp. g — 1). Ainsi, on a :

H97Yi% G (Sym' M) (d) = pin(sc,y © H 7 (He, HI(Wh, Resg((Sym'V) @ x9))).
Proposition 3.2 —

H2-15% . (SymlH) (g) = { Qé@) si g divise [,

sinon .



Démonstration —
a) Calcul de HI(W7q, Resg(Syle ® x9))

On commence par remarquer que Wi n’agit pas sur x9. D’aprés [Kn-Thm 6.10], on a un
isomorphisme (Q/W7)-équivariant :

HY(W1, Resd(Sym')) = Hy(Wi, Res$ (Sym'V)) @ A(LieWy)V.

On étend ensuite les scalaires a Q, une cloture algébrique de Q. On a l'isomorphisme cano-
nique suivant :

Ho(Wr, Resg(Syle)) ®0 Q = Ho(W1(Q), Sym'V (Q)).

On note que :

w0 = 1{(3 1) 1<9)

=1
g

V@Q) = H {aiX; +b:;Y; | ai,bi €Q},
i=1
ou X; = (1,0), Y; =(0,1) € @2. On a ainsi une base canonique pour Sym'V(Q) :

(X7 XYM LY

(m17~--7mgyn17---7ng)

indexée par les 2g-uplets d’entiers positifs (m1,...,mg,n1,...,n4) tels que :
my+---+mg+ng+--+ng =L

1 «

Smtae@etsmtw::(o 1

). Alors, w.X; = X; et wY; = aX; +Y; et on vérifie, a aide

de cette remarque, que :
Hy(W1(Q), Sym'V(Q)) = Sym'V(Q)/ ({X7™ ... Xg“Y[" ... Yg" | Ji tel que m; # 0})g.
b) Caleul de H9™(He, (Sym'V(Q)/ ({X7™ ... Xg" Y™ ... Y™ | 3i tel que m; # 0})5)@x9).

Tout d’abord, Hc n’agit ni sur x9 (les éléments de H¢ sont de déterminant 1) ni sur

g . , 2 T . . N _
A(LieW1)V (le carré d’une unité est de norme 1). Le groupe H¢ étant isomorphe & Z971, en
prenant une résolution de Koszul, on obtient un isomorphisme entre :

HY'(He, (Sym'V(Q)/ ({X7™ ... Xg" Y™ .Yy | 3i tel que m; # 0})5))

et
Hy(Hc, (Sym'vV(Q)/ ({XT" . XY LY | Fi tel que m; # 0} >@).

Soient (n1,...,ng) un g-uplet d’entiers positifs tels que nq +--- +ny =1 et
S —
h = H
(5 2] eme
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alors, h.[Y]"™ ... Y] = [o1(e7H)™ .. oy(e7 )oY ... Y, ]. On remarque que si les n; ne
sont pas tous égaux, alors il existe e € U y tel que o1(e™1)" ... 0,(e™ )" # 1. Ceci peut
se voir en utilisant une Z-base (u1,...,u4—1) de Ur n et le résultat de théorie des nombres
classique qui affirme que :

logloi(u1)] ... loglog—1(u1)|
det z s £ 0.
log |o1(ug—1)| ... loglog—1(ug—1)|

¢) Conclusion

On rassemble les résultats précédents. On définit W comme suit.

e (Casougdivisel: On pose A:=1/g € N et on définit W comme étant le sous-espace
de Sym'V(Q) engendré par les X" ... X " Y™ ... Y," tels que

Q)
(n1,...,mg) # (A, .., A).
e Cas ot g ne divise pas [ :  On pose W := Sym'V (Q).

On a prouvé que :
H2-1* i, (Sym'H) (d) ©g Q = Sym'V(Q)/W @ A(LieW:)" @
L’action de Gy sur (LieW;)Y @ x9 et sur Sym!V(Q)/W est triviale. Enfin,

1 si g divise [,
0 sinon.

dimg Sym'V(Q)/W = {
O
Remarque 3.3 — Sig divisel, alors le quotientﬁyle(@)/W (engendré par la classe [Yll/g .. Ygl/g])
et la projection canonique Sym'V(Q) — Sym!V (Q)/W sont définis sur Q.

3.3 Rigidité de la dégénerescence

On suppose ici que g divise [. La construction de Resloo admet un analogue évident au niveau
topologique (i.e. dans la théorie D2(-)) qui permet de définir un morphisme

Resk,: HZH(SU(C), (Sym!M)(g)) — Hplei (00,05 Rjx(Sym'H)(g)).

Ce morphisme s’insere dans le diagramme suivant

Bty 050y (QU0), (Sym'H) (9)) — = F29-1(50(C), Sym'H(g))
Reséol \LRGS{X}
Homsar(Q(0), H97 iz, 1. (SymH)(g)) 2= B2} (00, %, R (Sym'H) (g))
(cf Proposition 3.2) (cf. Proposition 3.2)

Homgpn(Q(0), Q(0)) Q

qui est commutatif. En effet, le formalisme des 6 foncteurs de D*M H M (-) et celui de D(-) sont
compatibles via le foncteur For. On en déduit la Proposition suivante.

11



Proposition 3.4 — Pour tout ¢ € Ext?\Z;M(SO)(@(O), (Sym!H)(9)),

Res' (c) = Resl_ o For(c) € Q.

4 Calcul des classes d’Eisenstein au niveau topologique

Dans cette partie, on détermine les classes d’Eisenstein (cf. [B2, Partie 5] pour la définition) du
schéma abélien pjgo: Ajgo — SY au niveau topologique en utilisant le résultat principal de [B2] (cf.
[B2, Corollaire 4.7 ]). Ce dernier assure que les courants définis par Levin dans [L] permettent de
décrire le polylogarithme de pjgo: Ajgo — SY au niveau topologique, et par suite (cf. [B2, Partie
5]) les classes d’Eisenstein, toujours au niveau topologique.

Il s’agit donc ici d’expliciter les courants de Levin dans notre situation géométrique. Ces cou-
rants sont des séries de formes différentielles notées g; ., dans [L]. Pour la définition précise de
ces formes, on renvoie le lecteur & [L]. On en donne ci-dessous une esquisse tout en présentant le
contenu de cette quatrieme partie.

La construction de Levin vaut pour une famille de tores analytiques complexes munie d’une
polarisation (cf. [L, 1.1.2]). Dans la partie 4.1, on définit cette polarisation et on explicite le
pullback de

(prso: Ajso — (8%)™ = (g: A(a, N)\(C? x H%) — I'(a, N)\H?)

par la projection canonique 9 — A(a, N)\$H7, noté ¢': A — §H9. Pour la famille de tores analy-
tiques complexes ¢': A’ — $9, on dispose de coordonnées globales pour expliciter g(’m. Cest la
raison pour laquelle on considere plutot cette famille que (pjgo: Ajgo — (89))an,

On donne alors une trivialisation C*°-réelle ¥ de la famille de tores réels ¢': A’ — $9
U: (TIg /M) x H9 — A,

ot IT := aV@®a. Le systeme local constant (R'q.Z)" s’identifie & II et la polarisation (principale) est
donnée par un accouplement < - ,- >: IIAIl — 27iZ. En outre, (R'¢,Z)" est muni d'une structure
de variation de structures de Hodge pure de poids —1. On note F le fibré holomorphe sur $9 associé
et E = B9 ¢ E%1 la décomposition de Hodge de celui-ci. A Taide de la trivialisation U, on
associe a toute section # de F un champ de vecteurs sur A’ que ’on note également 6. En particulier,
pour tout v € II, on obtient deux champs de vecteurs v~ 10 et v%~1 sur A’, ot v = 410 4 701
est la décomposition de Hodge de 7 (cf. Partie 4.3 pour une expression en coordonnées de 19
et v%~1). Toujours grace & la trivialisation ¥, on construit une décomposition du fibré tangent
C>-complexe de A" : TcA' = (¢ )*TcH? B (A’ x 1) ot TeH?Y désigne le fibré tangent C°-complexe
de 9. La projection canonique Tc A’ — A’ x IIc donne une forme différentielle v sur A’ & valeurs
dans le fibré A’ x I¢ (cf. Partie 4.4 pour une expression de v en coordonnées). Pour a € N=! et
v € I\ {0}, la forme différentielle g/, ,, € [(A’, Q%' ® Sym*~'E) est définie par

1
/ .
g = 12,0,—1 | X~ X
wre ( 77 (p(7) = Ly-10)®

vol X (,70,—1)a—1> ’

12



ou e 1 1

)

40.-1 est Popérateur de contraction par le champ de vecteurs ~0—
X~ est une fonction complexe sur A’ définie par

Xy ([(2,7)]) = exp(< v, pri o ¥7H([(2,7)]) >c),

pr1 désignant la projection canonique (IIg/II) x $9 — Mg/l et < - ,- >¢

I’accouplement obtenu en prolongeant par linéarité < - ,- > (cf. Partie 4.6 pour une

expression de x, en coordonnées),

p(7) =< v~ 19 4% =1 >( (cf. Partie 4.5 pour une expression de p(y) en coordonnées),
1,0

L0 est la dérivée de Lie associée au champ de vecteurs v,

1
o wvol = (—1)9(g")"'wI, ol w = 5 <wnr>c (cf. Partie 4.4 pour une expression de w

en coordonnées).

La forme gj, ., est bien définie car L,’j,l,ovol = 0 pour k > 2g (cf. [L, Prop 3.2.2]). Dans la partie
4.7, on effectue le calcul en coordonnées de

1
R <X” * () = Lyra)e © )

Dans une derniére sous-partie, on applique les résultats de la Partie 5 de [B2], pour obtenir
une expression explicite des classes d’Eisenstein dans cette situation géométrique (cf. Prop 4.3).

4.1 Polarisation et trivialisation C>®-réelle

Le calcul des courants de Levin recquiert une polarisation. On précise ici celle que I’on considere
dans la suite.

Le pullback de la famille de tores complexes g: A'(a, N)\(CY x $9) — A(a, N)\$Y par la
projection canonique $7 — A(a, N)\9HY est

q: A =TI\(CI x H9) — §Y,
ot le quotient de CY9 x $9 par le groupe II := a¥ @ a est celui associé a 'action

(aV @ a) x (CI x HI) — CI x 99
((a/v a)v (zv T)) = ((Uk(al) + Uk(a)Tk + Zk)lﬁkﬁgﬂ—)'

Soit 7 € $9. On note ¢, le monomorphisme ¢, : I — C9, (d’,a) — ((ox(a') + or(a)Tk)1<k<g-
Le morphisme ¢ ®R: IIQR — CI déduit de ¢, par linéarité est un isomorphisme de R-vectoriels.

La fibre en 7 € 9 de ¢/, notée A’ est C9/p,(I1) et lapplication

<y >e IIATL —  2miZ
(ay,a1) A (ab,a2) +— 2mi Trp(abar — dlag)

induit, via ¢, une polarisation principale sur A’.

On a en outre un isomorphisme C*-réel de familles de tores réels au dessus de $H9

U (Ig/I) x §9 — A =TI\(CI x H9).
(€], 7) = [(pr @R (€),7)]
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Celui-ci joue un role fondamental dans la construction des courants de Levin (cf. [L, Part 2.2]
pour la définition de cette trivialisation dans le cas général).

Il est utile pour la suite d’expliciter I'inverse de W. On fixe (aq,...,qq) une Z-base de a et
on note (a,...,ay) la Z-base de a¥ duale de (ai,...,ay) relativement & la forme bilinéaire
a/ xa—Z, (o a) — Trp(da).

Notations 4.1 —

o Pour z = (z1...,24) € CY9, on note D(z) la matrice diagonale g x g dont la diagonale est
(21,...,29) et Z:=(Z1,...,%g).

o On introduit les deux matrices g X g

M = (oiar)ickicg et M = (o(a})i<kisy-
e Pourt = (1,...,74) € H9, on pose

T(7) = (t1,..,tg) == ((11 — )7 (14 — ?g)_l).

A laide des deux Z-bases (Q1,...,a9) et (af,...,ay), on effectue un calcul élémentaire pour
montrer que l'image de [(z,7)] € A’ = II\(CY x $9) par le morphisme C*°-réel U~! est I’élément
de (TIg /II) x $H9

(z=2)D(T(r))M~ | ¢ | + ED(T(r))D(r)(M) ™" = 2D(T(r))D(F) (M) | )T

Qg «

4.2 Décomposition de Hodge

On fixe 7 € $H9. On note (ur1,...,uUrg) (resp. Uri,...,Ury) la base de duale de dz :=
(dz1,...,dzg) (vesp. dz := (dz1,...,dZ;)) des formes holomorphes (resp. antiholomorphes) de A”,
la fibre de ¢’ au dessus de 7.

L’égalité matricielle suivante nous fournit une expression de ur1,...,Ur g, Ur1,...,Urg dans

e = Hy(AL,C).

Ur,1 o
Urg | _ ( D(T(r))M~'  —D(T(r))D(7)(M')" ) Qg
TUr,1 —D(T(r))M~"  D(T(r))D(r)(M")~! )

On note E := E-"0 @ E%~1 la décomposition de Hodge du fibré vectoriel analytique au dessus
de $H9 attachée & la variation de structures de Hodge pures de poids —1 (R'q.Z)". La trivialisation
C-réelle ¥ introduite dans la partie 4.1 induit une identification entre (R'q.Z)V (systéme local
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constant) et II.

Soit v = (a’,a) € II. Cet élément définit une section de ¢*E au dessus de A’
A — A" x I, [(Z,T)] = ([('277_)]77)

que l'on note également (abusivement) . On vérifie que la décomposition de Hodge de v est
donnée par :

")/_1’0 . A’ N *E—l 0

[(2,7)] = ( I, ")+ ox(a )k:)%k:)
k:l

70,71 . A’ N *EO —1

(z,7)] — ( ,Z "+ on(a )Tk)uﬂk>.

k=1

Mm

4.3 Champs de vecteurs

La trivialisation ¥ permet d’associer a tout élément 8 de IIc un champ de vecteurs C*° complexe

sur A" que I'on note (abusivement) aussi 6. Pour v = (d/,a) € II, les champs de vecteurs associés
-1

Ay 10 et 4%~ sont :
g g
A~ h0 = Z(ak(a') +opla)my) 0, et AVl = Z(o—k(a') + ok (a)7x) Oz
k=1 k=1

4.4 La forme de polarisation

On déduit de la trivialisation ¥ une décomposition du fibré tangent C*°-complexe de A’ :
TcA = (¢)*TcH? @ (A’ x II¢). La projection de T'A’ sur (A’ x II¢) induit une forme différentielle
a valeurs dans (A’ x I¢) notée v.

Notations 4.2 —

e D(dr) (resp. D(dT)) est la matrice diagonale de formes différentielles dont la diagonale est
(dr,...,drg) (resp. (d7i,...,dTy)).

o uy, (resp. uy) est la section de (A'xIlc) au dessus de A" uy: [(2,7)] ¥ urp (resp. U: [(2,7)] —
Ury) pour k€ {1,...,g}.

Au prix d’un calcul faisant intervenir I’expression explicite de ¥~! obtenue précédemment, on
obtient I'expression en coordonnées de v suivante :

Uq U1
= (dz — (2 —2)D(T(7))D(dT)) : +(dz — (2 —Z)D(T'(1))D(dT))
Ug Ug
Soit 7 € $9Y. La matrice de Gram de l'accouplement < - ,- >¢: II¢c A Il — C (obtenu en
étendant par linéarité < -, >) dans la base (ur1,...,Ur g, Ur1,...,Urg) €st
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(< trg sy >c)i<ki<g = —2m T(7).
La forme de polarisation w := B < v,v > est donc :

g9
w=—2mi Y (dezy, — te(ze — Zn)dmi) A (tr(dZ — te(ze — Z5)d7r).

k=1 ~
ny "}

4.5 Normes

Soient 7 € H7 et v = (d’,a) € II. De (< Ur g ,Ur; >c)i<ki<g = —2mi T(7) et des expressions
obtenues pour 1Y et /%1 dans la partie 4.2, on déduit que I'image de 7 par la fonction p(vy) =
<A A0l 5 59 5 R est

g
p(V)(7) = =2mi Y tilow(a’) + ox(a)ml”.
k=1

4.6 Les fonctions y, (v € 1I)

Soit 7 € HY. L’isomorphisme de R-vectoriels ¢, ® R: IIg — CY induit par passage au quotient
un isomorphisme C*°-réel de tores réels ¢, @ R: g /TI — AL.

Soit v = (d¢’,a) € II. L’image de [(z,7)] € A’ par la fonction C*°-réelle x: A" — C est donnée
par :

(1) = exp (< 71 R ' (2) >¢).

4.7 Dérivées de Lie successives de la forme vol et effet du produit intérieur
1

(p(v) — L771,0)

vol := (—1)9(g!)~'w9. On rappelle que L.-1,0 désigne la dérivée de Lie du champ de vecteurs v~

et que Lﬁ,l,owg =0si k > 2g (cf. [L, Prop. 3.2.2]) . A Daide de D'expression de w de la Partie 4.4,
on obtient :

Soit o € NZ! et soit v = (a’,a) € IT'\ {0}. On explicite tout d’abord —vol, ol

1,0

1 (2mi)9 . ) , , 1 )
(P() = Ly-ro)™ (p(7) = Lo—roye LR TR Mg N\ g

29 (2mi)9 Co7L

N nyg p(y)nte

(Ly10)™ nt AmT Any Ams A==+ Ay A

Pour tout n € {0,...,2¢}, on note £,, ’ensemble
{(L1,...,Lag) € {Id, L—10}* | §({k € {1,...,2g} | Ly = L,-10}) = n}.

Puisque (L,-1.0)% . = (Ly-10)? nj = 0 pour tout k € {1,...,g}, ,on a:

(L) i Ay A= Amg Amg = > Lani ALgni A=+ A Lyg_1nj A Logn;.
(Llr'”vLZd)ecn
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On vérifie alors que pour tout k& € {1,...,g} :

L0 my = —ty(og(d) + ox(a)TR)dr, et Lo-10 np = —t(ox(d’) + ox(a)dm).

On a ainsi une expression en coordonnées de —vol. On calcule maintenant
(p(v) = Ly=10)
1

40,-1 —vol ( i,0,-1 désigne l'opérateur de contraction par le champ de vecteurs
(p(v) = Ly-10)

7%~1). Compte tenu de ce qui précede, il suffit d’expliciter 0,1 Lini ALan3 A-- -/\ng_m; /\ngng

pour tout n € {0,...,2¢g} et (L1, .., Lag) € L.

1

'Y

Soient n € {0,...,2¢g} et (L1, .., Lag) € Ly.
Z',Yo,fl Lln% N LQ’I?% VANRIERIVAY L2g717]; VAN ng’r]; = (2:70,*111177%) LQ’I’}% VANRIERIVAY ngfl’r]; VAN L2g77§
—  (iyo—1Lon?) Lint A Lsng A+ A Log_1n A Logn?
- (Z',yo,—1L29’I73) Ll’lﬁ A L2'I7% VANREIVAN ng,ﬂ];.
De plus, pour tout k € {1,...,g} :

i,yO—l 172 = tk(ak(a’) + Uk(a)?k) et i,yO—l 77]1, = i,yO—l L,Y—l,O n,ﬁ = i,YO—l L,y—l,o 172 =0.

4.8 Détermination des classes d’Eisenstein au niveau topologique

On fixe (',b) € (N"'a¥ @ N~ta)\ {0} et [ € N>29,

De la définition du morphisme P, de Levin [L, Thm 3.4.4] et de la Partie 5 de [B2] et d’un calcul

élémentaire, on déduit que F' or(Ezs ,) € Hégtt}(so( ), (Sym'H)(g)) coincide avec la classe de
cohomologie induite par la forme dlﬁerentlelle

(—D'(I+29) D @by g1, €T(H, 0! @ Sym' Il¢)
yEIM\{0}

. : 1 0,—1)1
Ol gl 414 = Xy G501 =L _1,0)”17}01 ® (v )", pour vy € IT\ {0}.

Soit v = (a’,a) € et k € {1,...,g}. On explicite maintenant zj, , g;,, . & l'aide des calculs
effectués précédemment.

On a les relations suivantes

:cZgb 77; = x;’,‘,yb 7],3 =0 le7b L0 7],% = —tp(ox(d') + ok (a)Tx)dTy
Ty g Ly-10 nt = —t2(ox(a’) + op(a)7)d7y Ty g Gy0-1 n? = ty(ox(a’) + o(a)7r).

et par suite

, 1 (=) (29 + D) (2mi)9 &
D1+ 2¢) x5y 0,1 vol = Vg
( ) ( ) b Yy (P(’Y) —wal,O)H_l il p(,y>29+l kZ:1
avec
v = ta(op(a') + onla Ht|aj )+ oj(a)mi|? dﬁ/\dTT/\---/\di/\c?T:k/\-~/\dTg/\d7Tg,
i#k
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pour k € {1,...,g}. En effet, seule reste la contribution de 70,1 Liﬁ}) vol. On a également

Ty Xy = exp(< 7, (0, b) >) = exp(2mi Try (a'b — ab')).
De plus, on a explicité v~ 10 relativement a la base (Tra,...,Urg), mais aussi, la base (Ur1,...,Urg)
relativement & une Z-base de a¥@®a (cf. Partie 4.2). On en déduit I'expression de v~10 dans C/®CY,
via I'isomorphisme ¢: (a & a) ®z C = C9 @ CY induit par les plongements (0%)1<k<g :
7 = (—(tTk(on(d) + a3, (a) i) )1<k<gs (i (on(a”) + 0h(a)Th)1<k<g)-
On rassemble les résultats obtenus dans la Proposition suivante.

Proposition 4.3 — La (g,g — 1)-forme différentielle sur $9 & valeurs dans Sym!'Tl¢

o (=D (29 + 1) exp(2mi Trp(a'b —b'a))
(2mi)? I > oy S Jeda ) i @ h(da )
(a’,a)eaV@a\{0} k=1
ot pour tout (a’,a) €a¥ @ a, 7€ HI, ke {l,...,g}, on note ty, := (1, —7%) ! et

p(d,a) == —2mi Zt |oj(a) + 0j(a )Tj‘27
frld a,7) = ti( ( ) +oila)T)? 1 tloj(a) + oj(a)m]?,

i#k
g = dry AT A - Ndr Adig A -+ Adrg A dg € T(59, Q557 2),

h(d',a,7) = (=(txTr(or(d) + on(a) ) 1<k<g: (tr(on(a) + or(a)Ti)1<r<y) € C7 @ CI = i,

induit une classe de cohomologie dans HBem (A(a, N)\$HY, ((Sym'H)(d))c) qui coincide avec For(é’isﬁgb,’b).

5 Détermination du résidu en 1’co des classes d’Eisenstein

On fixe b’ € N~ta=t b e (N7ta)\ a, A € N3,

On note pryes : Sym)‘g (C9 @ CY9) — C la projection qui correspond au niveau complexe a la
projection de B B
SymMV(Q) — Sym™MV (Q)/W

introduite précédemment (cf. Remarque 3.3).

Le morphisme Res)‘g ® C, obtenu & partir de Res par extension des scalaires de Q a C, est
donné par :

Res) ® C: Hyf i (Ala, N)\HY, (Sym™H(g))c) — C
1
R ®..Qv — / 0] X pries([v1 ® .. @ vagl).
[ [ 1 )\g]] ((2%1)9 A(@N.c\ D, > ([ 1 /\g])

ot Dy :={(11,...,79) € HY | ]2[ (1) = r} pour un nombre réel r > 0. Ce morphisme respecte
les structures rationnelles soug—?;centes. Cette partie est consacrée au calcul de
Resg‘g(é'is;‘bg,yb) = @(For(ﬁis;‘bg,yb)) (d’apres la Proposition 3.4)
= Resd! @ C (For(&isay, ,))
(“DMA+2)g > Resif @ C(xh4 ghyr14)-
yEaVDa\{0}
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D’aprés la Proposition 4.3, le nombre rationnel Res)? (Sisi‘g,’b) est égal a :

1M+ ( )\ 2)g)! <
(=1) + Z Z exp(2mi Trr(a'b — V'a)) Iy a
=1 (a’,a)eaV@a\{0}
ol
g
114 (e5(a) + o5(a)m)?
1 / =1 vV,
Lak = K
T JAaNsonD, [ g (+2)g
> 2mitjloj(a’) + ()7 |
j=0
avec
v = th(ow(d) + on(@)m)? | [] Eloj(a’) + o(a)? | dr AdT A~ Adrg Adg A -+ Adry A di,
J#k
pour k € {1,...,¢g}.
e Etape 1 : Calcul de I; k= Z Z exp(2mi Trp(a'b —b'a)) Iy ok, pour k € {1,...,g}.
aca\{0} a’€av
i) Dans Iy o, on peut effectuer (a # 0) le changement de variables
oj(a’) .
T;:Tj—k a]j(a)’ pour 1 <j<gyg
pour observer que In g1 = Ioq k-
ii) Comme b ¢ a, il existe a’ € a¥ tel que :
Try(a'b) ¢ Z
iii) De i) et ii), on déduit que I; ;, = 0.
e Etape 2 : Simplification de Ly = Z exp(2mi Trr(a'b)) Iy ok, pour k € {1,...,g}.
a’eav\{0}

On ne calcule que I ; que pour k = 1, la méthode étant analogue pour les autres valeurs de
k et on peut supposer = 1. De nombreuses simplifications apparaissent lorsque a = 0 dans
Iy o On note xy := R(7y) et yp = (73), pour k € {1,...,9}. On a:

(—1)9~ Ny ()

I = Z exp(2mi Trp (a'b)) (i) (29 Jo
@’cav\{0}
ol
Jy = /A(aN . L oy (don +idyy) A day A C;y; Ao Ndag A iyg
e Zg: aj(a)? !
=0 i
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De la relation y; ...y, = 1 vérifiée par (71,...,74) € Dy, on déduit :

1 d d
Jo = / ()\+2)gda;1/\dx2/\ﬂ/\~-/\dx9Aﬂ
A(a,N,00)\D1 Zg: oj(a’)2 Y2 Yg
=0 Y
Ly G0 enn T Na@)?
= N2
a’e(av\{O})/UL,N (27T/L)( )g
1 d d
% Z (HZ)QdaglAdangﬂA---/\dngﬁ
ceUs A(a,N,00)\ D1 Zg: o; (8&’)2 Y2 Yg
=0 Y
_ (=1)97" exp(2mi Trg, (b)) Np(a/)M? —1_-2
N 2 (27i) O+ 2)g vol(Nop ™) Ka

a'€(aV\{0})/UL, N

ou

K- / 1 dy>  dyy
a (R>0)9*1 p ()\+2)g Y yg )

oj(a’)?
> )

j=o Y

pour a’ € (a¥ \ {0})/UL n. Pour établir la derniére égalité, on utilise le Lemme 2.10; de [F]

et 'injectivité de ’homomorphisme de groupes U n — Up N, € 2.

e Etape 3 : Calcul de K/, pour a’ € (a¥\ {0})/Ur N

On calcule en fait I'(\ + 2)g) Ky :

N 29Ky = [

(R>0)g Y2 Yg u Y2

On effectue ensuite le changement de variables :

Uy =uy2...Yq

uz = u/ys
Ug = u/Yg
et on trouve :
L((AN+2)g) Ky = </ ui‘+2 exp(—al(a')Qul)dul> </ u2‘+2 exp(—ag(a’)2ug)dug>
R>0 U1 R>0 Ug
(A +2)9
- NL(a’)Q(A”).
(A+ 1)

Ainsi K, =

(A +2)g = 1)! Np(a/)2+2)°
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Notation 5.1 — Pour 8 € (N~ta)\ a, s € C tel que R(s) > 1, on définit £(a, N, 3,5) par

exp(2mi Trr(d' B
£(a,N, B, s) = > (N (a,;( ).
a'e(@\{0})/Uz x L

Du calcul que 'on vient d’achever, on déduit le Théoreme suivant.
Théoréme 5.2 — Soient A € N3, v/ € N~1aV etbe (N~ ta)\ a.
(=X (A4 1T (A +2)g* NY 1

AG (€7 A _
Res’? (stxb/7b) 09) Vi (a)? Vi 2ni) L(a,N,b, A+ 2)

Ayant pris soin de respecter les structures rationnelles tout au long du calcul, on déduit de ce
résultat le Théoreme de Klingen-Siegel.

Corollaire 5.3 — Pour tout A € N2% pair et b€ (N~ta)\ a :
£(a,N,b,\) (2mi) 2 \/dy, € Q.

Corollaire 5.4 — Soient A € N2 pair, b’ € N=taV et b € (N"ta) \ a tel que les idéaur entiers
NOyp, et Nba~! sont copremiers. Si g > 2, alors on a :

Eisyy, #0.

l’blY

Démonstration — On prouve que Resé‘g(gisg’}bg, ,) 7 0 al’aide du Théoréme 5.2. On pose f := NOp,
et b:= Nba~!. On introduit :

Iensemble £(b, f) des idéaux entiers g premiers a f pour lesquels il existe pu € L totalement
positif et congru & 1 modulo fb~! tel que :

gb~! = (),

la fonction holomorphe ((b, f, ) définie, pour s € C tel que R(s) > 1, par :

C(b,f,5):= Y Ni(a)™*

ge€(b,f)

UZr ~ le sous-groupe de Uy, y formé par les éléments de Uy, y totalement positifs,

la fonction holomorphe £%(a, N, b,-) définie, pour s € C tel que R(s) > 1, par :

exp(2mi Trp(a'b))
FlaNb= D No@)P
a’€(aV\{0})/U} y

La fonction ((b,f,-) a un prolongement holomorphe sur C — {1}. D’aprés une équation fonc-
tionnelle pour £ (D1, N,b,-) établie par Siegel (cf. [Si, Formule (10)]), on a :

[UL,N : UZN] S(DzlvNa bla)‘ + 2) = £+(D£13N7 b,7>\ + 2) Hr{\; g(bafa —A— 1)>

et, comme A est pair, {(b,f,—A — 1) est non nul (cf. [Ne, Theorem VII-5.9]).
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