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Notation. — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps.

1. Notion de K-espace vectoriel

1.1. Définition d’un K-espace vectoriel

Définition 1. — Un K-espace vectoriel est la donnée d’un triplet (E,+, - ) ou :
o F est un ensemble
o -+ est une loi de composition interne sur E, i.e. une application :

EXE — E
(u,v) — u+v

e - est une loi de composition externe sur E a opérateurs dans K, i.e. :

KxE — E
(A,u) — Au

vérifiants les propriétés suivantes.

AD) Y(w,v,w)€E® (u+v)+w=u+@+w)="u+v+w (+ est associative)
(A2) 40, €E VYu€E Og+u=u+0p=u (+ posséde un élément neutre)

(A3) YueE 3dveEE u+v=v+u=0g (tout élément de E posséde un opposé)
A4) V(w,v)€EE? u+v=v+u (+ est commutative)

(A5) YueE 1g-u=u (1 est neutre pour .)

A6) Y(Au)eEK® YueE A-(u-u)=Axgu) - u (associativité mixte)

(A7) YVA€K VY(Wwv)€EE? A-(u+v)=A-u+i-v (distributivité a droite)
(A8) V(ALu)eK? YueE (A+gu) -u=A-u+p-u (distributivité a gauche)

Remarque 2. — Soit (E, +, - ) un K-espace vectoriel. En vertu des propriétés (A1)-(A4) de la définition 1, (E, +) est un groupe
abélien (ou commutatif).

1.2. Quelques conséquences des axiomes de structure de K-espace vectoriel

Proposition 3. — Soit (E, +, - ) un K-espace vectoriel.

1. Lélément Oy est unique. Il est appelé vecteur nul de E.
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2. Soit u € E. Lélément v de E tel que v +u =u + v = O est unique. Il est appelé opposé de u et est noté —u.
3. YA€K A-0,=0;

4. YueE Og:u=0g

5 YueE (—1g)-u=-—u

Démonstration.

1. Soient Oy ; et Og , des vecteurs de E tels que, pour tout u € E :
u+0E,1=0E,1+u:u et u+0E’2=OE,2+u=u.

En particulier :
Og2+0g1=0g1+0g,=0g, et 0p1+0g2=0g2+0g; =0g; .

Nous en déduisons :
O0g1=0g; +0g5=0g,.

2. Soient vy, v, des vecteurs de E tels que :
vitu=u+v; =0 et Votu=u+v,=0g.
Comme la loi + est associative :
vi=v+0p=v+Uut+v) = +wW)+v,=0+v,=v,.
3. Soit A € K. Par distributivité a droite :
A0g=A-(0g+0g)=A-0p+A-0g
dou :
A-0g=A-05+A-0g.
En ajoutant a chacun des membres de cette identité 'opposé du vecteur A - Oy par la gauche il vient :
0 =05+A-05=A-05.
4. Soit u € E. Par distributivité a gauche :
Og - u=(0g+0g) u=0g-u+0g-u

d’ou:
OK'HZOK'U"FOK‘U.

En ajoutant a chacun des membres de cette identité 'opposé du vecteur Ok - u par la gauche il vient :
0 =0 +0g-u=0g-u.
5. Soit u € E. Par distributivité a gauche et (A5) :
0 =0g-u=g+ (1) u=1g-u+(—1g) - u=u+(—1g)-u

N

d’ou :
OE:u+(_1K)u

En ajoutant a chacun des membres aux extrémités de cette identité I'opposé du vecteur u par la gauche il vient

—u=0p+ (1) - u=(—1g)-u.
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1.3. Intégrité mixte dans un K-espace vectoriel

Proposition 4. — Soient A € Ket u € E.

Au=0=((A=0g0uu=0g).

Démonstration. Supposons que A - u = 0.
o Si A =0 alors (A =0k ou u=0g).

e Sinon, A # Ok et, comme K est un corps, nous pouvons considérer I'inverse 7 de A pour la multiplication xg. D’apres
(A5), (A6) et la proposition 3 :

1 1 1
u=1K‘u=(z XKA)'UZX'(A'H)ZX'OEZOE

d’ott u = Oy et a fortiori (A = Og ou u = Op).

1.4. Quelques K-espaces vectoriels usuels
Exemple 5. — Soit n € N*. Uensemble K" des n-uplets d’éléments de K muni de :
Kn X Kn — Kn K X Krl — Kn
((Xp---,xn),(}ﬁ,._,,yn)) i— (X1 +Ky1:"':xn +K.yn) (A:(Xl""’xn)) — (A XKXI:"':x ><I(Xn)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K" est Og» = (O, - . ., 0g). Lopposé d’'un vecteur (x, ..., x,) € K" est (—xq,...,—X,).

Exemple 6. — Soit  un ensemble non vide. Lensemble K = f (£, K) des applications de © dans K muni de :
K?x K% — K KxK% — K“
+ Q — K et - Q — K

(f,g) — f+g Af) — A-f

w — flw)+gg(w) 0 — Axgf(w)

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K®, noté Oa, et 'opposé d’un vecteur f € K, noté —f, sont donnés par :

QO — K Q — K

Oke w — Of w —> —f(w)

et —f

Exemple 7. — Lensemble KN = (N, K) des suites d’éléments de K indexées par N muni de :
KN x KN — KN . KxKN — KN
e .
((un)neN H (Vn)neN) ? (un +K Vn)neN ()" (un)neN) ? (A XK un)neN

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de KN est O, = (O, O - - -, Ok, - . .). Lopposé d’'un vecteur (u,),cy € K~ est (—u,) en-

+

Exemple 8. — Soient n et p des entiers naturels non nuls. Lensemble ./, ,(K) des matrices de format n X p a coefficients dans

K muni de
'//ln,p(K) X ‘//tn,p(K) - ‘ﬂn,p(K) K x '//tn p(K) - n,p(K)

((a:), (b)) — (ay+ibiy) & A(ay)  — (Axeay)
est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de ./, ,(K) est la matrice de format n x p dont tous les coefficients valent Og. L'opposé
d’un vecteur (ai,j) € M, ,(K) est (—ai,j).

+

Exemple 9. — Llensemble K[X ] des polynémes a coefficients dans K muni de :
K[X] x K[X] — K[X] K x K[X] — K[X]
+ +00o +00 +o00 ot . + 00 + 00
(Z aka 5 Zkak) L Z(ak +k bk)Xk (A, Zaka) — Z(A XK ak)Xk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de K[X] est le polyndme dont tous les coefficients valent Og. L'opposé d'un vecteur
+00

Z @, Xk € K[X] est Z(—ak)xk.

k=0 k=0

Toute propriété établie pour un K-espace vectoriel quelconque se déclinera pour chacun des K-espaces vectoriels K",
(@) K%, KN, 4, »(K) et K[X]. Ainsi pourrons-nous obtenir, en une seule étude, des résultats qui s'incarneront dans les
- > . . . A

contextes des fonctions, des suites, des matrices et des polynémes.

1.5. Produit d’espaces vectoriels
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Proposition 10. — Soient un entier n = 2 et (E;,+1, *1),.--,(Ep, +n, -n ) des K-espaces vectoriels. Les applications :
n n n n n
| (Me)<(T1s) — 1= Je(I1s) = IIs
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
(15 e s X))y (V5o e s Yn)) — (X1 H1 Y1seeesXn+nYn) A, (1, x)) — (A1 Y1, A Xp)

n
sont bien définies et (l—[ E;,+, - ) est un K-espace vectoriel, appelé espace vectoriel produit des espaces vectoriels E1, . . ., E,,.
i=1

Notation. — Si n est un entier supérieur ou égal a 2 et E est un K-espace vectoriel, on note E" I'espace vectoriel produit
E x ... x E (n facteurs).

Remarque 11. — L'espace K" défini dans I'exemple 5 est un exemple d’espace vectoriel produit.

2. Sous-espaces vectoriels

Notation. — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel (E, +, ).

2.1. Définition d’un sous-espace vectoriel

Définition 12. — Soit F une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si trois propriétés suivantes sont
vérifiées.

1. Oy € F  (F contient le vecteur nul de E)

2. V(uj,uy) €F? uy+uy,€F (F est stable par addition)

3. YA€K VYueF A-ueF (F eststable par multiplication par un scalaire)

Exemple 13. — Les parties {0z} et E de E sont des sous-espaces vectoriels de E, appelés sous-espaces vectoriels triviaux de E.

Remarque 14. — Grace a la théorie de la dimension, nous savons que les sous-espaces vectoriels de R? (identifié au plan usuel)
sont :

e {(0,0)};
e les droites passant par l'origine;
e R? [ui-méme
et que les sous-espaces vectoriels de R® (identifi¢ a I'espace usuel) sont :
* {(0,0,0)};
e les droites passant par I'origine;
e les plans passant par l'origine;
e R lui-méme.

La notion de sous-espace vectoriel renferme donc une saveur géométrique, qui peut aider a conduire des raisonnements.

2.2. Critére pour étre un sous-espace vectoriel

Proposition 15. — Soit F une partie de E. Alors F est un sous-espace vectoriel de E si seulement si les deux propriétés
suivantes sont veérifiées.

(P1) F#0 (F contient au moins un élément)

(P2) YA, Ay) €EK® YV (uj,u)) €F? Ay-u;+Ay-u, €F  (F est stable par combinaison linéaire)
¥ Une démonstration de la proposition 15 est 4 connaitre.
Exercice 16. — Démontrer que {(x, ¥,2)€ER® t x—y+2z= O} est un sous-espace vectoriel de K°.

Exercice 17. — Justifier que 6°([0, 1], R) est un sous-espace vectoriel de RI®!J,
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Exercice 18. — Démontrer que :

1
F:= {f € ¢°([0,1],R) : f f()dt = 0}
0
est un sous-espace vectoriel de € ([0,1],R).

Exercice 19. — On considere le R-espace vectoriel 6 (R,R) des applications de R dans R.

1. Lensemble A := {f € €(R,R) : f est bornée sur R} est-il un sous-espace vectoriel de €(R,R)?

2. Lensemble B := {f € ¥(R,R) : f est monotone sur R} est-il un sous-espace vectoriel de €(R,R)?
3. L'ensemble C := {f € €(R,R) : f est lipschitzienne sur R} est-il un sous-espace vectoriel de ¢ (R,R)?
4. Lensemble D := {f € €(R,R) : il existe a € R tel que f(a) = 0} est-il un sous-espace vectoriel de €(R,R)?
5. L’ensemble E := { f € 6R,R) : il existe p €N tel que f(x) e o(xp)} est-il un sous-espace vectoriel de € (R,R)?
6. Lensemble F := {f € ¥(R,R) : f est somme d’une fonction croissante et d'une fonction décroissante sur R} est-il un
sous-espace vectoriel de €(R,R)?
Exercice 20. — Les ensembles :

o = {u €RN : u est une suite arithmétique} et 9 = {u €RN : u est une suite géométrique}

sont-ils des sous-espaces vectoriels de RN ?

Exercice 21. — Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que F # {0} et F # E. Démontrer que A := F U {0z} n’est pas un
sous-espace vectoriel de E.

2.3. Equations linéaires homogénes

Proposition 22. — Soit p € N* et soit a;,as,...,a, des éléments de K. On considére U'équation linéaire homogéne (E)
définie par :

(E) a;-x;+ay-x;+...+a, - x, =0
d’inconnue (x4, ..., x,) € KP. Alors Uensemble solution de (E) :

Sol(E) := {(xl,...,xp)EKp : al-x1+a2-x2+...+ap-xp=0}

est un sous-espace vectoriel de KP.
2.4. Un sous-espace vectoriel d’'un K-espace vectoriel est naturellement un K-espace vectoriel

Théoreme 23. — Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors les applications :

FxF — F - KxF — F
Flwy) — ut+v &7 | (Lu) — 2A-u

induites par les opérations + et - de E, sont bien définies et (F, +g, - ) est un K-espace vectoriel.
@ | Le précédent théoréme fournit un outil puissant pour construire de nouveaux espaces vectoriels.

2.5. Intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels

Proposition 24. — Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors

mFi = {u€E :Viel,ueF;}

i€l

est un sous-espace vectoriel de E.
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Proposition 25. — Soient n et p est entiers naturels non nuls. Soit (ai,]-) € Mat,, ,(K). On considere le systeme linéaire
homogéne (S) défini par :

a1’1 * X1 aF al’z * Xy arF N + al’p 'Xp = 0 (El)

a2’1 * X1 aF az’z * Xy aF N + az’p . Xp = 0 (Ez)
() : Do

QppXy + AQuoxXy + ...+ QGpox, = 0 (E,)

d’inconnue (x4, ..., x,) € KP. Alors ensemble solution de (S)

Sol(S) := {(xl,...,xp)er s VieLn], g x;+a5-x+...4+a;,-

est un sous-espace vectoriel de KP.

Démonstration. Un p-uplet de nombres réels est solution du systéme linéaire homogéene (S) si et seulement s’il est solution de
chacune des n équations linéaires homogeénes (E;), ..., (E,). Ainsi :

p
Sol(S) = (") Sol(E;) .
i=1

D’apres la proposition 22, Sol(S) est l'intersection de n sous-espaces vectoriels de E. La proposition 24 nous livre alors que
Sol(S) est un sous-espace vectoriel de E. m|

2.6. CNS pour qu’une union de deux sous-espaces vectoriels soit un sous-espace vectoriel

Une réunion de sous-espaces vectoriels de E n’est pas nécessairement un sous-espace vectoriel de E.
Par exemple
F1:={(x,y)€R2:x—y=0} et F2:={(x,y)€R2:x+y=0}

@ sont des sous-espaces vectoriels de R?, puisque chacun est ensemble solution d’une équation linéaire homogeéne
d’inconnue dans R2. Cependant F; U F, n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.
En effet, F; U F, n’est pas stable par addition : (1,1) et (1,—1) appartiennent a F; U F,, mais :

(1,1)+(1,-1)=(2,0)¢ F; UF,.

Exercice 26. — Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :
(F; U F, est un sous-espace vectoriel de E) <= (F; C F, ou F, C F;) .

2.7. Somme de sous-espaces vectoriels : cas de deux

Théoreme 27. — Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E. Soit F, + F, la partie de E définie par
Fi+Fy:={u; +uy : (u,uy) €F; xFy} .

Alors :
1. F, + F, est un sous-espace vectoriel de E qui contient F; et F,;

2. F,+F, estle plus petit (au sens de Uinclusion) sous-espace vectoriel de E contenant F; et F,, i.e., pour tout sous-espace
vectoriel G de E contenant F, et F, :
F,+F,CG.
@ Une démonstration du théoréme 27 est & connaitre.
Exercice 28. — Soient
F; :={(x1,x2,x3)€R3 : x1+x2+x3=0} et F2={(a,a,a)€R3 : aER}.

1. Justifier que F, et F, sont deux sous-espaces vectoriels de R®.

2. Démontrer que F; + F, = R3.
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Exercice 29. — Soient
1
F|:= {f € ¢°(R,R) : f f(t)dt= 0} et Fy, = {f € ¢°(R,R) : f est constante sur R} .
0

1. Justifier que F; et F, sont deux sous-espaces vectoriels de R3.

2. Démontrer que F; + F, = 4°(R,R).
2.8. Sous-espaces vectoriels en somme directe : cas de deux

Définition 30. — Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E.

1. On dit que F, et F, sont en somme directe si
YueF +F, 3!(u,uy)€F; xFy u=u;+u,

i.e. si tout élément de F; + F, s’écrit de maniére unique sous la forme uq + u,, ott (uy,u,) € F; X Fs.

2. Si F, et F, sont en somme directe, alors on note F; & F, le sous-espace vectoriel F; + F, de E.

Théoreme 31. — Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :

(F; et F, sont en somme directe) <= F;NF,={0z}.

¥ Une démonstration du théoréme 31 est & connaitre.
Exercice 32. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels F, et F, de I'exercice 28 sont en somme directe.
Exercice 33. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels F; et F, de I'exercice 29 sont en somme directe.

2.9. Somme de sous-espaces vectoriels : cas d’'un nombre fini quelconque

P
Théoreme 34. — Soient Fy,F,, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. La partie F; + F5 +...+F,, de E, notée aussi Z F,,
i=1

est définie par :
F, +F2+...+Fp:{x1+x2+...+xp D (X, Xg,...,xp) EFy ><F2><...><Fp} .
Alors :
1. Fy+Fy+...+F, est un sous-espace vectoriel de E qui contient Fy,...,F,;

2. Fy+F,+...+F, est le plus petit (au sens de linclusion) sous-espace vectoriel de E contenant Fy, ..., F,, ie., pour
tout sous-espace vectoriel G de E contenant F, ... ,Fp :

Fi+F+...+F,CG.

Exercice 35. — Soient
F; := {(x,y,z)eR3 : x=0} Fy = {(x,y,z)ER3 : y=0} Fy:= {(x,y,z)eR3 : z=0} .
1. Justifier que F;, F,, F5 sont des sous-espaces vectoriels de R>.
2. Démontrer que F; + F, + F; = R®.

Exercice 36. — Soient

A= E.//l:;(R) .

— o e
[ RS
—_

1. Déterminer, pour tout A € R, Ker(A—A15).
2. Soient A; < A, < A4 les trois réels A tels que Ker (A— A 15) # {O/ﬂ“(m}. Démontrer que :

-%3,1(R) = Ker(A_ A‘l 13) + Ker(A_ 2,2 13) + Ker(A_ As 13) .

2.10. Sous-espaces vectoriels en somme directe : cas d’un nombre fini quelconque
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Définition 37. — Soient E un K-espace vectoriel et Fy, Fs, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.

1. Lasomme Fy + ...+ F, est dite directe si :

p
VueF +...+F, EI!(ul,...,up)Gl_[Fi u=Zui.
i=1 i=1
i.e. si tout élément de Fy +...+F, s’écrit de maniére unique sous la forme u; +...+up, ott (uy,...,u,) € F; X... X F,,.

p
2. Silasomme Fy + Fy+...+F, est directe, on la note F1 @ ... ® F, ou @Fi.
i=1

Théoréme 38. — Soient E un K-espace vectoriel. et F1, F,, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. La somme F;+Fy+...+F,
est directe si et seulement si :

V(x1,%5,...,x,) EF; x Fy X ... xF

D X1+xo+...+x,=0p = x;=x=...=x, =0g.

® Une démonstration du théoréme 38 est 4 connaitre.

Il ne suffit pas que :
@ V(@ )ell,pl®  i#j = FNF={0}.
pour que la somme F; + F, + ... + F, soit directe, comme l'exercice ci-dessous l'illustre.
Exercice 39. — Soient :
Fy={(x,y,2)€R® : =0} F,={(x,y,2)€R’ : x=y =0} F3={(x,y,2)€R® : x=0ety =2z} .

1. Justifier que F, F,, F5 sont des sous-espaces vectoriels de R>.
2. Calculer F; NF,, F, N F5 et F3NF;.

3. La somme F; + F, + F; est-elle directe ?

Exercice 40. — Soient E un K-espace vectoriel et Fy, F,, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. Alors la somme F; +Fy+...+F
est directe si et seulement si :

Vie[Lpl Fn| >, F |={0g}.
1<j<p

J#
Exercice 41. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels Fy, F,, F5 de 'exercice 35 ne sont pas en somme directe.
Exercice 42. — Démontrer que les sous-espaces vectoriels F;, F,, F; de I'exercice 36 sont en somme directe.

2.11. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 43. — Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F; et F, sont supplémentaires dans E si :
YueE 3INuj,uy) €F, xXFy, u=u;+u,

ou, de maniere équivalente, si F, & F, = E.

@ On ne confondra pas les mots « supplémentaire » et « complémentaire ». En effet, si F est un sous-espace vectoriel de
E, Oy ¢ F. Ainsi F n’est pas un sous-espace vectoriel de E, donc a fortiori pas un supplémentaire de F dans E.

Exemple 44. — Si (d;) est une droite de R? passant par l'origine, alors toute droite (d,) # (d;) de R? passant par l'origine est
un supplémentaire de (d;) dans R2. La droite (d;) admet donc une infinité de supplémentaires dans R.
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@ Un sous-espace vectoriel F de E peut admettre plusieurs supplémentaires dans E (cf. exemple ci-dessus). Si G est un
tel, on dira donc que G est « un » supplémentaire de F dans E et non pas que G est «le » supplémentaire de F dans E.

Exercice 45. — Soient un entier n = 2, &, 'ensemble des matrices symétriques de .4, (R) et .«/, I'ensemble des matrices
symétriques de ., (R). Justifier que ¥, et ./, sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de ., (R).

Exercice 46. — Soit F := {P € R[X] : P(1) =0}.
1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de R[X].
2. Donner deux supplémentaires disctints de F dans R[X].

Exercice 47. — Démontrer que :

F:i={f €4 ®RR): f'+f=0} et G:={f€<€°°(R,R):f(0)=f(g)=0}

sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans 6 °° (R, R).
Théoreme 48. — Tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire dans E.

Remarque 49. — Le théoréme 48 est admis pour un espace vectoriel E quelconque (le lemme de Zorn permet de I'établir).
Cependant, lorsque I'espace vectoriel E est de dimension finie, nous serons en mesure de le démontrer, grace au théoréme de
la base incompléte.

2.12. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Proposition 50. — Soit A une partie de E. On définit la partie Vect(A) de E par :

Vect (A) := m F ou & :={F € #(E) : F est un sous-espace vectoriel de E contenant A} .
FeZ

Alors :
1. Vect(A) est un sous-espace vectoriel de E contenant A;

2. Vect(A) est le plus petit (au sens de Uinclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A, i.e., pour tout sous-espace
vectoriel G de E contenant A, Vect(A) C G.

Le sous-espace vectoriel de E, noté Vect (A), est appelé sous-espace vectoriel de E engendré par A.

Théoreme 51. — Soient uy,...,u, des vecteurs de E. Alors Vect ({uy, ..., u,}) est lensemble des combinaisons linéaires des
vecteurs uy, . ..,U,, Le. :

Vect ({ug, ..., u,}) = {Zki-ui : (Al,xz,...,xn)eK"}.
i=1

¥ Une démonstration du théoréme 51 est & connaitre.

Théoreme 52. — Soit A une partie non vide de E. Alors :

Vect (4) = | | {Z?Lk-ak : (Ay,..., M) €K et(al,...,an)EA"} .

neN* \ k=1

Un vecteur de E appartient donc a Vect (A) si et seulement s’il est combinaison linéaire d'un nombre fini de vecteurs de A.

Exercice 53. — Comparer les deux sous-espaces vectoriels de R*

F:=Vect((-1,1,2,-2),(1,2,3,—6)) et G:={(x,y,2,t)€ER* : x+y+z+t=0}.

Exercice 54. — Soit uy :=(1,1,2), uy :=(2,2,1), v; = (1,1,1) et v, := (1,1,—1). Démontrer que les sous-espaces vectoriels
Vect ({uy,u,}) et Vect ({v;,v,}) de R® sont égaux.
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Théoreme 55. — Soient uy,...,u, et vy,...,v,, des vecteurs de E. Alors :
Vect ({uy,...,u,}) +Vect({vy,..., v }) = Vect ({uq, ..., Up, Vi, ..o, Vip}) -

Démonstration.

e Le sous-espace vectoriel Vect ({us,...,up, v1,-..,V,,}) contient les vecteurs uy, ..., u,. Par minimalité du sous-espace
engendré Vect ({u,...,u,}), il vient :

Vect ({uy,...,u,}) C Vect ({ug, .., Up, Visee s Vi }) - (D

e Le sous-espace vectoriel Vect ({uy,...,u,,v,...,Vy}) contient les vecteurs vy, ..., v,,. Par minimalité du sous-espace
engendré Vect ({vy,...,v,}), il vient :

Vect ({vy,...,Vn}) C Vect ({uq, ..., Up, Vi, e v Vig}) - 2)

e D’apres 1 et 2, le sous-espace Vect ({uq,...,u,,v1,...,V,}) contient les sous-espaces Vect ({uy, ..., u,}) et Vect ({vy, ..., vy })-
Par minimalité de la somme Vect ({uy,...,u,}) + Vect({v4,...,v,,}), nous savons :

Vect ({uq,...,u,}) +Vect({vy,...,v;y}) C Vect ({ug, ..., Up, Vi, e v Vi }) -

Le sous-espace Vect ({uy, ..., u,}) + Vect({vy,...,v,}) contient Vect ({uy,...,u,}) et Vect({vy,...,v,}), donc les vecteurs
Uy,...,U, €t vy,...,V,. Par minimalité du sous-espace engendré Vect ({uy,...,uUp, v1,--.,Vy}), NOUS obtenons :

Vect ({ttg, ..., Up, V1,5+--,Vim}) C Vect({ug, ..., u,}) +Vect ({vy,..., v }) -

3. Familles remarquables finies

Notation. — Dans cette partie, on fixe (E,+, - ) un K-espace vectoriel.

3.1. Familles génératrices finies

Définition 56. — Soit uq,...,u, des vecteurs de E. La famille (uq,...,u,) est génératrice de E si :
Vect ({uy,...,u,}) =E

ou, de manieére équivalente, si tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison linéaire de u, ..., u,.

Exercice 57. — Justifier que {(x,y,2z,t) €K* : x—y+2=0,x+y—2t =0, x +2z— 2t = 0} est un sous-espace de K* et en
donner une famille génératrice.

Exercice 58. — Pour tout n € N, on pose K,[X]={P € K[X] : degP < n}. Démontrer que K,[X] est un sous-espace vectoriel
de K[X] et en donner une famille génératrice.

Exercice 59. — Démontrer que {P € R5[X] : P(—1) = P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de Rs[X ] et en donner une famille
génératrice.

Exercice 60.— Soit a € R un nombre algébrique (a est racine d’un polynéme non nul P € Q[X]). Donner une famille
génératrice finie du sous-espace vectoriel :
— k.
A= Vecty ({a t ke N})
du Q-espace vectoriel R.

Proposition 61. — Toute sur-famille d’une famille génératrice de E est génératrice de E.

3.2. Familles libres finies
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Définition 62. — Soit uy,...,u, des vecteurs de E. La famille (uy,...,u,) est dite libre si et seulement si :
V(Aq,...,4,) €K AMug+...+Au, =0 = A=...=1,=0.

Si la famille (uq,...,u,) n'est pas libre, elle est dite liée.

Une famille de vecteurs deux a deux non colinéaires n’est pas nécessairement libre. En effet, les vecteurs (1,0), (0, 1)
@ et (1,1) sont deux a deux non colinéaires, mais la famille ((1,0),(0,1),(1,1)) est liée car :

1:(1,0)+1:(0,1)+(-1)-(1,1)=(0,0).

Exercice 63. — Soit a € C. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la famille :

((1,a,a%),(a,a%1),(a% 1,a))

soit une famille libre de C3.

Proposition 64. — Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Proposition 65. — Soient uy,...,u, des vecteurs de E. La famille (uy,...,u,) est liée si et seulement s’il existe i € [1,n]
telle que :

u; € Vect ({uq, -+, Uj_1,Ujgqs--->Upt) -

Théoreme 66. — Une famille (P, ..., P,) de polynomes de K[X] telle que :
0 < degP; <degP, <...<degP,

est libre.

¥ Une démonstration du théoréme 66, appelé théoréme des degrés échelonnés, est a connaitre.

3.3. Bases finies
Définition 67. — Une base de E est une famille de vecteurs de E qui est a la fois libre et génératrice de E.

Exemple 68. — Soient n et p des nombres entiers naturels non nuls.

1. Pour tout i € [1,n], notons e; le vecteur de K" dont toutes les composantes sont nulles, sauf la i-iéme qui vaut 1. La
famille (eq,...,e,) est une base de K", appelée base canonique de K".

2. La famille (1,X,...,X™) est une base de K,[X ], appelée base canonique de K,[X].

3. Pour tout (i, j) € [1,n] x[1, p], notons E; ; la matrice de .#,, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui d’adresse
(i,j) qui vaut 1, i.e. :

E ;= (5k,i 52,1)(k,e)e[[1,n]]x[[1,p]] :

La famille (Ei, j) est une base de ./, ,(K), appelée base canonique de ., ,(K).

(.)€l 1,n]x[1,p]
Exercice 69. — Donner une base du sous-espace vectoriel :
F= {(xl,xz,xg,x4,x5) ER’ 1 x;+3x3+5x5 =0, 2x7+ Xy —X3+X5 =0, =1 + Xy + X3+ X4+ X5 = O}
de R®.
Définition 70. — Soient B = (e, e,,...,e,) une base d’'un K-espace vectoriel E et x € E. Alors :

A1(xy,.. 0 x) €KY x=x1-e;+x5-e5+...+x,-¢€,. [décomposition du vecteur x dans la base 2]
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X1
X2
Le vecteur colonne | . € M, 1(K) est appelé vecteur des coordonnées de x dans la base 2.
xn
Exercice 71. — Soient n, p des entiers naturels non nuls.

1. Soit x = (x,...,x,) € K". Expliciter les coordonnées de x dans la base canonique de K".
2. Soit P =ag+ a;X +a,X*+...+a,X" € K,[X]. Expliciter les coordonnées de P dans la base canonique de K,[X].
3. Soit A=(a; ;)i jyerrn]x[1,p] € Hn,p(K). Décomposer la matrice A dans la base canonique de ., ,(K).
Exercice 72. — Donner une base du sous-espace vectoriel &, = {M eMR) : M T=Mm } de #,(R).
Exercice 73. — Démontrer que la famille 8 :=((1,0,—1),(0,1,—1)) est une base du sous-espace vectoriel :
F :={(x,y,z)€R3 : x+y+z:0}
de R? et donner les coordonnées d’un vecteur u = (x, y,z) de F dans la base 2.

Exercice 74. — Donner une base du sous-espace vectoriel :

F:={fe¢®®RR): f'=2f—f}

de €°°(R,R).
Exercice 75. — Donner une base du sous-espace vectoriel :
F:={(u)hen €R" : pourtout n €N, t, 19 =2y —2U,}
de R".
Théoreme 76. — Soient E un K-espace vectoriel et Fy,F,,...,F, des sous-espaces vectoriels de E en somme directe. Pour

tout i € [1,p], donnons-nous :
c%l' = (ei,l, coogp ei,ni)
une base de F;. Alors :
:% = %1# oco #:%p = (61’1, 61’2, ey el,nl, ey ep’l, ep’z, ey ep,np)

est une base de F; ® F, ® ... ® F,, que U'on appelle base adaptée a F; ® F, & ... ® F,,.

Théoreme 77. — Soient n €N, (P,,...,P,) une famille de (n + 1)-polynémes de K,[X] telle que :
Vke[0,n] degP,=k.

Alors la famille (Py, ..., P,) est une base de K,[X].

@ Une démonstration du théoréme 77, appelé théoréme des degrés échelonnés, doit étre connue

4. Familles remarquables

Notation. — Dans cette partie, on fixe (E,+, - ) un K-espace vectoriel et I désigne un ensemble non vide.

4.1. Familles génératrices
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Définition 78. — Soit (u;);e; une famille de vecteurs de E indexée par I. La famille (u;);c; est dite génératrice de E si :
Vect({y; : ielI})=E
ou de manieére équivalente, si tout vecteur de E s’écrit comme une combinaison linéaire d’'un nombre fini de vecteurs de la
famille (u;);e;-
Exemple 79. — La famille (X"),cy est génératrice de K[X].
4.2. Familles libres
Définition 80. — Soit E un K-espace vectoriel. Soit (u;);c; une famille de vecteurs de E indexée par I.
1. La famille (u;);e; est dite libre si toute sous-famille finie de (u;);c; est libre, i.e. si :
VJ finie CI (u;)je; estlibre.

2. Si la famille (u;);; nest pas libre, elle est dite liée.

Exemple 81. — La famille (X"),cy d’éléments de K[X] est libre.

Exercice 82. — Pour tout a € R, on pose :
R — R
fﬂ X — e(lX .

La famille (f,),cg est-elle libre dans RR ?
Exercice 83. — Pour tout a € R, on pose :

R — R

Sa | x —s |x —al .
La famille (g,).cr est-elle libre dans R® ?
Exercice 84. — La famille ((a"),en),er €st-elle libre dans RN ?
4.3. Bases
Définition 85. — Une famille (u;);c; une famille de vecteurs de E est appelée base de E si et seulement si elle est libre et

génératrice de E.

Exemple 86. — La famille (X"),cy est une base de K[X].

5. Dimension finie

Notation. — Dans cette partie, on fixe (E, +, -) un K-espace vectoriel. Si (uy,...,u,) est une famille de vecteurs de E, la famille :

—

(Ugy ooy Ugyenn,ty)
désigne la famille (uq,...,u;_1,U41,-.-,U,), i.e. la famille obtenue en 6tant le vecteur u; de la famille (uy,...,u,).

5.1. Espace vectoriel de dimension finie et théoreme de la base extraite

Définition 87. — On dit que E est de dimension finie s’il posséde une famille génératrice finie.

Lemme 88. — Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E, qui est génératrice de E. On suppose qu’il existe i € [1,n],
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tel que
u; € Vect ({uy, ..., 05, ..., u,})

i.e. tel que u; est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille (uq,...,u,). Alors la famille (uq,...,u;,...,u,) est
génératrice de E.

Démonstration. Soit x € E. Puisque la famille (u,,...,u,) engendre E, il existe (,,...,4,) € K" tel que

n
X = ZAJHJ = E A‘]u] +)Liui .
j=1 1<j<n

J#

D’une part Z Aju; € Vect ({uy, ..., U, .. ., Up}).
1<j<n
J#
D’autre part, comme u; € Vect ({uy,...,u;,...,u,}), Au; € Veet ({ug, ..., 0, ..., Uy }).

—

Ainsi x € Vect ({uy,...,4;,...,u,}), comme somme de deux éléments de ce sous-espace vectoriel de E.
Ceci étant vrai pour un x € E quelconque, il vient :

E cVect({ug,...,Uj, . Up}) .«

L'inclusion réciproque est triviale. m|
Théoreme 89. — Supposons que E est non réduit a {0y} et de dimension finie. Soit (uy, ..., u,) une famille génératrice de
E.

1. On peut extraire de la famille (uy,...,u,) une sous-famille qui est une base de E.

2. En particulier E posséde une base (finie).

Démonstration. Seule la premiére assertion requiert une preuve. Nous raisonnons par récurrence sur le nombre n d’éléments
que possede la famille génératrice donnée. Pour tout n € N*, notons % (n) le prédicat suivant :

«De toute famille génératrice de n vecteurs de E, on peut extraire une base de E. »

(a) Initialisationan=1
Soit (u;) une famille génératrice de E. Alors u; # O, sinon E = Vect({Og}) = {0z}, ce qui est contraire a une des
hypotheéses. Par suite (u;) est libre. C’est donc une base de E.

(b) Hérédité
Supposons que #(n) soit vraie pour un entier n € N* fixé. Soit (uy,...,u,,;) une famille génératrice de E, formée de
n+ 1 vecteurs.

e Si(uy,...,u,.1) estlibre, alors c’est une base de E et la propriété & (n + 1) est établie.

e Sinon (uy,...,u,,;) est liée et donc un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres. Formelle-
ment, il existe i € [1,n+1], tel que u; € Vect ({uy, ..., 4, ..., U1 }). D’apres le lemme 88, la famille (uq, ..., a;, . . ., Uyt ),
extraite de (uy, ..., U, 1), est génératrice de E. Comme elle posséde n vecteurs, on peut lui appliquer 'hypothese de
récurrence & (n) pour conclure.

O

5.2. Théoreme de la base incomplete

Lemme 90. — Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E, qui est libre. Soit v € E tel que
v & Vect ({uy, ..., u,}). Alors la famille (uy, ..., u,,v) est libre.

Démonstration. Soit (A4, ..., A,, u) € K™ tel que

n
(*) Z)Liui + uv = OE
i=1

n

A
e Démontrons que u = 0, en raisonnant par 'absurde. Si u # 0, alors v = Z (——l) u; € Vect ({uy, . ..,u,}), ce qui contredit
= u
i=1
une des hypothéses.
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n
e Comme u = 0, I'identité (x) se réécrit Z A;ju; = 0p. La famille (uy,...,u,) étant libre, il vient :
i=1

Théoréeme 91. — Supposons que E posséde une base (ey,...,e,). Soit (uy,...,u,) une famille libre de vecteurs de E. On
peut adjoindre a la famille (uy, .. .,u,) un certain nombre des vecteurs ey, ...,e, (éventuellement aucun) de maniére a ce
que la nouvelle famille ainsi obtenue soit une base de E.

Démonstration. On raisonne par récurrence généralisée finie sur le nombre g de vecteurs de la base (ey,...,e,) qui n’appar-
tiennent pas au sous-espace vectoriel engendré par la famille libre donnée. Pour tout g € [0,n], notons & (q) le prédicat
suivant :

si q des vecteurs de la base (eq,...,e,) n"appartiennent pas au sous-espace vectoriel en-
gendré une famille libre donnée, alors on peut adjoindre a cette famille libre donnée un
certain nombre des vecteurs ey, ...,e, (éventuellement aucun) de maniére a ce que la
nouvelle famille ainsi obtenue soit une base de E.

(a) Initialisationa q =0
Soit (uy, .. .,u,) une famille libre de vecteurs de E telle que tous les vecteurs ey, .. ., e, appartiennent a Vect ({ul, ety up})
(i.e. telle que ¢ = 0). Par minimalité du sous-espace engendré Vect({ul, cee ,up}), il vient

E =Vect({eq,...,e,}) C Vect({ul,...,up}) CE.

Par suite, (uy, ...,u,) est génératrice de E. C’est donc une base de E, puisque cette famille est supposée libre par hypothese.
(b) Hérédité

Supposons que £ (q’) soit vraie pour tous les entiers ¢’ € [0,q], ol g € [0,n— 1] est fixé. Soit (uy, ... ,Up) une famille

libre de vecteurs de E telle que g + 1 vecteurs de la base (eq,...,e,) n’appartiennent pas a Vect({ul, ey up}). Quitte a

réindexer les vecteurs de la base (e, ...,e,), on peut supposer que

el,...,eq,eqﬂgéVect({ul,...,up}) et eq+2,...,enEVect({ul,...,up}).

Comme e,,; ¢ Vect({ul, . ,up}), le lemme 90 nous livre la liberté de la famille (uy, ..., u,,eq41).
Nous observons que :

€g+1 eVect({ul,...,up,eqH}) €t €gygs---5€p eVect({ul,...,up}) C Vect({ul,...,up,eqﬂ})

Par suite le nombre g’ de vecteurs de la base (e;,...,e,) qui n’appartiennent pas & Vect({ul, e Up, eq+1}) est inférieur
ou égal a q. On applique alors I'hypothese de récurrence & (q') a la famille libre (uj, ..., u,, e.,1), obtenue en adjoignant
a (uy,...,u,) un des vecteurs de la base (e, ..., e,), pour conclure.

O

Remarque 92. — Dans la preuve du théoréme de la base incompleéte, seul le caractére générateur de E de la famille (e, ...,e,)
nous a été utile. Le résultat est donc encore valide si 'on suppose la famille (e4,...,e,) seulement génératrice de E.

5.3. Cardinaux des familles remarquables et notion de dimension
Lemme 93. — Soit (e;,...,e,) une famille libre de E et soit (fi, ..., f,,) une famille génératrice de E. Alors n < m.

Démonstration. Pour tout m € N*, on définit #(m) comme étant l'assertion :
«V (fi,.- s fm) EE™, YR EN*, V(eq,...,e,) € Vect ({f1,..., fm )", (€1,...,e,) libre = n<m»

On démontre que & (m) est vraie pour tout m € N*. L'assertion du lemme 93 en découle, puisque si (f, ..., f;,) est une famille
génératrice de E, alors Vect({fy,..., fn}) = E par définition méme.
Remarquons que pour tout m € N*, #(m) est équivalente a :

YV (fi,.. s fm) €E™, YneN*, V(e,...,e,)€Vect({fi,...,f. )", n>m = (eg,...,e,) lide

par contraposition.
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(a) Initialisationam =1
Soit f; un vecteur de E, soit n € N*, soit (ey,...,e,) € Vect({f1})". On suppose n > 2. Démontrons que la famille
(eq,-..,ey,) estliée. Pour cela, il suffit d’établir que la famille (e, e;) est liée.
Il existe (A1, A,) € K? tel que e; = A, f; et e; = A, f;.

e SiAd; =0, alorse; =0p et:
1.61 + 0.@2 == OE .

A
e SiA; #0,alorse, = JL—Ze1 et:
1
_lzel + A‘l ey = OE .
~—
£0
Dans les deux cas, la famille (e, e,) est liée.
(b) Hérédité

Supposons & (m) vraie pour un m € N* fixé. Soit (f1, ..., f, finr1) € E™L, soit n € N* soit (eq,...,e,) € Vect ({f1, ..+, f> fnir )"

On suppose n > m + 1. Démontrons que la famille (ey,...,e,) est liée.
Pour tout i € [1,n], il existe (A; 1, ..., A Apmi1) € K™ tel que :

m+1 m
e = Z Aiifi= Zki,jfj + Aim1fmat -
=1 =1
—_——
eVect({f1,-fm})
® Sidy i1 =-.. = Aymi1 = 0, alors (ey,...,e,) € Vect({fi, ..., f,})". De n > m+1 > m et de #(m), on déduit que

la famille (eq,...,e,) est liée.
e Siau moins un des scalaires A .41, .., Ay 41 €St non nul, alors quitte a renuméroter les vecteurs e, ..., e, on peut
supposer A, 41 7 0.

Pour touti € [1,n—1], on pose :

A'i m+1 . l m+1
e =e— e, Z oifi— Zan, £ evect({fi,.. fu) -
n,m+1 j=1 n m+1
Alors ( ,...,e’n_l) e Vect({f1,..., fu})" . De n—1 > m (qui découle de n > m + 1) et de 2(m), on déduit que la
famille (61’ e, e;l_l) est lide.
Donc il existe des scalaires u,, ..., u,_; non tous nuls tels que :
n—1 n—1 n—1 A 1
i,m+
OEZZUieg:Z“iei_(ZMiA )en'
i=1 i=1 i=1 n,m+1
La famille (e, ...,e,) est donc également liée.
O
Théoreme 94. — Supposons que E est de dimension finie. Alors toutes les bases de E ont le méme cardinal.
Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 93. O
Définition 95. — Supposons que E est de dimension finie. Le cardinal commun de toutes les bases de E est appelé dimension

de E. On le note dimE.

Exemple 96. — Soient n et p des entiers naturels non nuls.
1. dimK"=n
2. dimK,[X]=n+1
3. dim 4, ,(K) =np

. . . . i s - n(n+1
4. La dimension de I’espace vectoriel des matrices symétriques n x n a coefficients dans K est g

DAVID BLOTTIERE 17 VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Théoreme 97. — Supposons que E est de dimension finie. Soit (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E.
1. Supposons (uy,...,u,) génératrice de E.

(a) Alors dimE < n.
(b) Sin=dimE, alors (uy,...,u,) est de plus libre. C’est donc une base de E.

2. Supposons (uy,...,u,) libre.

(a) Alors n < dimE.
(b) Sin=dimE, alors (uy,...,u,) est de plus génératrice de E. C’est donc une base de E.

Démonstration.
1. Supposons (ug,...,u,) génératrice de E.

(a) C’est une conséquence du lemme 93.

(b) Supposons que n = dimE. En appliquant le théoréme de la base extraite a la famille (uy,...,u,) génératrice de E,
il vient qu’il existe une sous-famille de (u,,...,u,) qui est une base de E.
Si cette sous-famille n’est pas la famille (uq,...,u,) elle-méme, alors on trouve une base de E qui a un cardinal
strictement plus petit que la dimension de E, ce qui contredit I'égalité des cardinaux de toutes les bases de E
(théoréme 94).
Donc la sous-famille qui est une base de E, obtenue par application du théoreme de la base extraite, est la famille
(uq,...,u,) elle-méme. La famille (u,...,u,) est donc une base de E.

2. Supposons (uq,...,u,) libre.

(a) C’est une conséquence du lemme 93.

(b) Supposons que n = dim E. En appliquant le théoréme de la base incompleéte a (uy, ..., u,), on obtient une sur-famille
de (uy,...,u,) qui est une base de E.
Si cette sur-famille n’est pas la famille (uq,...,u,) elle-méme, alors on trouve une base de E qui a un cardinal
strictement plus grand que la dimension de E, ce qui contredit I'égalité des cardinaux de toutes les bases de E
(théoréme 94).
Donc la sur-famille qui est une base de E, obtenue par le théoréme de la base incomplete, est la famille (uy,...,u,)
elle-méme. La famille (uy,...,u,) est donc une base de E.

O

5.4. Sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de dimension finie

Théoreme 98. — Supposons que E est de dimension finie. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors
1. F est de dimension finie;
2. dimF < dimE.

Démonstration.

1. Raisonnons par I'absurde. Supposons F n’est pas de dimension finie, i.e. qu’aucune famille finie de vecteurs de F n’en-
gendre F. On va montrer qu’on peut, sous cette hypothése, construire des familles libres de vecteurs de F, arbitrairement
grandes.

e F n’étant pas de dimension finie, il n’est pas réduit a {0z} (en effet (Og) est une famille génératrice de {Og}). Soit
donc u; un vecteur non nul de F. La famille (u;) est une famille libre de vecteur(s) de F.

e Soit p € N*. Supposons construit des vecteurs (us,...,u,) de F, qui forment une famille libre. Puisque (u,...,u,)
n’est pas génératrice de F, il existe u,,; € F \Vect({ul, . ..,up}). Par le lemme 90, la famille (u;, . ..,up,up+1) est
une famille libre de vecteurs de F.

Ainsi construit donc, par récurrence, des familles libres de vecteurs de F de cardinaux p = 1 quelconque. En particulier
pour p =dimE + 1. L'espace vectoriel E, de dimension finie dim E, contient donc une famille libre de cardinal dimE + 1,
ce qui contredit 'assertion 2.(a) du théoreme 97.

2. Une base de F est en particulier une famille libre de E. Par le théoréme 97, il vient donc dimF < dimE.

Exercice 99. — Soit A € K. Justifier que
FA:={(x,y,z)€K3 : Ax+y+z:0,x+7ty+z=0,x+y+7tz:O}

est un sous-espace vectoriel de K>, puis déterminer sa dimension.
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Exercice 100. — Justifier que
F:={PeCyX]: P(1)=P(-1)=0}

est un sous-espace vectoriel de C5[X ], puis déterminer sa dimension.

Théoreme 101. — Supposons que E est de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que F C G.
1. dimF <dimG
2. SidimF =dimG, alors F = G.

Démonstration.

1. D’apres les hypotheéses, F peut-étre vu comme un sous-espace vectoriel de G. Alors I'inégalité dim F < dim G résulte du
théoréme 98.

2. Supposons dimF = dim G =: d. Soit (e, ...,e;) une base de F. On peut considérer cette famille comme une famille libre
de G. Puisqu’elle a le méme cardinal que dim G c’est une famille génératrice de G (cf. 2.(b) du théoréme 97). Or cest
aussi une famille génératrice de F. D’ou F = Vect({e;,...,¢e4}) = G.

O
5.5. Formules de Grassmann

Théoreme 102. — Supposons que E est de dimension fi-
nie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Si F et G sont en somme directe, alors :

dimF & G=dimF +dimG .

2. Plus généralement :

dimF+G=dimF +dimG—dimFNG. Hermann Giinther Grassmann (1809-1877)

Démonstration.
1. DL’assertion résulte du théoréme 76.

2. Soit F’ un supplémentaire de F N G dans F. On a ainsi :
F=(FNG)®F’ . 3)

Prouvons :
FFeG=F+G. (@)

(a) Caractére direct de la somme F' + G
Soitx € F'NG.Alorsx e F' CFetx€G.Doncx € FNG.Dex € FNG, x € F et (3), on déduit x = 0. Ainsi
F’N G c {0g}. Linclusion réciproque est claire.

(b) Linclusion FF® GCF+G
Comme F'CF,F'®GCF+G.

(¢) LinclusionF+GCF' &G
Soit x EF+ G. Alors il existe y e Fetz € Gtelsquex =y +2.Comme y € F = (FNG)® F’, il existe y' € FNG et
y" eF telsque y =y’ +y”. Ainsi :

x=y"+(y +2) (5)

Comme y' € FNGCGetz€G,y +z€G.Donc (5) est une écriture de x comme somme d’un élément de F’ et
d’un élément de G. Do x € F' & G.

Lidentité (4), a présent démontrée, nous livre :
dimF+G=dimF' ® G=dimF’ +dimG
en appliquant 1. Toujours en appliquant 1, nous déduisons de (3) :
dimF’ =dimF —dimF N G.

En combinant les deux derniéeres identités sur les dimensions, le résultat tombe.
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Théoréeme 103. — Soit E un K-espace vectoriel. Soient Fy,F,,...,F, des sous-espaces vectoriels de E en somme directe.
Alors :

Démonstration. 1l s’agit d'une conséquence du théoreme 76. |

Exercice 104. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n tel que n := dimE > 3. Soient H;, H,, H, trois hyperplans
de E deux-a-deux distincts.

1. Démontrer que dimH; NH, =n—2.
2. Démontrer que dimH; NHyNH; = n—3.
3. A-t-on nécessairement dimH, NH,NH; =n—3 ?

5.6. Critére pour étre supplémentaires dans un espace vectoriel de dimension finie

Théoreme 105. — Supposons que E est de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F et G
sont supplémentaires dans E si et seulement si :

F N G={0g} et dimF +dim G = dimE .

Démonstration.

Supposons que F et G sont supplémentaires dans E, i.e. que E=F & G.
Puisque la somme est directe, F N G = {0z}. Ensuite par la premiére formule de Grassmann :

dimF +dimG =dimF & G =dimE .

Supposons F N G = {0z} etdimF + dim G = dimE.
Puisque F N G = {0z}, la somme F + G est directe. Il reste a vérifier que cette somme égale E.
F @ G est un sous-espace vectoriel de E. Ensuite par la premiére formule de Grassmann :

dimF & G =dimF +dimG

et cette derniére somme de nombres entiers vaut dim E par hypothese. Donc F @ G est un sous-espace vectoriel de E de
méme dimension finie que E. Par le théoréme 101, E=F & G.

O

5.7. Dimension d’un produit d’espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 106. — Soient un entier n 2 2 et Ey, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors Uespace vectoriel
produit E; x ... x E, est de dimension finie et :

dimli[Ei = Zn:dimEi .
i=1 i=1

Eléments de démonstration. Soient E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, (eq,...,e,) une base de E et (fy,...,fm)
une base de F. On vérifie que la famille :

((e1,0p),...,(en,0r), (0g, f1), ..., (0g, fi1))

est une base de E x F, ce qui livre le résultat dans le cas oil n = 2. La propriété pour un entier n 2 2 quelconque peut alors étre
obtenue en raisonnant par récurrence.

O

6. Applications linéaires

Notation. — Dans cette partie, E et F désignent deux K-espaces vectoriels.

6.1. Notion d’application linéaire
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Définition 107. — application linéaire Une application f : E — F est dite linéaire si
Vw,v)eE* YA,WeK  f(A-utu-v)=A-f+u-f(v)
Proposition 108. — Si f: E — F est linéaire alors f(0g) = Op.
6.2. Structure de K-espace vectoriel sur ¥ (E, F)

Définition 109. — Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté £(E,F).

Théoreme 110. — Les applications :
%(E,F)x Y(E,F) —> %(E,F) Kx %(E,F) —> %(E,F)
+ E — F o E — F
(f.8) Ity @ *.f) = Ay - A f(u)

sont bien définies et (£ (E,F),+, - ) est un K-espace vectoriel. Le vecteur nul de £ (E, F) est :

E — F

O u — 0

et Uopposé d’'un vecteur f de £ (E, F) est donné par :

E — F
u — —f(u).

—f

Définition 111. —
1. Une application linéaire de E dans E est nommée endomorphisme de E.
2. Une application linéaire et bijective de E dans F est nommée isomorphisme de E vers F.

3. Une application qui est a la fois un endormorphisme et un isomorphisme est nommée automorphisme.

Exercice 112. — Soit f : E— F un isomorphisme. Démontrer que 'application f ~': F — E est un isomorphisme.
6.3. Image directe et image réciproque d’un sous-espace vectoriel
Théoreme 113. — Soit f € ¥(E,F).
1. Si H est un sous-espace vectoriel de E, alors :
fH):={f(w) : ueH} [partie de F formée des images des éléments de H par f ]

est un sous-espace vectoriel de F.

2. Si H’ est un sous-espace vectoriel de F, alors :
fY(H)={uecE : fweH} [partie de E formée des antécédents des éléments de H' par f |

est un sous-espace vectoriel de E.

¥ Une démonstration du théoréme 113 est & connaitre.

6.4. Noyau et image d’une application linéaire

Définition 114. — Soit f € ¥(E,F).
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1. Le noyau de f est défini par :
Ker(f):=f ' ({0;})={u€E : f(u) =0} [partie de E formée des antécédents de O par f] .
2. Limage de f est définie par :

Im(f):=f(E)={f(u) : u€E} [partie de F formée des images des éléments de E par f] .

Corollaire 115. — Soit f € ¥(E,F).
1. Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

2. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. Comme {0r} est un sous-espace vectoriel de F et E est un sous-espace vectoriel de E, les deux assertions
résultent du théoréme 113. a

Proposition 116. — Supposons le K-espace vectoriel E de dimension finie, considérons une famille génératrice (e,,...,e,)
de E (une base de E par exemple). Soit f € £(E,F). Alors :

Im (f) = Vect(f (e1),..., f (e,)) .

Démonstration.
Soit y € Im (f). Par définition de I'image de f, il existe x € E telle que :

y=f(x). (6)

Comme la famille (eq,...,e,) est génératrice de E, il existe (A,,...,A,) € K" tel que :

x = Zn: Aie; . (7
i=1

Comme I'application f est linéaire, nous déduisons que (6) et (7) que :
y =2 Af(e) €Vect(f (1), ..., f () -
i=1

Le sous-espace Im (f) de F contient les vecteurs f (e;),..., f (e,). Par minimalité du sous-espace engendré

Vect(f (e1),...,f (e,)), il vient :
Vect (f (e1),...,f (e,)) CIm(f) .

Exercice 117. — Soit n € N*. Déterminer 'image de I'application :

K[X] — K[X]
f p — P—P.

Qu’en déduire?
Théoreme 118. — Soit f € ¥(E,F).

1. f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.

2. f est surjective si et seulement si Im(f) =F.

¥ Une démonstration du théoréme 118 est & connaitre.

6.5. Construction d’applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels de dimension finie
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Proposition 119. — Supposons le K-espace vectoriel E de dimension finie et considérons une base (eq,...,e,) de E. Soit
(f1,.--,fn) une famille quelconque de vecteurs de F. Alors il existe une unique @ € ¥(E,F) telle que :

Vie[l,nl, ¢le)="f.
6.6. Théoreme du rang et formule du rang

Définition 120. — Soit f € ¥ (E,F).
1. Si E est de dimension finie, alors Im(f) est de dimension finie.

2. La dimension de Im(f) est appelée rang de f et est notée rg(f ). On a donc rg(f) := dimIm(f).

Théoreme 121. — Soit f € ¥(E,F).
1. Soit A un supplémentaire de Ker (f) dans E. Lapplication :

flm) A — Im(f)
4 x —  f(x)

est un isomorphisme (théoréme du rang).

2. Si E est de dimension finie, alors :

dimKer(f) +rg(f) =dimE [formule du rang] .

¥ Une démonstration du théoréme 121 est & connaitre.

Exercice 122. — Soit f € ¥(E,F). Supposons que E est de dimension finie. Soit (eq,...,e,) une base de E.
1. Démontrer que f est injective si et seulement si (f (e;),..., f (e,)) est une famille libre de F.
2. Démontrer que f est surjective si et seulement si (f (e;),...,f (e,)) est une famille génératrice de F.

3. En déduire un critere d’isomorphisme.
6.7. Injectivité, surjectivité, bijectivité et dimension
Corollaire 123. — Soit f € £(E,F). On suppose E et F de dimension finie.
1. Si f est injective, alors dimE < dim F.
. Si f est surjective, alors dimE > dimF.

2
3. Si f est injective et si dimE = dimF alors f est un isomorphisme.
4

. Si f est surjective et si dim E = dim F alors f est un isomorphisme.

7. Matrices d’applications linéaires

7.1. Cordonnées d’un vecteur dans une base

Notation. — La lettre :
e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie, notée n, supposée non nulle;
e ¢e=(eq,...,e,) désigne une base de E;

e u désigne un vecteur de E.

Définition 124. — Puisque la famille e est génératrice de E, il existe : (xy,...,x,) € K" tel que

j=1

Puisque la famille e est libre, le n-uplet (x,...,x,) d’éléments de K vérifiant (8) est unique. On définit la matrice des
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cordonnées de u dans la base e comme étant :

X1
Mat, (u) := : € Mpy,(K).

Exercice 125. — Soitu = (1,2,3) € R3.
1. Déterminer les coordonnées de u dans la base canonique de R3.
2. On pose ¢} := (0,1,1), e; = (1,0,1) et e; = (1,1,0). Démontrer que la famille ¢’ = (eg,e;,eg) est une base de R3 et
déterminer les coordonnées de u dans la base e’.

7.2. Matrices d’une application linéaire dans des bases

Notation. — La lettre :
e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e e=(eq,...,e,) désigne une base de E;

f=(f1,...,f,) une base de F ;

e (o désigne une application linéaire de E dans F.

Définition 126. — La matrice de @ dans les bases e et f est la matrice notée
Matgi(np) € M, ,(K)

dont la j-ieme (j € [1,n]) colonne est la matrice des cordonnées de ¢(e;) € F dans la base f. Schématiquement, nous
avons la description suivante de Mat, ¢ ().

p(er) ¢les) ¢(en)
[ * * *\ /fi
Matg{((p) = % * 000 * /f2
* * * /fp

Remarque 127. — Par définition méme, pour tout j € [1,n] :

p
ple)) =) [Mat,; ()] f-

i
=1 J

La seule connaissance de Mat, ;(¢) permet de retrouver ¢, i.e. de calculer ¢ (u) pour tout u € E.

En effet soit u € E et soit :
X1

Mat, (u) = : € Mp,(K).
xn
la matrice de ses cordonnées dans la base E. Alors :
n n n
Y pw) = o (Z xjej) = ij ) (ej) = ij Z [Matg’):(cp)]i’j fi
j=1 j=1 =1 i=1

et donc :

14 n
pw)=>" (ij [Mate,f(so)]i’j) fi ©)

i=1 \_j=1

Le terme de droite de (9) se calcule uniquement a I’aide de Mat, .
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Exercice 128. — Soit n € N*. Déterminer la matrice de I'application linéaire :

f KnIEX] — K,[X]

— P/

dans les bases canoniques de K, [X] et K, [X].

Proposition 129. — Ona:
Mati(cp(u)) = Matg’i(cp) x Mat,(u) .

Démonstration. Lidentité (9) :

P n
p)=> ( X [Mate,f(cp)]i,j) fi-

j=1

livre une autre information. Les cordonnées de (p(u) dans la base f sont donc données par :

n

ij [Matgi((p)]l’j Zn:[Mate’f(go)]l’j X;

j=1 j=1
n

ij [Matg{(np):lz’j Z[Matﬁsf(¢)]2jxf

Mat; (¢() = | 1=

Z [Matef((p)] \ Z[Mate]‘c(tp)]

La derniere identité repose sur la définition du produit matriciel. Nous avons donc établi :

Mati(go(u)) = Matg,i(ap) x Mat,(u) .

7.3. Composée d’applications linéaires versus produit de deux matrices

Lemme 130. — Soient (n,p) € N* x N*, (erll, eees e,’:) la base canonique de K" et A € 4, ,(K). Alors :

[Al1;

AT _ | Al L :
A X (en) = : [j-iéme colonne de la matrice A] .

[Ajp,j

Notation. — La lettre :
e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e G désigne un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle;
e e=(ey,...,e,) désigne une base de E;

f=(f1,...,f,) une base de F ;

g =(81,-.,8,) une base de G;

e ¢ désigne une application linéaire de E dans F ;

e 1) une application linéaire de F dans G.

j=1 - > = Mat, () x Mat,(u) .

MPI-MPI* 2526

Remarque 131. — Comme Matef(go) € My, (K), Matf g(ll,') € M,,(K), Mat, g(¢ o) € M,,(K), le produit matriciel
Matf g(l,b) X Matef(go) est bien défini et les matrices Mat, g(’l,b op)et Matf g(l,b) X Matef(ap) ont méme format (q, n).
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Théoréme 132. — Mat, ,(1) o ) = Mat; (1)) x Mat, ¢ ()

Démonstration. Soit j € [1,n]. Calculons la j-iéme colonne de la matrice Mat; , (1)) x Mat, ((), notée C;.

C; = Mat; (1) x Mat, ;(¢) X (e{l)T [lemme 130]

= Mat);;(w) x Mat§,£(<p) x Mat, (e;) [car Mat, (e;) = (efl)T]
= Mat; ,(v) x Mat; (cp (ej)) [proposition 129]

= Mat; Ew (¢ (ej))j [proposition 129]

Or par définition méme de Mat, ,(y o ), sa j-iéme colonne est formée des cordonnées de 1) ((,0 (ej)) dans la base g, i.e. la

j-iéme colonne de Mat, , (v o ¢) est Mat, (¢ ((p (ej))).
Les matrices Mat, , (v op)et Matf’g(zp); Mat, ¢ () ont (méme format et) mémes colonnes. Elles sont donc égales, i.e. :

Matg,g(ip op)= Mati’g(gb) X Matg’i(cp) .

7.4. Application linéaire canoniquement associée une matrice

Notation. — La lettre :
e n désigne un entier naturel non nul;
e p désignent un entier naturel non nul;

e A désigne une matrice de ./, ,(K);

B, = (e}l,...,e;‘) désigne la base canonique de K", de sorte que %HT = ((ei)T,...,(eg)T) est la base canonique de

'/ﬂn,l(K);

p
'//tp,l(K)-

B, = (61 ep) désigne la base canonique de K", de sorte que B! := (el)T (eP)T est la base canonique de
= (ep--rep g q ) q L= P (4 q

Proposition-Définition 133. — Lapplication linéaire canoniquement associée A est :

-/ﬂn,l(K) = p,l(K)
Pa X —  AX.

Lapplication @, est bien linéaire et elle est caractérisée par :

Matgr g1 (pa) =A.

L'application linéaire canoniquement associée a une matrice va nous permettre d’appliquer la théorie développée
pour les applications linéaires pour en déduire des propriétés portant sur les matrices. Un exemple en est donné
ci-dessous, cf. théoréme 139.

7.5. Noyau et image d’une matrice

Définition 134. — Le noyau de A est par définition de noyau de @,, i.e. :
Ker (A) := {X € #,,(K) : AX =0} .

Ker (A) est un sous-espace vectoriel de ., 1(K).

Remarque 135. — La détermination de Ker (A) conduit souvent a la résolution d’'un systéme linéaire homogene dont A est la
matrice des coefficients.
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Définition 136. — Limage de A est par définition l'image de @y, i.e. :
Im(A) = {AX : X € M,,(K)} .

Im (A) est un sous-espace vectoriel de M, ;(K).

Définition 137. — Le rang de A est la dimension de Im (A), i.e. :

rg(A) = dimIm(A) .

Proposition 138. — Notons C;,Cs,...,C, les colonnes de la matrices A. Alors Im(A) = Vect({C;, C,,...,C,}) et donc :

rg(A) = dim Vect ({C;, Csy,...,C,}) .

‘ . T T . S .
Démonstration. Comme (%HT = ((6711) ye ..,(e;l) ) est une famille génératrice de la source de ¢, :

Im(A) :=Im(p,) = Vect({&pA ((erll)T), e P ((eZ)T)}) =Vect({A (e}l)T oo A (eg)T}) .
D’apres le lemme 130, Im (A) = Vect({C;, Cs, ..., Cy}). O

7.6. Critere d’inversibilité d’une matrice via son noyau

Théoreme 139. — Nous supposons ici que n = p, i.e. que A est une matrice carrée. Alors :

A€ GL,(K) < Ker(A) = {Oﬁn,l(x)} :

Démonstration.

Supposons A € GL,,(K).

Clairement 0_, ) € Ker (A).

Soit a présent X dans Ker (A). Alors AX = 0_4 ). En multipliant chaque membre de cette identité a gauche par Al
(qui existe par hypothése) nous obtenons X =0_, (x)-

Supposons a présent que {0, )} = Ker(A) := Ker(p,). Alors ¢, € _Sf(//ln,l(K)) est injective. Or un endomor-
phisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie qui est injectif est un automorphisme (conséquence du théoreme
du rang). Donc ¢4 est un automorphisme de .#,, ;(K). Nous pouvons donc considérer I'application linéaire cp;l. Posons

B:= MatB;IF’BI (w;l).
Nous calculons :

AB = Matyr g (pa) X Matgr pr (¢x")
= Matgr g7 (a0 9;0) [théoréme 132]
= MatBLB; (id/ﬂn,l(K))
= 1

n-

et de méme BA = I,,. Donc A € GL,(K).

7.7. Matrices de passage

Notation. — La lettre :
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie;
e ¢e=(eq,...,e,) désigne une base de E;

e ¢’ =(e],...,e/) désigne une base de E.
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Définition 140. — La matrice de passage de la base e a la base ¢’ est la matrice P,_,,. € #,(K) dont la j-iéme colonne est
formeée des cordonnées de e; dans la base e pour tout j € [1,n].
Schématiquement, nous avons la description suivante de P,_,,.

/ / /

€ & €
* * * /e
_ * * * e
P§—>9’ - /e

\* * *] /e,

On a lidentité fondamentale suivante :
Pe_,e/ = Mate/,e (ldE) .

Proposition 141. — La matrice P,_,,, est inversible et :
=1
(pg—@’) =Pee -

Démonstration. Nous pouvons aussi considérer la matrice de passage « dans l'autre sens » :
P, =Mat,, (idg) .
Le théoréme 132 nous livre :
Py e X Pe,e = Mat, . (idg) x Mat, , (idg) = Mat, ., (idg oidg) = Mat, ., (idg) = I, .

A (s . . -1
De méme P,_,,, X P,._,, = I,. Nous en déduisons que P,_,, est inversible et que (Pe_,e,) =P,_,. m|

7.8. Changement de base pour les vecteurs

Notation. — La lettre :
e E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie;
o e=(eq,...,e,) désigne une base de E;
e ¢’ =(e],...,e/) désigne une base de E.

Proposition 142. — Soient u € E. Alors :

Mat, (u) = P,_,, x Mat, (u) .

Démonstration. Grace a la proposision 129 :

P,_,, x Mat, (u) = Mat, , (idg) x Mat, (u) = Mat, (idg(u)) = Mat, (u) .

7.9. Changement de base pour les applications linéaires

Notation. — La lettre :
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie;
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie;
o e=(eq,...,e,) désigne une base de E;
e ¢/ =(e],...,e/) désigne une base de E;

f= (f1,--.,fp) désigne une base de F ;

f_’= (fl’,...,e;) désigne une base de F;

e (p désigne une application linéaire de E dans F.
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Théoreme 143. — Nous disposons de lidentité :

-1
Matg’i(tp)zpi_)il X Matg/,f(tp) X (Pg_,g/)

qui s’écrit également :
Matgi((p) = Matf,ﬁ (idg) x Matg/{/(go) x Mat, ., (idg) .
Démonstration. En appliquant la proposition 142 deux fois, il vient :

Matﬂ{ (idp) x Matg/,f(cp) x Mat, ., (idg) = Matg{ (idpop oidg) = Matgé(cp) .

Exercice 144. — Soit la matrice :
-1 4 2
A= —2 5 1
1 -2 2

et soit ¢, 'endomorphisme canonique de R* associé.
1. Déterminer tous les A € R tels que Ker (¢, — Aidgs) # {0}.

2. Soient A; < A, < A4 les réels trouvés a la question précédente. Démontrer
R® = Ker (¢, — A;idgs) ® Ker (4 — Ayidgs) ® Ker (¢, — A5idgs) .

3. Ecrire la matrice D de ¢, dans une base adaptée a la décomposition précédente de R>.
4. Quel lien existe-t-il entre Aet D ?

8. Matrices
8.1. Produit matriciel

Notation. — Les lettres n, p,q, r désignent des entiers naturels non nuls.

Définition 145. — Soient A= (ai’j) € M,,(K)et B= (bi,j) € My (K).
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1. Le produit matriciel de A par B est défini si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B, i.e. si p =q.

2. Si le produit matriciel de A par B est défini (donc si p = q), alors le produit matriciel de A par B, noté AB, est une

matrice de format n X r.

3. Si le produit matriciel de A par B est défini (donc si p = q), alors le coefficient d’adresse (i, j) de AB est

p

Zai’kbk,]’ = ai’l bl,i + ai’z bz’]’ + ai,3 b3,j +...+a
k=1

b

L,p~p,j*

pour tout (i,j) € [1,n] x [1, r]. Autrement dit, nous avons les identités suivantes.

p
(a) AB = a; 1 b
(Z . k’])Kisn

=1 <y

P
® V(i) elLnlx[1,r]  [ABl;= ) [Alyx x [Bly,
k=

1

Théoréme 146. — Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes.
1. Associativité
V(A,B,C) € M, ,(K) x M, (K) x M, ,(K) (AB)C =A(BC)

Les parenthéses n’influant pas sur le résultat, on note plus simplement ABC la matrice (AB)C = A(BC).
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2. Distributivité a gauche
V(AB) € A, ,(KY VCe.#,,K) (A+B)C=AC+BC

3. Distributivité a droite
VAe M, ,(K), VY(B,C)e.#,,(K)* AB+C)=AB+AC

4. Commutativité de la multiplication et de la mutliplication par un scalaire

VYAe M, ,(K) VBeE M, (K) YAEK (A-AB=AA-B)=A-(AB)

Exercice 147. — Soit (El-’j) la base canonique de .#,(K). Soit (i, j,k,£) € [1,n]*.

1<i,j<n
1. Démontrer :
EijE =06 E

en utilisant uniquement la définition du produit matriciel.
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2. Retrouver le résultat de la question 1, en introduisant les endomorphismes canoniquement associés aux matrices E; ; et

Ek,e .
8.2. Matrices carrées

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Définition 148. — On note I, la matrice de #,(K), appelée matrice identité, dont tous les coefficients sont nuls, sauf ses

coefficients diagonaux, tous égaux a 1. En d’autres termes :

|1 osii=j
nlii=| 0 siizj

pour tout (i,j) € [1,n]>.

Proposition 149. — Pour tout A€ A, ,(K) :

Théoreme 150. — (4, (K),+, x,.) est une K-algébre, i.e. :
1. (A, (K),+, ) est un K-espace vectoriel ;
2. (M,(K),+, X) est un anneau;
3. VAe M,,(K) VBe M, (K) YA€K (A-A)xB=AA-B)=A-(AxB).

Définition 151. — Soit A€ #,(K). Si s €N, alors on définit A’ par :

I, sis=0

A= AXAXAX...xXxA sis=1.
~—_—————

s fois

Théoreme 152. — Soient A et B deux matrices de #,(K) qui commutent, i.e. telles que AB = BA. Alors pour tout s €N :

(A+BY = Zs: (2)Ak Bk = ZS: (DAHB" .

k=0 k=0
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Théoreme 153. — Soient A et B deux matrices de #,(K) qui commutent, i.e. telles que AB = BA. Alors pour tout s € N* :

s—1
A—B =(A-B) > ABTI,
k=0
Remarque 154. — Les deux formules sommatoires des théorémes 152 et 153 sont valables dans tout anneau, pour deux

éléments qui commutent.
8.3. Matrices carrées inversibles

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Définition 155. — Soit A € #,(K). La matrice A est dite inversible s’il existe B € #,(K) tel que :
AB=1,=BA.

Lensemble des matrices inversibles de #,(K) est noté GL, (K).

Théoreme 156. — Si A € #,(K) est inversible, alors la matrice B € _#,(K) vérifiant AB = I,, = BA est unique. On la
nomme matrice inverse de A et on la note A™*.

Remarque 157. — Si A€ #,(K) est inversible alors il découle de la définition de la matrice inverse A™! de A :

AA =1 =ATA.

Théoreme 158. —

1. Pour tout (A, B) € GL,(K)?, AB € GL,(K) et (AB)™! = B~*A™L. En particulier, la multiplication sur #,(K) induit une
loi de composition interne (notée également x) sur GL,,(K).

2. (GL,(K), x) est un groupe dont le neutre est I,,.
Remarque 159. — I ' =1, et, pour tout A € GL,(K), (A_l)f1 =A

Théoréme 160. — Soit A € ,(K).
1. S'il existe B € #,(K) telle que AB = I,,, alors A est inversible et A™! = B.
2. S'il existe B € M,(K) telle que BA=I,,, alors A est inversible et A~ = B.

Exercice 161. — Soient A € #,(K) et E un K-espace de dimension n, muni d'une base e = (e,...,e,). Démontrer que
A € GL,(K) si et seulement s’il existe une base ¢/ = (e’l, s e;) de E telle que : A=P,_,,.

@ Une démonstration du théoréme 160 est & connaitre.
8.4. Trace d’une matrice carrée

Notation. — La lettre n désigne un entier naturel non nul.
Définition 162. — Soit A € #,(K). La trace de A est le scalaire :

tr(4) = > [Al
k=1

i.e. tr (A) est la somme des coefficients diagonaux de A.

DAVID BLOTTIERE 31 VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Théoréme 163. —

1. Linéarité
V(A1,4,) €K* Y (A,Ay) € M, (K tr(AA; + Ap.A) = Aq tr(A;) + Ay tr(Ap)

2. Trace d’'un produit
VAe #,(K) VBe #,(K) tr(AB)=tr(BA)
Si A, B, C sont des matrices de .#,(K), alors I'identité tr (ABC) = tr (BAC) n’est pas nécessairement vraie. En effet :

@ ‘ tr (E1,1E1,2E2,1) =1#0=tr (E1,2E1,1E2,1) .

Proposition 164. — Deux matrices semblables dans #,(K) ont méme trace.

Proposition 165. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € ¥ (E). Le scalaire

tr(f) :=tr(Matg(f))

est indépendant de la base 9B de E. On le nomme trace de f.

Exercice 166. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Démontrer que tr(p) = rg(p).
8.5. Transposée d’une matrice

Notation. — Les lettres n et p désignent des entiers naturels non nuls.

Définition 167. — Soient A = (a; ;)i j)e[1,n]x[1,p] € Hnp(K). La matrice transposée de A est la matrice, notée AT, de
format (p, n), a coefficients dans K, définie par :

.
A" = (g )@ 0erpIxing -

En d’autres termes :

V(k,0)€[1,p] x[1,n] [AT]U =[Alx -

Théoréeme 168. —

1. Caracteére involutif
T
VAe ,,(K) (AT) =A

2. Linéarité
V(A,A,) €K V(A,A)) € //tn,p(K)z (A Ap+2Ay-A) =2y 'AI + 2, 'Ag

3. Transposition et produit
VAe M,,(K) VBe.#,,(K) (AB)T =B' xAT

4. Transposition, inversibilité et inverse éventuelle

VA€GL,(K) AT€GL(K) et (A7) ' =(a)

8.6. Rang d’une matrice et matrices J, ,(r)

Notation. —
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie p € N*.
e F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

e Lentier r désigne un entier naturel.
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Lemme 169. — Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie. Soit ¢ € £(E, F).
1. Si v est un automorphisme de E, alors rg(y o) =rg(¢).
2. Siv est un automorphisme de F, alors rg (3 o ) =1g ().

Lemme 170. — Soit E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie, de dimensions respectives p et n. Soit ¢ € £(E,F).
Pour tout r € [1,min(n, p)], on note J,, ,(r) la matrice de format n x p décrite par blocs comme suit.

nei=( 5 0 ).

Il existe une base e de E et une base f de F telle que

Mat(p, e, ) =J,, (rg(¢))-

En particulier, rg () < min(n, p).

Théoréme 171. — Soit A€ A, ,(K). Soit r €N.

rg(A)=r < 3(BQ)EGL,(K)xGL,(K) A=PJ,,(r)Q.

Théoreme 172. —
1. Pour tout A€ M, ,(K), rg(A) S net rg(A) < p.
2. Pour tout A€ M, ,(K), rg(A) =g (A").
3. Pour tout A € M, (K), A est inversible si et seulement si rg(A) = n.

9. Hyperplans et formes linéaires

Notation. — La lettre E désigne un K-espace vectoriel non réduit a {0g}.

Définition 173. — Un hyperplan de E est le noyau d’'une forme linéaire non nulle sur E.

Proposition 174. — Soit H un hyperplan de E.

YueE\H HeoVect(u)=E.

¥ Une démonstration du théoréme 174 est 4 connaitre.

Proposition 175. — Un sous-espace vectoriel de E est un hyperplan si et seulement s’il admet un supplémentaire qui est
une droite.

Démonstration. Le sens direct est donné par la proposition 174. Etablissons le sens réciproque.
Soit H un sous-espace vectoriel de E qui possede une droite pour supplémentaire. Considérons une droite vectorielle D telle
que H ® D = E et un vecteur u non nul de D. Alors I'application :

K — D

ikf—>k~u

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. Si p est la projection de E sur D parallélement a H alors :

E — K

Y lx — i)
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est une application bien définie, qui est une forme linéaire sur E de noyau H. m|

Exercice 176. — Soient ¢ et 1) deux formes linéaires non nulles sur E telles que Ker (¢) = Ker (). Démontrer :

JAEK, YP=A-0.

Proposition 177. — Si Uespace vectoriel E est de dimension finie n 2 1, alors un sous-espace vectoriel H de E est un
hyperplan si et seulement si :
dimH=n—1.
Exercice 178. — Soient un entier n = 2, F un sous-espace vectoriel strict de R" et p := dim F. Démontrer qu’il existe des
hyperplans Hy,...,H,_, de R" tels que :
n—p
F=()H.
k=1
Exercice 179. — Soit F le sous-espace vectoriel de R* défini par :

F :=Vect((1,1,1,1),(1,2,3,4)) .
Déterminer un systéme linéaire (S) d’inconnue (x, y,z, t) € R* donc F est I'ensemble solution.

Exercice 180. — Soit E un K-espace vectoriel muni d’'une base e = (ey,...,e,). Pour tout i € [1,n]], notons e; 'unique forme
linéaire sur E définie par :
Viell,n] ei(e;)=6;;.

Démontrer que e* = (ej, e e:) est une base de E* := ¥ (E,K) et calculer, pour tout x € E, la somme :

n

Ze;‘(x)-ei.

i=1

10. Déterminant

10.1. Formes n-linéaires alternées

Notation. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Définition 181. — Une application f: E"™ —— K est dite n-linéaire antisymétrique si elle vérifie les deux conditions
suivantes.

1. Caractére n-linéaire. Pour touti € [1,n7, pour tout (xy,...,X;_1,X;, Yi> X415+ - -» Xn) € EML, pour tout (A, u) € K? :
f(xl,...,xi_l,k‘xi +H‘yi,xi+1,...,xn): A.'f (xl,...,xi_l,xi,xi+1,...,Xn)+‘U‘f (xl,...,xi_l,yi,xi+1,...,xn) .
2. Caractére antisymétrique. Pour tout (x1,...,x,) € E", pour tout (i,j) € [1,n]* tel que i # j :

J71(515 00008510885 88110 0 0 0 25510 9850 S5l w0 9 26 5 1 5510 0 15 38510 880 3t 0 2 385050 S5 90 c ) o

Notation. — Soient (xq,xs,...,X,) €E" et 0 € &,. On pose :

X5 i = (xo(l),xa(z), e ,Xo.(n))

de sorte que, si (0,05) € Gi alors x5 o5, = (xaz)al.
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Proposition 182. — Soit f : E" —— K une application n-linéaire antisymétrique sur E.

1. Annulation sur une famille avec deux vecteurs identiques ou caractére alterné. Pour tout (i,j) € [1,n] tel que i < j,
= ,
pour tout (Xq, .-+, Xiy e Xj1, X150+, %) €E™

F 015 e X4, X5 X 15w+ 05 X1, X5 Xjg 15005 X)) = 0.
2. Annulation sur une famille liée. Pour tout (xq,X,...,X,) € E":
(x1,X9,...,Xx,) est like => f(x1,X9,...,X,)=0.
3. Effet d’une permutation. Pour tout (x;,X,,...,X,) € E", pour tout c € &,, :

f(xa) = f(xa(l)rxa(Z)’ oo '7xa(n)) = 8(0') '_f(Xl,Xz, .- ',Xn) o

Exemple 183. — L’application
Moy (R) X My, (R) — R

! (@1)(2)) — X1Y2—Y1%2

Exercice 184. — Soient B = (ej,€,,...,e,) unebasede E, f : E" —— Kune application n-linéaire alternée et (x,...,x,) € E".
On pose, pour tout j € [1,n] :

est 2-linéaire alternée.

T
Mat%(xj) = (Xl,j’xz,j’ N ,xn,]‘)

Démontrer que :

Flxy, X0y, x,) = Z e(o) H[Mat%(xk)]a(k) flei,eq,...,e,) [identité fondamentale] .

ges, k=1

n
Remarque 185. — Lensemble des formes n linéaires alternées sur E est noté /\E, ie.

n

/\E :={f €K¥ : f estn linéaire alternée} c K" .

n
L'ensemble /\ E est un sous-espace vectoriel de K" et est donc muni d’une structure naturelle de K-espace vectoriel.

10.2. Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Notation. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1.
Théoreme 186. — Soit B = (ey, ey, ...,e,) une base de E. Il existe une unique application :
detgz: E" —— K

qui est n-linéaire alternée et telle que detg(eq,e,,...,e,) = 1. De plus :

V(X x,) €E" dety (3, Xp,..,x,) = Y. e(0) [ [[Maty ()1, -
k=1

ogeS, =

Théoreme 187. — Soient B = (eq,é€s,...,e,) une base de E et f : E® —— K une forme n-linéaire alternée sur E. Alors :

YV (%1, X9,..., X)) EE™  f(x1,Xg9,...,X,) = f(e1,€9,...,€,) detg(xq,Xg,...,X,) -

donc f est proportionnelle a det.

n
Remarque 188. — D’aprés les théorémes 186 et 187, /\E est une droite vectorielle. Chaque choix de base 4 de E produit
une forme det, qui en est un vecteur directeur.
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Corollaire 189. — Soient B = (e, es,...,€,) et € = (f1, f2, ..., fn) deux bases de E.
1. V(x1,%9,...,x,) €EE™  dety(xq,xs,...,x,) =dety(B) detg(xq,xs,...,X,)

2. Les scalaires dety, () et detz(6) sont non nuls et inverses U'un de Uautre.

Proposition 190. — Soient 98 = (eq, €, ...,e,) une base de E et (x1,...,x,) € E". Alors :
(x1,...,x,) estune basede E <= detg(x,...,x,)#0.

Exercice 191. — Déterminer les réels A tels que la famille :

B Z=(u1 :(1,1,1,1), uzz(l,l,l,l), u3=(1,1,ﬂ,’1)’ u4:(1’1’1,l))
est une base de R*.

10.3. Déterminant d’un endomorphisme

Notation. — Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1.

Lemme 192. — Soient B = (e;,€s,..-,€,), € = (f1, f2,---, ) deux bases de E et u un automorphisme de E. On pose :

u(AB) = (ule)),uley),...,ule,)) et u(%):=u(f),ulfa),...,u(f,))  [basesde E]

1. det,(g)(u(€)) =detyz(%)
2. detg(u(B)) = dety(u(%))

Définition 193. — Soit u € ¥ (E). Le déterminant de u est défini par :

det(u) := detg(ule;),ules), ..., ule,)) [scalaire indépendant du choix de la base %]

ol B = (e, ey,...,e,) est une base de E.
Remarque 194. — Nous observons que det(idg) = 1.

Proposition 195. — Soit u € £ (E). Alors :

u est un automorphisme de E <= det(u) #0.

Théoréme 196. — Soient (u,v) € £ (E)> Alors

det(v o u) = det(v) xg det(u) .

Corollaire 197. — Soit u un automorphisme de E. Alors :
detw)#0 et det(u™)=det(w)™".

Exercice 198. — Soit s une symétrie vectorielle de E. Calculer det(s).

10.4. Déterminant d’une matrice carrée

Notation. — On note 9, la base canonique de ./, ;(K) et, pour tout A € .#,(K) et (i, j) € [1,n], on note A; , désigne la i-iéme
ligne de A et A, ; la j-ieme colonne de 4, i.e. :

(Al
[Al,
o= : € M1(K).

[Ajn,j

Aie:=([Ali1,[Alig, ..., [Alin)) EK" et A
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Définition 199. — Lapplication
n
det
€ A —> det(A) := detg, (A.’l,A.’Z,...,A.’n) = Z e(o) l_[[A]k’U(k)

[S(CH k=1
est l'unique application :
1. linéaire par rapport a chacune des colonnes;
2. alternée par rapport aux colonnes (I’échange de deux colonnes a pour effet de multiplier le déterminant par —1) ;

3. valant 1 sur la matrice I,,.

Remarque 200. — Le déterminant de A € #,,(K) est une expression polynomiale en les coefficients de la matrice A.
Exercice 201. — Calculer les déterminants des matrices suivantes.
2 0 0 1 1 3 1 2 5
A=[0 3 0 B=|1 0 2 cC=13 4 1
0 0 4 01 1 2 2 —4

Proposition 202. — Soit A € #,(K). On note :

My (K) — M, (K)
Pa X — AX

Uapplication linaire canoniquement associée. Alors :

det(A) = det(p,)

Proposition 203. — Pour tout (A, B) € #,(K)? :
det (A X _1.(K) B) = det(A) xg det(B)

et, pour tout (A,A) € K x #,(K) :
det(A-A) = A" xg det(A) .

Théoreme 204. — Pour tout A€ M,(K) :

AeGL,(K) < det(A)#0.

Théoréme 205. — Pour tout A € A, (K) :
det(A) = det (AT) .

Corollaire 206. — Lapplication det: #,(K) — Kest :
1. linéaire par rapport a chacune des lignes;
2. alternée par rapport aux lignes (I'échange de deux lignes a pour effet de multiplier le déterminant par —1).

10.5. Calculs de déterminants de matrices a I’aide d’opérations élémentaires

Théoréeme 207. — Soit A€ #,(R).
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1. Transposition. Soit (i,j) € [1,n]? tel que i # j. Alors :
det(A) = (—1) xgdet(A [C; > C;]) et det(A)=(—1)xgdet(A [L; <> L;]).
2. Dilatation. Soienti € [1,n] et A € K*. Alors :

det(A) = —deet(A [C; < AC;]]) et det(A)= —deet(A [L; «— AL;]).

3. Transvection. Soient (i,j) € [1,n]? tel que i # j et A € K. Alors :

det(A) =det(A [C; < C;+AC;]) et det(A)=det(A [L; < L;+AL]).

1 2 3
Exercice 208. — Calculer le déterminant de la matriceA=|7 8 9
2 4 6
Exercice 209. — Exprimer le déterminant de la matrice :
1 O 1 2
1 2 3 1
A= 2 -1 2 0
1 2 -3 3

en fonction du déterminant d'une matrice triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux tous égaux a 1.

10.6. Calculs de déterminants de matrices par développement

Définition 210. — Soient A€ #,(K) et (i,j) € [1,n]>
1. La matrice A; ; € M,_,(K) est la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-iéme colonne de A.
2. Le mineur de A associé au couple (i, j) est det(A; ;).

3. Le cofacteur de A associé au couple (i, j) est :

Cl,j = (_1)l+1 . det(Al’J) .

Lemme 211. — Soient B, = (e , T) la base canonique de ./, 1(K) et A€ #,(K).

-
1

1. det(A.’l,...,..., on— 1,€ T) de ( )

2. Pour tout (i,j) € [1,n]? :

det (Ao,l’ N 1A0,j—11 eiT,A.’j_'_l, N ’Ao,n = (_1)l+) det(Al’]) .
Théoréme 212. — Soient A € #,(K).
1. Pour touti€[1,n]:
n
det(A) = Z(—l)l” [A];; det(A; ;) [développement suivant la i-iéme ligne de A] .
j=1

2. Pour tout j €[[1,n] :

det(A) = Z(—l)i+j [A]; ; det(A; ;) [développement suivant la j-iéme colonne de A] .

Exercice 213. — Calculer le déterminant de A =

N W=
w NN
== W

MPI-MPI* 2526

DAVID BLOTTIERE 38 VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

10.7. Déterminant d’'une matrice triangulaire

Proposition 214. — Soit A € #,,(K). Si A est triangulaire (inférieure ou supérieure), alors :

n

det(A) = l_[[A]k,k [produit des éléments diagonaux] .

k=1
10.8. Déterminant de Vandermonde
Théoreme 215. — Soient (a;, @y, ..., a,) € K. On pose :
1 1 1 . 1 \
a, asy as ... a,
a2 a2 a? a? -
V(ag, ag,...,a,) = 1 2 3 e n € #,(K) [matrice de Vandermonde] .
n—1 n—1 n—1 n—1
aj ay ag ... an

Alors :
det(V(ay,ay,...,a,)) = l_[ (aj—ai) .

1<i<j<n
10.9. Comatrice
Définition 216. — Soit A € #,(K). La comatrice de A, notée Com(A), est la matrice de #,(K) définie par :

vV (i, j) € [1,n]? [Com(A)];; =C;; = (—1)™ ~det(4; ;) .

Théoreme 217. — Pour tout A€ M,(K) :

A X/ﬂn(K) COITI(A)T = Corn(A)T X./ﬂn(K)A = det(A) . In .

Théoreme 218. — Si A € GL,(K) alors :

A= -Com(A)" .
det(A) )
1 2 3
Exercice 219. — Justifier que la matrice A= 3 2 1 | est inversible et calculer son inverse.
2 31
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