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Programme de la colle n°15 (9-13 mars)
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1. Déroulement de la colle

Etudiants de MPI Etudiants de MPI*
La colle comporte trois phases. La colle comporte deux phases.

1. Rédaction d’une question de cours (5 points, 10 1. Rédaction d’'une question de cours (5
minutes maximum) : la colle débute par une des points, 10 minutes maximum) : la
questions de cours listées dessous. colle débute par une des questions de

2. Résolution d’un des exercices de la banque de cours listées dessous.
sujets du CCINP indiqués dans le document (5 2. Résolution d’exercices proposés par
points, 15 minutes maximum) : ils auront été tra- Pexaminateur (15 points) : la colle se
vaillés en amont de la colle et les solutions seront poursuit avec des exercices que vous ne
exposées avec dynamisme. L'accent sera mis sur la connaissez pas 4 I'avance et que vous ré-
compréhension des concepts et, jamais, on ne ré- soudrez au tableau, sans temps de pré-
citera un corrigé non compris. paration sur feuille.

3. Résolution d’exercices proposés par I’examinateur o ) o
(10 points) : la colle se poursuit avec des exercices NB : Les, etu'dllants de MPI“ auront impera-
que vous ne connaissez pas a 'avance et que vous tivement etudie l.es exercices de la banque de
résoudrez au tableau, sans temps de préparation sujets du CCINP indiqués dans le document.
sur feuille.

2. Programme

§ Séries entieres — notion de série entiére et problématique, rayon de convergence d’une série entiére, calcul
pratique du rayon de convergence, somme et produit de Cauchy de deux séries entiéres, de la continuité d’'une
somme de série entiere, théoréeme d’Abel radial, régularité de la somme d’une série entiéere de la variable réelle,
fonctions développables en série entiére et développements usuels.

Avenir. — § Intégrales & paramétre, § Equations différentielles linéaires, § Probabilités 2, § Endomorphismes
des espaces euclidiens, § Calcul différentiel 2.
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3. Questions de cours

Les références indiquées renvoient au polycopié de cours « Séries entieres ».

1.

10.

11.

Lemme d’Abel [lemme 2 : énoncé, schémas, démonstration]. Développement en série entiere de la
fonction x — e* [table de la partie 8.7 : énoncé].

Définition du rayon de convergence [définition 3 : énoncé]. Invariance du rayon de convergence par
multiplication par n%, ou a est une constante réelle [proposition 13 : énoncé et démonstration].
Caractérisation du rayon de convergence [proposition 5 : énoncé, schéma, démonstration]. Déve-
loppement en série entiére de la fonction x — sinh(x) [table de la partie 8.7 : énoncé].

Relations de comparaison et rayons de convergence [proposition 12 : énoncé, démonstration]. Dé-
veloppement en série entiére de le fonction x — cos(x) [table de la partie 8.7 : énoncé].

Somme de deux séries entiéres [ proposition 19 : énoncé]. Produit de Cauchy de deux séries entiéres
[proposition 24 : énoncé et démonstration]. Développement en série entiere de la fonction x —
sin(x) [table de la partie 8.7 : énoncé].

. De la convergence normale d’une série entiére [théoréeme 29 : énoncé, démonstration]. Une série

entiere ne converge pas nécessairement uniformément sur son disque ouvert de convergence [ contre-
exemple de la remarque 31 : énoncé et justification].

Théoréme d’Abel radial [théoréme 35 : énoncé]. Développement en série entiere de la fonction
+00
_1 n
x — arctan(x) [table de la partie 8.7 : énoncé]. Application au calcul de la somme ZZ( +)1
n
n=0

[exercice 36 : résolution].

Caractere 64 °° de la somme d’une série entiére [théoréme 39 : énoncé]. Développement en série
entiere de la fonction x — cosh(x) [table de la partie 8.7 : énoncé].

. Primitivation terme a terme de la somme d’une série entiére [ corollaire 42 : énoncé]. Développement

en série entiére de la fonction x — In(1 + x) [table de la partie 8.7 : énoncé].
Coefficients d’une série entiére de rayon de convergence non nul [corollaire 45, énoncé, démonstra-

tion]. Développement en série entiere de la fonction x — T~ [table de la partie 8.7 : énoncé].
—Xx

Développement en série entiére de la fonction x — (1 + x)%, ot a € R [table de la partie 8.7 :
énoncé, exercice 57 : résolution en introduisant un probléme de Cauchy idoine].

4. Exercices de la banque CCINP a étudier

Des corrigés, rédigés par David Delaunay, sont disponibles.

Exercice de la banque CCINP n°2. — On pose f(x) =

1.
2.

3.

3x+7
(x+1)2
Décomposer f(x) en éléments simples.
En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type ]—r,r[ (oit r > Q). Pré-
ciser ce développement en série entiére et déterminer; en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiere.
+00
(a) Soit Z a,x" une série entiére de rayon R > 0. On pose, pour tout x € ]—-R,R[, g(x) = Z a,x".
n=0
Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de g®(0).
(b) En déduire le développement limité de f a Uordre 3 au voisinage de 0.

DAVID BLOTTIERE 2 VERSION DU 18 FEVRIER 2026


https://www.dblottiere.org/mpimpietoile2526/coursSeriesEntieres.pdf
http://www.dblottiere.org/mpimpietoile2425/banqueCcinp2025_avecCorriges.pdf

LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice de 1a banque CCINP n°15. — Soit X une partie de R ou C.
1. Soit Z f, une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C. Rappeler la définition de la
convergence normale de Z f,, sur X, puis celle de la convergence uniforme de Z f, sur X.
2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est

uniformément convergente sur X.

2
. . n . , . p
3. La série de fonctions E —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre O et de
n!
*
rayon Re€ R} ?

Exercice de la banque CCINP n°18. — On pose :

VneN' VxeR un(x)=%.

On considere la série de fonctions E Up,.

n=1

1. Etudier la convergence simple de cette série. On note D Uensemble des x ot cette série converge et S(x)
la somme de cette série pour x € D.

2. (a) La fonction S est-elle continue sur D ?
(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.
(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

Exercice de la banque CCINP n°20. —
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes.

(n!)? 2n+1 (1" n n
——g E n Z E cos(n)z
(2n)!

Exercice de la banque CCINP n°19. —
1. (@) Justifier, oralement, a Uaide du théoréme de dérivation terme a terme, que la somme d’une série
entiére de la variable réelle est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence.

(b) En déduire le développement en série entiére a l'origine, de la fonction de la variable réelle x —
1

(1—x)

2. (a) Donner le développement en série entiére a lorigine de la fonction de la variable complexe z —
1

1—z
(b) Rappeler le produit de Cauchy de deux séries entieéres.

(c) En déduire le développement en série entiére a lorigine, de la fonction de la variable complexe

Z — —(1_2)2.
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Exercice de la banque CCINP n°21. —
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (a,),cy Une suite bornée telle que la série Z a, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série

entiere Z a,z" ? Justifier.

1) 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z (1/5)( YIn (1 + 7) Z"?
n
n=1

Exercice de 1a banque CCINP n°22. —

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entieres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction :
f ix—In(l+x)+In(1—2x).

[ 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = p ?x = 3 ?x = —3 ? En cas de convergence, la somme de

cette série est-elle continue en ces points ?

a
Exercice de la banque CCINP n°23. — Soit (a,),cy Une suite complexe telle que la suite ( 121 ) admet
neN

- |a,|
une limite.
1. Démontrer que les séries entiéres Z a,x" et Z(n +1)a, ., x" ont le méme rayon de convergence. On
le note R.
+00
2. Démontrer que la fonction x — Z a, x" est de classe 6" sur lintervalle ]—R,R[.
n=0

Exercice de la banque CCINP n°24. —

n t n
x x
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E 2n)! On pose S(x) = E 2y
n)! n)!
n=0

2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(x) et préciser
le rayon de convergence.

3. (a) Déterminer S(x).

(b) On consideére la fonction f définie sur R par f(0) = 1, f(x) = ch(ﬁ) six >0cet f(x)=
cos (1/ —x) si x < 0. Démontrer que f est de classe 6°° sur R.

Exercice de la banque CCINP n°47. — Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, dé-
terminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére sur Uintervalle ouvert de convergence.

" Z 3n;f2n

n=1

a,, = 4"
n 2n
2. E a,x avec{ a gntl

2n+1 —
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Exercice de la banque CCINP n°51. —
(2n)!
24n(2n + 1)
On se propose de calculer la somme de cette série.

1. Montrer que la série Z converge.
(n!)?

2. Donner le développement en série entiere en O de t — Wi en précisant le rayon de convergence.
—t
Dans Uexpression du développement, on utilisera la notation factorielle.

3. En déduire le développement en série entiére en 0 de x — Arcsin x ainsi que son rayon de convergence.
(2n)!
24(2n+1)°

+00
4. En déduire la valeur de Z N2
e (n!)
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