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Programme de la colle n°11 (19-23 janvier)

Calcul différentiel 1
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1. Déroulement de la colle

Etudiants de MPI Etudiants de MPI*
La colle comporte trois phases. La colle comporte deux phases.

1. Rédaction d’'une question de cours (5 points, 10 minutes 1. Rédaction d’une question de cours (5 points, 10
maximum) : la colle débute par une des questions de cours minutes maximum) : la colle débute par une des
listées dessous. questions de cours listées dessous.

2. Résolution d’un des exercices de la banque de sujets du CCINP 2. Résolution d’exercices proposés par examina-
indiqués dans le document (5 points, 15 minutes maxi- teur (15 points) : la colle se poursuit avec des
mum) : ils auront été travaillés en amont de la colle et les exercices que vous ne connaissez pas a 'avance
solutions seront exposées avec dynamisme. L’accent sera mis et que vous résoudrez au tableau, sans temps de
sur la compréhension des concepts et, jamais, on ne récitera préparation sur feuille.
un corrigé non compris.

3. Résolution d’exercices proposés par I'examinateur (10 NB Les étudi'ants de MPI* auront in}pérativernent
points) : la colle se poursuit avec des exercices que vous ne _emfhe lles exercices de la banque de sujets du CCINP
connaissez pas a I'avance et que vous résoudrez au tableau, indiqués dans le document.
sans temps de préparation sur feuille.

2. Programme

Calcul différentiel 1 — rappels sur la continuité, graphe d’une fonction de deux variables a valeurs réelles, dérivée selon un
vecteur et dérivées partielles, différentielle, différentiabilité de fonctions d'un ouvert de R" dans RP, opérations sur les applications
différentiables, applications de classe 6", deux méthodes classiques pour étudier la différentiabilité, applications de classe 6*.

@ Les vecteurs tangents a une partie d’'un espace vectoriel de dimension finie et 'optimisation, tant au premier ordre
qu'au second ordre, n’ont pas encore été abordés. Ces themes figureront dans le chapitre « Calcul différentiel 2 ».

A venir. — § Structures algébriques, § Suites et séries de fonctions 2, § Réduction des endomorphismes 2, § Séries entieres,
§ Intégrales a parametre.

3. Questions de cours
Les références indiquées renvoient au polycopié de cours « Calcul différentiel 1 ».
1. Dérivée partielle pour une application définie sur un ouvert de R" [définition 20]. L’application :
RZ — R
e — (Y 3520

admet des dérivées dans toutes les directions en (0, 0), mais est discontinue en (0, 0) [exercice 15, résolution].

2. Application différentiable en un point [définition 25].
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3. Différentiabilité et différentielle de I'application :

M,(R) —  M,(R)
A

—> A2

f

[exercice 27, résolution].

4. Etre différentiable en un point versus admettre des dérivées directionnelles en ce point [proposition 31, énoncé et dé-
monstration].

5. Différentiabilité et différentielle d’'une fonction d’un ouvert de R dans R [proposition 40, énoncé].
6. Matrice Jacobienne [proposition 44, énoncé].

7. Gradient d’une fonction différentiable d’'un ouvert de R" dans R [définition 48]. Lien entre le gradient et la différentielle
[proposition 49, énoncé].

8. Différentielle et différentiabilité d'une composée d’applications différentiables [théoreme 57, énoncé]

9. L’ensemble Q := {(x, ¥Y)ER? : x # y} est un ouvert de R?, différentiabilité de I'application :

Q — R

f (x,y) — sin( x* )
X—=Y

et différentielle de f en tout point (x, y) €  [résolution].
10. Critére pour étre de classe 4! [théoréme 67, énoncé].

11. Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs [théoréme 74, énoncé et démonstration dans le
cas ol ouvert est convexe].

12. Etant donnée une application de classe € :

R — R

Flay) — fy)

calcul des dérivées partielles d’ordre 2 de 'application :

R — R

§ (r,0) > f(rcos(0),rsin(6))

[exercice 89, résolution].

4. Exercices de la banque CCINP a étudier

Des corrigés, rédigés par David Delaunay, sont disponibles.

Exercice de la banque CCINP n°33. — On pose :
Xy

V(x,y) €RN\{(0,0)} f(x,y)=——
Vx2+y?
et £(0,0)=0.

1. Démontrer que f est continue sur R?.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R?.
3. f est-elle de classe €' sur R? ? Justifier.

Exercice de la banque CCINP n°52. — Soit a € R. On considére Uapplication définie sur R? par :
4

Y .
Foy)={+y2—xy (x,y) #(0,0)

a si(x,y)=1(0,0).

1
1. Prouver que, pour tout (x,y) €R? x?2+y?—xy > E(x2 +y2).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.

DAVID BLOTTIERE 2 VERSION DU 17 JANVIER 2026


http://www.dblottiere.org/mpimpietoile2425/banqueCcinp2025_avecCorriges.pdf

LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que o = 0.

0 d
(a) Justifier Uexistence de a—f et B_f sur R?\ {(0, O)} et les calculer.
X y
9f 9f
dx dy
(c) f est-elle de classe €' sur R??

(b) Justifier Uexistence de (0,0) et (0,0) et donner leur valeur.

Exercice de la banque CCINP n°57. —
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0, 0)».

2. On considére Uapplication définie sur R par :

2_ 42
foy)=| Vg SENE00)

0 si(x,y)=1(0,0).

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe €* sur R2.

Exercice de la banque CCINP n°58. —

1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit a € E et soit f : E—— F une application. Donner la
définition de « f différentiable en a ».

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Soit e = (ey, €,,...,e,) une base de E. On pose :

n
Vx =2xiei €E xlloo = max|x]

et:
Vix,y)€EXE |(x,y)ll = max(||x[los, [1¥lloo) -

On admet que ||.|| o est une norme sur E et que ||.|| est une norme sur E x E. Soit B: E x E—— R une forme bilinéaire sur
E.

(a) Prouver que :
1CeR" V(x,y)€ExE [B(x,y)| <Cllx|looI¥lloo -

(b) Montrer que B est différentiable sur E x E et déterminer sa différentielle en tout (uy,v,) € E X E.
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