LYCEE HENRI POINCARE, NANCY

MATHEMATIQUE

Méthodes de primitivation

. Reconnaissance d’une dérivée de composée

. Produit de fonctions trigonométriques

NUT b WN =

. Primitivation a I'aide du théoreme fondamental de I'analyse

. Reconnaissance d’une dérivée usuelle a une constante multiplicative pres

. Primitivation d’un cosinus-exponentielle ou sinus-exponentielle
. Primitivation d’un inverse d’un polynéme du second degré

MPI-MPI* 2526

1. Reconnaissance d’une dérivée usuelle a une constante multiplicative pres

Fonction Une primitive Intervalle de validité
x+—a (a€eR) X —> ax R
KL R sineN
x — x" (nezZ\{-1}) X —>
n+1 ]—00,0[ ou ]0,+00[ sin<—2

1
x—x1l=2= x — In(|x]) ]—00,0[ ou ]0,+oo[
x
xa+1
X — x@ = eIn(x) (e €R\Z) X —> 10, +o00[
a+1
eAx
x —> e (Aec”) x-—>7 R
x — In(x) x — xIn(x)—x 10, +o0[
x > sin(x) x —> —cos(x) R
x —> cos(x) x — sin(x) R

cos2(x) 1+ tan®(x) x —> tan(x) ]—g, g[ (par exemple)
x — ch(x) x —> sh(x) R
x — sh(x) x —> ch(x) R
x— ——— =1—th%(x x — th(x R
ch?(x) (x) ()
X —> 1 x > arcsin(x) 1-1,1[
vV 1 _ X2 >
1
X 1T 22 x > arctan(x) R
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2. Reconnaissance d’une dérivée de composée

MPI-MPI* 2526

Soient f : I —— R est une fonction dérivable sur I et u: J —— I est une fonction dérivable sur J, alors :

x — f(u(x)) est une primitive de x — u/(x) % f’(u(x)) sur J.

La reconnaissance d’une dérivée de composée est un outil puissant dans le calcul de primitives, cf. exemples ci-dessous.

u' x u®

a#-—1

u' x /u

Soit (a, b) € R?\ {(0,0)}. Pour calculer une primitive de :

on peut passer au champ complexe. Comme une primitive de la fonction h: x — e

une primitive  y**!
ANANANNAN
a+1

une primitive 2 L2
ANNNNANNS 3

une primitive

ANAANANAANS € u' x ch(u) A A~ AN SH) u’ x sh(u)
une primitive une primitive

W th(w) — u x(1-th*(w) W th(u) u’ x cos(u)
une primitive u’ une primitive

AAAANANAA 081 7 A~~~ ) x (14 tan’(w)

cos2(u)
une primitive u une primitive
P arctan(u) P arcsin(u)

ANANANNN

u' xu

/

u2

une primitive u
ANNNNN o
2

une primitive

ANNNNN
v1—u?

2

u une primitive 1
I AVAVAVAVAVAVAS SN

u

une primitive

ﬁ Wzﬁ

une primitive

AAAAANA D))

une primitive
ANNNNNN

ch(u)

une primitive
W sin(u)

une primitive

ANAAAAAA AN

3. Primitivation d’un cosinus-exponentielle ou sinus-exponentielle

fix+— e*™cos(bx)

et

g: x +— e sin(bx)

e(aﬂ'b)x e

ax

des primitives de f et g sont données par :

(a+ib)x

est:

H:x+— b = h2 x (a—1ib) x (cos(bx) +isin(bx))
~—_———
€R
(a+ib)x

F: x-—>Re(H(x))=Re(

a+ib

) et G:x-—>Im(H(x))=Im(a

)

4. Primitivation d’un inverse d’un polynéme du second degré

Soient (a,b,c) €R* x Rx R, P := aX?+ bX +c et A := b2 —4ac. On peut déterminer une primitive la fonction :
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a laide de la forme canonique de P :

Une primitive de f est :

X1 ) ) )
- X xIn si A > 0 et xq,x, sont les racines réelles de P ;
a xl_xZ x2
: iA=0 1 ine réelle de P;
F:x+— A _axx—xo si A =0 et x est la racine reelle de P ;
2ax+b)
—— X arctan | —— siA<O.
v=A ( v=A

5. Produit de fonctions trigonométriques

1. — Soit (p,q) € N2. Pour primitiver la fonction :

f x> cosP(x)sin?(x)

il convient d’abord d’analyser les exposants p et q.

(a) Casoup =0o0uqg=0.— Alors f = cosP ou f = sin?. Dans ce cas on linéarise '’expression f(x) a l'aide des
formules d’Euler : ) ) )

X —1X X

YxeR cos(x) = eT et sin(x) =

et de la formule du binéme de Newton :

Y(n,a,b)eENxCxC (a+b)" =Z(Z)akb”_k .
k=0

(b) Cas ou p et q sont pairs. — Alors au moyen de la relation de Pythagore :
cos? +sin® =1

et de la formule du bindme de Newton, on se ramene a primitiver une combinaison linéaire de puissances de cos
ou de puissances de sin. On suit alors la démarche exposée en 1.

(c¢) Cas (le plus simple) oll p ou g est impair. — Avec la relation de Pythagore et la formule du binéme de Newton,
on se ramene a primitiver une combinaison linéaire de fonctions de la forme :

cos x sin” ou sin x cos” (r eN)

ce qui est aisé puisque nous savons primitiver sans peine u’ x u%, pour a € N.

2. — Soit (p,q) € N* x N*. Pour primitiver une des fonctions :

x > cos(px) sin(qx) x —> cos(px)cos(qx) x — sin(px) sin(gx)

on linéarise grace aux formule de trigonométrie :

cos(a + b) + cos(a—b) sin(a)sin(b) = —cos(a + b) + cos(a — b)

cos(a)cos(b) = 2 5

sin(a + b) + sin(a — b)
2

sin(a) cos(b) =

valables pour tout (a, b) € R%, qui se déduisent toutes des formules d’addition pour cos et sin.
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6. Primitivation a ’aide du théoreme fondamental de ’analyse

Pour primitiver une fonction f : I —— C continue sur un intervalle I de R, on peut appliquer le théoréme fondamental de
I'analyse qui stipule que la fonction :

F:x+—>J f(t) de

est une primitive de f sur I (x, est un point de I préalablement fixé). On peut alors tenter de calculer les intégrales F(x) avec
des intégrations par parties, des changements de variables tels les « classiques » suivants.

1. — Changement de variable affine : t =ax + b (a € R", b € R) avec élément différentiel : dt = a dx

Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver la fonction x — Pour cette derniére, on peut

(2x+1)3°
également reconnaitre une « forme u’ x 1™ » & une constante multilplicative prés (cf. partie 2).

. . 1 z e 1
2. — Changement de variable « fonction inverse » : t = — avec élément différentiel : dt = ) dx
x x
e*l/x
Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver la fonction x — 3
x
3. — Changement de variable « fonction carrée » : t = x? avec élément différentiel : dt = 2 x dx
. A . o s . X .
Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver la fonction x — ————. Pour cette derniére, on peut
V34 x2
également reconnaitre une « forme u’ x u~'/? » & une constante multilplicative prés (cf. partie 2).
4. — Changement de variable « fonction racine carrée » : t = 4/x avec éléments différentiels : dt = T dx , dx=2tdt
X
Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver la fonction x — Tox
x
5. — Changement de variable « fonction logarithme népérien » : t =In(x) avec élément différentiel : dt = — dx
x

Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver la fonction x — ————. Pour cette derniere, on peut
x In?(x)

2 » a4 une constante multilplicative prés (cf. partie 2).

également reconnaitre une « forme u’ x u~

1

6. — Changement de variable « fonction exponentielle » : t = e* avec éléments différentiels : dt =e* dx , dx = " dt
. A . o . 1 2
Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver la fonction x — = .
ch(x) ex+ex
. , s X oy e 2
7. — Changement de variable « tangente de ’angle moitié » : t = tan (E) avec élément différentiel : dx = 152 dt

Ce changement de variable peut étre appliqué pour primitiver des fractions rationnelles en cos et sin, telle la fonction
cos(x)

———, en exploitant les identités :
1 + sin(x)

1—1t? 2t

COS(X) = m et sin(x) = m .
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