LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

TD - Réduction des endomorphismes et des matrices 1

Notation. — La lettre K désigne un corps (commutatif) infini.
0 a c

Exercice 1 k¥s%x — Soit M= b O ¢ |,oua,b,ceR
b —a O

1. M est-elle diagonalisable dans #4(R)?
2. M est-elle diagonalisable dans .#5(C)?

banqueCcinp67
0 a 1
Exercice 2 %v¥sr — On considére la matrice A=|a O 1 | ou a estun réel.
a 1 0
1. Déterminer le rang de A.
2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?
banqueCcinp69

Exercice 3 %v¥sr — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit f € ¥ (E), soit (eq,...,e,) une base de E. On suppose
que f(e;)=...= f(e,) =V, ou v est un vecteur donné de E.

1. Donner le rang de f.

2. Lendomorphisme f est-il diagonalisable ?

banqueCcinp72

Exercice 4 *¥c —

2 1 .
1. Posons A= ( 4 -1 ) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

; . . : . 3 0 (1 . .
2. Déterminer les matrices qui commutent avec la matrice D = ( 0 -2 ) En déduire Uensemble des matrices qui commutent
avec A est Vect (I,,A).
banqueCcinp73
1 0 2
Exercice 5 %¥¥x — On considére la matriceA={0 1 O
2 01
1. (a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associes.
x'=x+2z
2. On considére le systéme différentiel { y' =y , X,¥,% désignant trois fonctions de la variable t, dérivables sur R. En
2 =2x+z
utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.
banqueCcinp74

Exercice 6 %vr¥c — On considére la matrice A= (_1 _4).

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.
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2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A. Trouver une base (v;,v,) de R? dans laquelle la matrice de f

est de la forme (a

b .
0 c)' On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.

x'=—x—4y

3. En déduire la résolution du systéme différentiel { Y = x+3y

banqueCcinp75

Exercice 7 % — Soient u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E.
1. Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de uo v, alors A est valeur propre de v o u.

2. On consideére, sur E = R[X] les endomorphismes u et v définis par :
X
u:P-—>f P et v:P—P
1

Déterminer Ker(u o v) et Ker(v ou). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai pour A =07

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question reste vrai pour A = 0. On pourra penser d
utiliser le déterminant.

banqueCcinp83

Exercice 8 k¥¢x — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables sur R? Si oui, les diagonaliser.

() () e=(1 )

diagonalisabiliteDiagonalisationMatrices2x2 [corrigél

. b
Exercice 9 %% vr — A quelle condition sur (a, b, c) € R® la matrice (g c) est-elle diagonalisable sur R ? La diagonaliser lorsque

C’est le cas. diagonalisabiliteDiagonalisationMatrices2x2TriangulaireGenerique

Exercice 10 %¥rvr — Démontrer que les matrices suivantes sont diagonalisables dans M5(C) et les diagonaliser.

-3 2 4 4 2 —4 5 2 3
A= 4 1 4 B:=| 2 2 =2 C:= 2 3 2
-4 -2 5 3 2 =3 -4 -2 -2
diagonalisabiliteDiagonalisationMatrices3x3
3 1 =3
Exercice 11 %% — SoitA:=| 0 —1 2
2 0 -1
1. Démontrer que la matrice A est diagonalisable dans .#+(C), mais pas dans #5(R).
0 -1 0
2. Démontrer que la matrice A est semblable dans M#s(R) a la matrice| 1 0 0
0 01

diagonalisabiliteMatrice3x3SurCPasSurR [corrigé]
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Exercice 12 % ¢y — Soit E un K-espace vectoriel (K= R ou C) de dimension finie. Soit u € ¥ (E) un endomorphisme de rang 1.
1. Démontrer qu'il existe un scalaire A € K tel que u? = Au.
2. Démontrer que A est une valeur propre de u.

polynomeAnnulateurEndomorphismeRangl

Exercice 13 % ¢k — Notons A= ((1) g

) € M, (R). Déterminer les éléments propres de :

/ﬂz(R) E— /ﬂz(R)
¢ M —s AM—MA.

elementsPropresCrochetLieMatrices2x2

Exercice 14 kvt — Soit A= (a; j)1<; j<n € #,(R). Posons :

n
||A||=rnaX{Z|ai’j| : ie[[l,n]]} :
j=1

Démontrer que Specg(A) C [—||All, ||A[l]. localicationValeurPropres

Exercice 15 %vvr — Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.
1. Démontrer que tout endomorphisme de E a au-moins une valeur propre.
2. Est-cevrai si E n'est pas de dimension finie ? On pourra considérer 'endomorphisme ¢ de C[X ] défini par, pour tout P € C[X],
¢(P) =X —1)P(X).

existenceValeurPropreEndomorphismeEspaceVectorielSurC

O —
Exercice 16 *3vc — On considére la matrice A=| —3
—1

N
w w N

1
1
1
1. Démontrer que A = 2 est valeur propre de A et que V = | O | est un vecteur propre associeé.
1

1 0
2. Vérifier que A posséde deux autres valeurs propres —2 et 4 avec comme vecteurs propres respectivement associés | 1 | et | 1
0 1

3. On considere les suites (ap)nenns (Dnlnen €t (ch)nen définies par leurs premiers termes ag, by, ¢, et les relations de récurrence :

an+1 = —an + 2CH
b1 =—3a,+b, + 3¢,
Cpnp1 =—a, + b, +3c,

valables pour tout n € N. On suppose que a, = 2, by = 2 et ¢, = 0. Exprimer, pour tout n € N, les nombres réels a,, b, et c,
en fonction de n.

ccinpTroisSuitesRecurrentesImbriquees

Exercice 17 % e —
1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, soit u € & (E). Rappeler la définition d’une valeur propre et démontrer que,
pour tout A €K:
A€ Spec(u) < det(u—Aidg)=0.
En déduire que u posséde au plus n valeurs propres distinctes.
2. Trouver un endomorphisme de R? ayant 0 et 1 comme valeurs propres.

ccinpMajorationNombreValeursPropres
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1 1 a
Exercice 18 ks — On consideére la matrice A=| 0 2 0 |, ot a est un réel.
0 0 a

1. Quel est le rang de A? La matrice A est-elle inversible ?

2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

ccinpRangInversibiliteDiagonalisabiliteMatrice3x3Parametre

1 1 -1
Exercice 19 *v¢vc — On considére la matriceA=| 0 2 1
0 0 3

1. Déterminer les valeurs propres de A, puis une base de vecteurs propres associés.
2. Déterminer la matrice de passage P de la base canonique vers la base de vecteurs, puis son inverse P,
X'=x+y-—z
3. On considére le systéme différentiel § y' =2y +2 . Résoudre ce systéme en utilisant la question 1.
/
2z’ =3z

ccinpSystemeDifferentiellLineaire3x3TriangulaireDiagonalisable

. Trouver toutes les

N W DN
N

1
Exercice 20 %3rvcx — Notons u endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice | 4
2

droites de R® stables par u.

ccinpDroitesStablesMatrice3x3DiagonalisableSurR

Exercice 21 %vv¥r — Soit A€ #,(K) (avec K=R ou C). Posons :

MAK) — M, (K)

®4 M — AM .

1. Déterminer les valeurs propres de ®, en fonction des valeurs propres de A.

2. Déterminer les sous-espaces propres de ®, en fonction des sous-espaces propres de A.

ccinpElementsPropresMultiplicationParMatriceGauche

Exercice 22 %¥rvr — Soit n € N*. Notons U la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients valent 1.
1. Quel est le rang de U ? Démontrer que O est valeur propre de multiplicité au-moins n — 1.

2. Démontrer que n est valeur propre de U, et trouver le sous-espace propre correspondant. Quel est le polynéme caractéristique
de U?

3. Diagonaliser U (on pourra commencer par trouver une base du noyau de U).

4. Retrouver le polynéme caractéristique de U par un calcul direct de déterminant.

ccinpDiagonalisationMatriceTousCoefficientsUn

. I &

Exercice 23 %Yt — On rappelle que j := e’s. Posons A = j j* 1|, notons u lendomorphisme de C® canoniquement
.2 .
1

associé a A.
1. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de C* stables par u.

2. Déterminer le commutant de A (Uensemble des matrices de #5(C) qui commutent avec A).

ccinpSousEspacesStablesCommutantMatriceVandermondeComplexe3x3
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Exercice 24 kv —

1. Démontrer que deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique.

2. Deux matrices ayant le méme polynéme caractéristique sont-elles semblables ?

ccinpMatricesSemblablesVersusMemePolynomeCaracteristique

Exercice 25 %¥¢¥x — Soit n = 2, posons :
R,[X] — R,[X]
P — n?2-XP—(X’2+X)P'—Xx3pP".

1. Démontrer que g est un endomorphisme de R,[X].

2. Lendomorphisme g est-il injectif ? diagonalisable ?

ccinpInjectiviteDiagonalisabiliteEndomorphismeRnX

Exercice 26 %vrvr — Soit un entier n = 2 et M € #,(K) une matrice de rang 1. Démontrer que la matrice M est diagonalisable
sur K si et seulement si sa trace est non nulle.

ccinpCnsDiagonalisabiliteMatriceRangl

Exercice 27 %v<¥c — Pour tout z € C, posons A(z) :=

[E G Y
o = O
— o W

1. Démontrer que A(z) est diagonalisable, sauf pour une valeur particuliére de z que l'on précisera.

2. Soit 6 € R\ 2nZ. Démontrer qu'il existe un unique complexe z, noté z(0), tel que e' soit valeur propre de A(z).

ccinpDiagonalisabiliteMatrice3x3ComplexeParametreValeurPropreModuleUn

0 0 ¢
Exercice 28 %« — Soit (a, b, c) € R®. Etudier la diagonalisabilité de la matrice | 0 b*> 0 |surR.
a2 0 0

ccinpDiagonalisabiliteSurRMatrice3x3AntidiagonaleParametres

Exercice 20 %+ — Soit M = (m, ;)

(hefing? € M, (C) telle que m;;_y = 1 pour tout i € [2,n], m;, =1, les autres coefficients
étant nuls.

1. Démontrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont racines n-iémes de l'unité.
2. Soient ay,...,a,_; € Cet A=apl, + a;M + ...+ a,_M"}. Démontrer que :

det(A) = l_[ (qp+aqw+...+a, 10" ).

w€el,

ccinpDiagonalisabiliteValeursPropresDeterminantMatricesCirculantes

-1
Exercice 30 %rvr — Trouver toutes les matrices M € #,(R) telles que M> —2M = (1 0 2)

ccinpEquationMatricielleCubique

Exercice 31 %cvr — Soit A€ #,(K) telle que rg (A) = tr (A) = 1. Démontrer que A> = A.

ccinpMatricesRangUnTraceUn
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a b
Exercice 32 kv — Déterminer toutes les matrices commutant avec | b a
c b

, ot (a,b,c) € RE.

Q o0

ccinpCommutantMatrice3x3CirculanteParametres

S =
Q — O

0
Exercice 33 ¥r — Discuter de la diagonalisabilité et de la trigonalisabilité en fonction du réel a de la matrice | O
1 —a

tpeDiagonalisabiliteTrigonalisabiliteMatrice3x3Parametre

Exercice 34 % vc — Pour tout entier n = 2, déterminer les valeurs propres de la matrice de format (n, n), dont tous les coefficients
sont nuls sauf ceux des derniéres lignes et colonnes qui valent 1.

tpeSpectreMatriceDeuxDernieresLignesColonnesUn

Exercice 35 %%r — Posons :
RX] — R[X]
P — (X3+X)P'—(3X2—-1)P.
Démontrer que f est un endomorphisme de R[X] et déterminer ses éléments propres.

tpeElementsPropresEndomorphismeRX

Exercice 36 %% — Soit f € & (R3). Notons A sa matrice dans la base canonique de R®.
1. Démontrer qu’une droite engendrée par un vecteur u non nul est stable par f si et seulement si u est un vecteur propre de f.
2. Soit (a,b,c) € R*\ {(0,0,0)}. Démontrer que le plan d’équation ax+ by +cz = 0 est stable par f si et seulement si le vecteur
(a,b,c)" est un vecteur propre de A" .
3. Démontrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(a) f admet une unique droite stable.
(b) f admet un unique plan stable.
(c) Le polynéme caractéristique de f admet une unique racine réelle de multiplicité 1 ou 3 et Uespace propre correspondant
est une droite.

4. Déterminer les sous-espaces stables de f quand A =

= O O

1
0
0

o = O

ensamSousEspacesStablesEndomorphismesR3MatricesPermutation

Exercice 37 %% — Soit un entier n = 2.
1. Démontrer que si n est impair alors toute matrice M € _#,(R) posséde une valeur propre réelle.
2. On suppose n est pair. Donner un exemple de matrice de #,(R) ne possédant aucune valeur propre réelle.

existenceValeurPropreReelle

Exercice 38 x%+c — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soient (u,v) € £ (E)* tels que uov = v ou et v soit
nilpotent. Cet exercice a pour but de montrer que det(u + v) = det(u).

1. Etablir le résultat voulu lorsque n = 1.
2. Donner Uallure de la matrice de u, v et u+ v dans une base adaptée a Im(v).
3. Conclure par récurrence sur la dimension de Uespace.

determinantEndomorphismePlusNilpotentCommutent
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Exercice 39 %% — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n 2 2. Cet exercice a pour but de montrer qu’il existe un
sous-espace vectoriel de E stable par u de dimension 1 ou 2.

1. Que dire si u posséde une valeur propre ? On supposera désormais que ce n’est pas le cas.

2. Notons M € M,(R) la matrice de u dans une base 9B de E. Démontrer qu'il existe un complexe A et un vecteur colonne a
coefficients complexes Z tels que MZ = A Z.

3. Ecrivons A = a + iB, avec (a,B) ER%> et Z =X +1iY, o1 X et Y sont des vecteurs colonnes a coefficients réels. Calculer MX
et MY en fonctionde a,f3,X et Y.

4. Conclure.

existenceDroitePlanStableEndomorphismeEspaceVectorielReel

Exercice 40 %%+ — Soit A€ #,(C).
1. Démontrer qu’il existe € > 0 tel que :

VAeC 0<|A|<e=det(A—AIL,)#0.
2. Pour toute matrice M = (m; ;)1<; j<n € #,(C), posons :

M= max |m,]

1<i,j<
Démontrer que pour toute matrice M € #,,(C), il existe une suite (M,),en de matrices inversibles telle que :

[IM—M,[| ——0.
n—+o0o

densiteEnsembleMatricesInversibles

Exercice 41 %%r — Dans cet exercice, K désigne R ou C.

1. Soit T une matrice triangulaire supérieure a coefficients dans K, soit € > 0. Démontrer qu'’il existe des réels €,...,&, €]0, e[
tels que la matrice :
T + Diag(e,,...,&,)

soit diagonalisable.

2. Etant donnée une matrice M = (mi’]—) € M,(C), posons :

1<i,j<n
M= max [m;].

Démontrer que, pour tout € > 0 et toute matrice M € #,,(K) trigonalisable, il existe une matrice N € #,(K) diagonalisable
telle que ||[M —N || < e.

3. Démontrer que, pour tout matrice M € #,(C) et tout ¢ > 0, il existe une matrice diagonalisable N € #,(C) telle que
[IM—N]| <e.

4. Soit P un polynéme de R[X], unitaire et de degré n. Démontrer que le polynéme P est scindé sur R si et seulement si :
VzeC |P(z) = |Im(2)|".
5. Soit M € #,(R). Supposons donnée une suite (A, )nen de matrices de #,(R) diagonalisables sur R telle que :
IIM—A, || ——0.
n—+00
Démontrer que M est trigonalisable sur R.

adherenceEnsembleMatricesDiagonalisablesReelComplexe

Exercice 42 %% — Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n = 2 et soit u € ¥ (E). Supposons que u est irréductible
({0g} et E sont les seuls sous-espaces stables par ).

1. Démontrer que pour tout x € E \ {0z}, la famille B, := (x, u(x),... ,u"_l(x)) est une base de E.
2. Démontrer que la matrice de u dans la base 9B, de E ne dépend pas de x.

endomorphismesIrreductibles
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Exercice 43 kv« — Soit A€ #,(R) telle que tr (A) # 0. Déterminer les éléments propres de Uendomorphisme :

'//tn - '//ln(R)

M — @ M-t(M)A.

ccinpElementsPropresEndomorphismeAvecTraceMnR

Exercice 44 %% vc — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n (K= R ou C). Soit (u,v) € & (E)? tels que uov—vou =u.
1. Démontrer que, pour tout k €N, uk ov —v ouk = kuk.

2. En déduire que u est nilpotent.

ccinpCrochetLieEgalUnDesDeuxNilpotent [indication(s)]

Exercice 45 %% — Soit un entier n = 2.

1. Calculer le polynéme caractéristique de la matrice :

0 0 —aqag
1 : —a,
0 .

: . 0 —a,,
o ... 0 1 —a,,

ol agy,...,a,_; sont des nombres complexes.

n
2. Soit P = l_[(X — Ai) un polynéme de degré n, unitaire, de racines A4, ..., A, € C. Supposons que P € Z[X]. Démontrer que,

k=1
n

pour tout p € N*, le polynéme l_[ (X — JLI,: ) est a coefficients entiers.
k=1

centraleSupelecMatriceCompagnonPolynomeCoefficientsEntiers

Exercice 46 %%r —
1. Soit A€ M,(R). Calculer A> —tr(A) A+ det(A) I,.

2. Déterminer les matrices de .#,(R) semblables a leur carrés.

minesPontsMatrice2x2CoefficientsReelsSemblableCarre

Exercice 47 %% — Soient un entier n 2 2 et une matrice A € #,(R). Démontrer que A est nilpotente si et seulement si :

tr(A) =tr(A%)=...=tr(A")=0.

minesPontsCaracterisationNilpotenceTracesPuissancesNulles

Exercice 48 %% yr — Posons A= (aiJ j) , telle que :

1<i,j<

siij
sii=j.

Vel ay={ )

Calculer y,(—k), pour tout k € [0,n].

minesPontsMatriceCoefficientsColonnesNumeroColonneSaufDiagonaleNulle
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Exercice 49 %%k — Soit A= (ai,j)

1<i,j<n

n
€ M,(C). Pour tout i € [1,n], posons R; := Z ‘ai,j|.
=1

J#

1. On suppose que, pour tout i € [1,n], ai,i| > R;. Démontrer que A est

inversible.

2. Démontrer que :

n
Specc(A) C U {z eC: }z - ai’i{ < Ri} [théoréme de Gerschgorin] .
i=1

3. On suppose a nouveau que, pour tout i € [1,n], ai’i| > R;. Démontrer

que :
n

det(A)| > [ (|ai:|—R)

i=1

4. On suppose que A € #,(R) et que, pour tout i € [1,n], a;; > R;.
Démontrer que : Semyon Aranovich Gershgorin (1901-1933)

n

det(4) > [ [(Ja:|—R:)

i=1
xDisquesGershgorin

Exercice 50 %% — Notons S l'ensemble des matrices M = (mi, j) telles que :

1<i,j<n
n

Y(i,j) € [1,n]? m;; >0 et Vie[1,n] Zmi,j =1.
=1

Les matrices de S sont appelées matrices stochastiques. Soit M € S, soit A € C une valeur propre complexe de A, soit X =
(x1,...,x,) € M, 1(C) un vecteur propre associé.

1. Démontrer que |A| < 1.
2. Démontrer que 1 est valeur propre de M.
3. Supposons A de module 1. Soit i € [1,n] tel que :

[x;| = max{{xj{ 1 je [[1,n]]}
Démontrer qu'il existe j € [1,n] tel que x; = A x;. En déduire que A est une racine m-iéme de l'unité, avec m < n.

ensValeursPropresMatricesStochastiques

Exercice 51 %% — Soient un entier n 2 1 et un K-espace vectoriel E de dimension finie n.
1. Soitu € ¥ (E). Démontrer que u est diagonalisable si et seulement si tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire
dans E qui est stable par u.

2. Soient u un endomorphisme diagonalisable de E et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Démontrer que Uendomor-
phisme induit :
F — F
Url x — u(x)
est diagonalisable.

3. Soient un entier p = 2 et uy,...,u, des endomorphismes diagonalisables de E. Démontrer que les deux assertions sont
équivalentes.

(a) Les endomorphismes u, ..., u, commutent deux a deux.
(b) Il existe une base # de E telle que, pour tout i € [1, p], la matrice Mat4(u;) est diagonale.

4. Soient un entier p > 2 et Ay,...,A, € M,(K) des matrices diagonalisables sur K. Démontrer que les deux assertions sont
équivalentes.

(a) Les matrices A4, ... ,A, commutent deux a deux.
(b) I existe une matrice P € GL,(K) telle que, pour tout i € [1,p], la matrice P~1 A; P est diagonale.

cnsDiagonalisabiliteDiagonalisabiliteEndomorphismeInduitCodiagonalisation
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ccinpCrochetLieEgalUnDesDeuxNilpotent [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 44

1. Raisonner par récurrence sur I'entier naturel k. Pour 'hérédité, on pourra remarquer que, pour tout k € N :

uk+lov_vouk+l — uk“ov—vououk

= utloy—(uov—u)our [par hypothése uov—vou=u]

= uoukov—uovouk+u

k+1
2. Considérer 'endomorphisme (v est linéaire) :

w —> wov—vow

du K-espace vectoriel ¢ (E), de dimension finie n?. Si, pour tout k € N, 'endomorphisme u* était non nul, que pourrions-
nous affirmer quant au spectre de ¢ ?
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diagonalisabiliteDiagonalisationMatrices2x2 [énoncé]

Un corrigé de ’exercice 8

(a) Matrice A.

e Etude de la diagonalisabilité de A sur R. La matrice A est triangulaire supérieure. Son spectre est donc I'ensemble de
ses coefficients diagonaux, i.e. :

Specg(A) = {1} .

D’apres le théoréme du rang pour les matrices :

dim (B, (A)) := dim (Ker (A—I,)) = 2 — rg (A—I,) = rg((g (1))) —1.

Ainsi :
Z dim(E;(A)=1#2 [nombre de colonnes de A] .
AeSpecg(A)

La matrice A n’est donc pas diagonalisable sur R
(b) Matrice B.

e Etude de la diagonalisabilité de B sur R. Nous calculons :
x5 =X*—tr(B) X +det(B)=X*—-2X =X(X—2).

Comme yjp est scindé a racines simples sur R, la matrice B est diagonalisable sur R (et chacun de ses sous-espaces
propres est de dimension 1).

e Diagonalisation de B sur R. Soit :
f My(R) —  M;;1(R)
X — BX

I'endomorphisme de .#, ; (R) canoniquement associé a B. Alors :

Matg (f) =B
. 1 0 . [ . .
ou %B. = ((O) , (1)) est la base canonique de .#, ;(R). En résolvant les deux systemes linéaires
#0)=0C) =« »()=2()
y y y y
d’inconnue (;) € M, 1(R), nous établissons que :

Ey(f) = Eo(B) = Vect((_ll)) et Ey(f)=E,(B) = Vect (G)) .

Comme la matrice B est diagonalisable sur R, 'endomorphisme f est diagonalisable et donc :

AMy1(R) =Eo(f) @ Ey(f) .

#=((5)0))

est une base de ./, ;(R) (formée de vecteurs propres pour f). Par théoréme de changement de base :

Nous en déduisons que :

Matg (f) =Py .5 Maty(f) Py_ 4,

qui s’écrit encore :
A= P diag(0,2) P!

o (1 1
ouP:= (_1 1) € GL,(R).

(¢) Matrice C.
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e Etude de la diagonalisabilité de C sur R. Nous calculons :
2e=X*—tr(C)X +det(C)=X?>—-5X—-2=(X—r;) (X—r1,)

5+v33 _5-V33

oury = ry: . Comme y est scindé a racines simples sur R, la matrice C est diagonalisable

sur R (et chacun de ses sous-espaces propres est de dimension 1).
e Diagonalisation de C sur R. Soit :

f //[2,1(R) I /ﬂz,l(R)
X — CX

'endomorphisme de .#, ;(R) canoniquement associé a C. Alors :

Matg (f)=C

ou B, = ((é) , ((1))) est la base canonique de .#, ;(R).

Soit G) € My, (R).

x\ _ x (1—rx + 3y = 0
C(y)_rl(y) = { 2x + (4-r)y = 0
0 = 0 (Ly<L;—((1—ry)/2)L
= {Zx + 4—nr)y = 0 ' ' ' ’

En effet, comme r est racine de y., —5r; + r12 =—2,dou:

g (U=rm)=r) _, 4-5n+rp
2 2

E, (f)=E, (C)=Vect ((4:2r1)) = Vect ((2(4_—4’"1))) Vect ((3 __F))

De maniére analogue !, nous obtenons :

E(f)=E,(C)= Vect((3 L{ﬁ))

Comme la matrice C est diagonalisable sur R, 'endomorphisme f est diagonalisable et donc :

Par suite :

‘ﬂz,l(R) = Erl (f) ® Erz(f) .

o () (5)

est une base de ., ;(R) (formée de vecteurs propres pour f). Par théoréme de changement de base :

Nous en déduisons que :

Matg_ f)= Py .2 Matg(f) Py . a.

qui s’écrit encore :
A= P diag(ry,r,) P7*

N 3—+/33 3++33
ouP .= 4 4

) € GL,(R).

1. Nous pourrions également appliquer la conjugaison de la Q-algébre Q [vss], qui est un corps, pour plus d’élégance.
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diagonalisabiliteMatrice3x3SurCPasSurR [énoncé]

Un corrigé de I’exercice 11

1. e Observation. Nous observons que la somme des coefficients de chaque ligne vaut 1. Ainsi :
1 1
All]=1-(1
1 1

Nous en déduisons que 1 est valeur propre de A et que (11 1)" est un vecteur propre associé. De plus, dans le calcul
du polynoéme caractéristique, 'opération élémentaire :

CLe<C+C+Cy

fait apparaitre un facteur de degré 1.
e Polynbéme caractéristique. Soit t € R.

t—3 -1 3

xa(t) = 0 t+1 =2
—2 0 t+1
t—1 -1 3

= t—1 t+1 —2
t—1 0 t+1

1 -1 3

= (t-1 |1 t+1 =2
1 0 t+1
1 -1 3

= (t—=1) |0 t+2 -5 [Cy — Cy—C et Cy «— C3—C,]
0 1 t—2

= (t—1)(t2+1)

e Non diagonalisabilité sur R. Le polynoéme y, = (X —1) (X 24 1) n’est pas scindé sur R. La matrice A n’est donc pas
trigonalisable sur R, donc a fortiori pas diagonalisable sur R.

o Diagonalisabilité sur C. Comme y, = (X —1)(X —i)(X + i) est scindé a racines simples sur C, la matrice A est
diagonalisable sur C (et chacun de ses sous-espaces propres est de dimension 1).

2. e Heuristique. Soit :
f M3 (R) —  M;,(R)
X — AX
I'endomorphisme de .#; ; (R) canoniquement associé a A. Alors :
Maty (f) =A
1 0 0
ou B. = ol],{11],{0 est la base canonique de .#; ;(R). Si nous déterminons une base % = (X;,X,,X;)
0 0 1
de #;,(R) tel que :
0 -1 0
Matg(f)=( 1 0 O |=:B
0 01

alors nous pourrons conclure que A et B sont semblables, d’aprés le théoréme de changement de base. Nous cher-
chons donc trois vecteurs X, X,, X5 tels que :

@ f(X1)=AX;=X,;
(b) f(Xy) =AX, =—X;;
(© f(X3)=Xs;
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(d) la famille (X;,X,,X5) est libre;

ou, ce qui revient au méme, tels que :

(@) X; € Ker(f2 +id);

(b) Xj est un vecteur propre de A accocié a la valeur propre 1;
(c) la famille (X;, f(X;),X3) est libre.

e Construction d’une base de /3 ;(R) idoine. L'heuristique nous invite & poser :
1

X;:=| 1 |eE@).
1

Mettons-nous en quéte d’un vecteur X; qui convient. Soit (x y 2) € M31(R).

4 2 —4 X 0
(xy2)' eKer(f2+id)=Ker(A2+I;) < 4 2 —4 y |=]0
2 —4 4 0

& 2x+y—2z2=0

Ainsi :
1 0
Ker (f2 +id) = Vect -2 |, 1
0 2
Posons alors :
0 —5
X,=1 1 et Xy,:=f(X)=AX, = 3
2 —2

Il reste a vérifier que % := (X;,X,,X3) est une base de .#;;(R).

0 =5 1
dety (B) = |1 3 1
2 =2 1
0 -5 1
= |1 3 1 [Ly «— Ly —2L,]
-8 -1
— (_1)2+1 x 1 x _Z _11 ‘
= 13

Comme —13 # O, 98 est bien une base de .5 ;(R).
e Conclusion. Par construction de la base 98 de .#;;(R), Matg(f) = B. D’apres le théoréme de changement de base :

Matg (f) =Py .5 Matg(f) Pg_ g,

qui s’écrit encore :

A=PBPp!
0 —5 1
ouP=(1 3 1|eGLy,R).
2 —2 1

e Remarques.

(a) Sinous connaissions le théoreme de Cayley-Hamilton et le lemme des noyaux, nous déduirions de la factorisa-
tion y,=X—1) (X2 + 1) que :
M1 (R) = E;(f) @ Ker (f2 +id)

ce qui livrerait que la famille %8 = (X;,X,,X;) est une base de .#; ;(R), sans aucun calcul.
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(b) On peut démontrer que, pour tout entier n > 2, pour tout (M;, M) € #,(R)? :

(3PeGL,(C) M;=PM,P') = (IP€GL,(R) M;=PM,P ') [classique HP] .

M, , M, semblables dans .#,(C) M;, M, semblables dans .#,,(R)
Ce résultat permet de donner une solution alternative a la question 2. En effet, de :
Ia=X-—DX-D)X+1)=yp

on déduit que les matrices A et B sont toutes deux semblables & diag(1,—i,i) dans .#,(C). Les matrices A et
B sont donc semblables dans .#,,(C). Comme elles sont toutes deux a coefficients réels, elles sont semblables
dans ,(R).
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