LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

TD - Intégration sur un intervalle quelconque

Exercice 1 kv — Etudier lintégrabilité de chacune des fonctions suivantes, sur Uintervalle I indiqué.

(D f:t~—>1n(t13—/-;t),1=]0,+oo[ (2) f:t—In(t)e*,I=1]0,+00[
) sin®(t) . arctan (2 +1) B
(3) f't tz ,I—]O,+OO[ (4) ft t2+1 ,I—[1,+OO[
(1 In(u)
(5) f:t'—>arctan(sm(t—2)),I=[1,+oo[ (6) f:uo—>u2+1,1=]0,+oo[
1 1
7 flth,I=]0,1[ (8) f:t*—>t37vsin(t2),1=]0,1]
9 fit—In(t)In(1—1t), I=10,1[ (10) f:t—e Y 1=70,1]
(11) fit—s L e sin(l) 1=10,1] (12) f:x+~—> e I=11,4+00[
tz t J > m’ J
.2
(13) Froes SO 110 ool

integrabiliteNiveaul [indication(s)]

Exercice 2 %% — Etudier lintégrabilité de chacune des fonctions suivantes, sur Uintervalle I indiqué.

1) f:to—>t(%—sin(%)),[=]o,+oo[ 2) f:to—>te_ﬁ,1=[1,+oo[
@ frxe =, 1=10, 4000 @ foo— 2D ooy
5) fit—eYt 1=70,1] 6) f:t—etac@n(® 110 toof

integrabiliteNiveau2 [indication(s)]

Exercice 3 %k * — Etudier lintégrabilité de chacune des fonctions suivantes, sur Uintervalle I indiqué.

1 f:t— % sin(ln(l + %)) , 1 =1]0,+00[ 2 f: t— e = [1,+00[
(3) frte— eV 1=10,1] 4 f:tH—V;l/nsz:]O,l]
—t sin(t) L lll(t)
(5) fit—e , I =[0,4+00[ (6) f:t+—>(t+1)f+1—1—T,I=[1,+oo[

integrabiliteNiveau3 [indication(s)]

Exercice 4 %vrvc — Etudier la nature de chacune des intégrales suivantes.

+o0o eit +0o0 1 . 1
@)) L ln(t) dt 2 J;) m sm(?) dt

' (em —e™) sin(x) oo 1
d —2-=14q
® L (1 —cos(x)) +/tan(x) * “) L exp( t t2 ) t

natureIntegrale

DAVID BLOTTIERE 1 VERSION DU 15 OCTOBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Exercice 5 %% yr — Démontrer la convergence et calculer la valeur de chacune des intégrales suivantes.

1 f+°° 2) f”/z sin(t) In(sin(t)) dt 3) 1 M de
0 o V1—t
@ f ‘/l(lTH)l dt (5) Lm% de © | \/tt——tz de
2] JO m (8) £+°° % arctan (xz) dx () L“’O cos(x) e dx
(10) J:OO % dx an L*‘X’ é arctan(%) dx (12) J:OO eV dt
1 +00 +00
a3 fo x EJ dx 14 L lx] e dx (s) fo Ch;(t) dt

convergenceValeurIntegrale [indication(s)]

Exercice 6 % — On consideére les deux intégrales. Justifier la convergence des intégrales :

n/2 /2
I :=J In(sin(t)) dt et J :=f In(cos(t)) dt .
0 0

1. Démontrer que les intégrales I et J convergent.
2. En déduire les valeurs de I +J et I —J, puis celles de I et J.

integraleCompositionSinusParLnAvecCombinaison

Exercice 7 %% — Soit la fonction :

+oo .
oo [ T804,

1. Justifier que la fonction f est bien définie, de classe €' sur [0, +0o[ et calculer sa dérivée.
+0o0o

2. Démontrer la convergence de lintégrale J f(x) dx, puis calculer sa valeur.
0

queueIntegraleSinusCardinal [indication(s)]

Exercice 8 kv — Etudier Uintégrabilité de la fonction :

1o,1] — R
e_
t

|-

sur Uintervalle ]0,1].

integrabiliteQueuelIntegrale

Exercice 9 k%7 — Soient a, 8, A des réels. Etudier la nature de chacune des intégrales suivantes.

+o0 +00 1 «
1 J x% e dx 2) J. x? (eﬁx —1) dx 3) f : dt
0 0 0 1— tﬁ
T (1 +x9) T 1z 1
@ L —F dx (5) L prEmanT dx (6) L )P dx
e 1 T ta T ¢ —sin(t)
™ L —oF de ® J; oo & 9 JO —= 4

+0o0 —ax
(10) f (=) dx
0 1—e>x X

natureIntegraleAvecParametre
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+00o

Int
B dt converge et calculer sa valeur. On pourra commencer

Exercice 10 % ¥ — Soit a > 0. Démontrer que l'intégrale f praT)
a

0
par considérer le cas ott a = 1.

convergenceValeurIntegraleAvecParametre

Exercice 11 kv« — Soit (a, b) € R? tel que a*> —4b < 0. Etablir Uexistence de l'intégrale :

+00
1
J. races &
oo tEHat+b

et calculer sa valeur. On pourra s’aider de la symétrie axiale de la courbe représentative de lintégrande.

integraleInversePolynomeDegreDeux

+00
Exercice 12 %% — Soient f € €°(R",R) et a > 0. On suppose que l'intégrale J f(t)e @ dt converge. Démontrer que
0

+ 00
pour tout x > a, lintégrale f f(£)e ™" dt converge.
0

abscisseConvergenceTransformeelaplace

1
t—1
Exercice 13 %% — Notons I := —— dt.
o In(t)
1. Justifier Uexistence de I.
too et e 2t
2. Démontrer que I = f — dt.
0

2¢e
e
3. Démontrer que I = linéf e dt.
£
£
4. Donner la valeur de I.

differenceDeuxExponentiellesFoisInverse

Exercice 14 %% — Soit un entier n = 2.

1. Déterminer les racines du polynéme X" + ...+ X + 1.

n—1
km n
2. En déduire que sinf — | = .

/2

3. En déduire la valeur de J In(sin(x)) dx.
0

integraleCompositionSinusParLnAvecPolynomes

Exercice 15 k% vr — Soit f € 6% (R,,R) telle que f et f” soient intégrables. Démontrer que f (t) T 0.

fonctionEtDeriveeSecondeIntegrables [indication(s)]

Exercice 16 kvr — Etudier la convergence des intégrales :

+o00 +oo
J t cos(t) dt et J t cos?(t) dt .
0 0

+00

Plus généralement, étudier la convergence d’une intégrale de la forme J t P(cos(t)) dt, ou P est un polynéme a coefficients

) 0
réels.

identiteFoisPolynomeEnCosinus
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Exercice 17 %% — Soient a > 0, b > 0 et (u,)pen, (Vo )nen les suites réelles définies par uy :=a > 0, vy := b > 0 et, pour tout
neN:

u, +v,
Up1 += 2 et Vi1 = v/ UnVp-
1. Démontrer que (Uy,)pen €t (Vp)nen convergent vers la méme limite M(a, b).
1

dt.

+00
2. Justifier Uexistence de I(a, b) = j
0

1 b
3. Démontrer que I(a,b) = —1 (1, —).
a a

4. Démontrer que Uapplication :
R — R

i 1( ab)
t —_— = t——
2 t

est une bijection de classe 6' dont Uapplication réciproque est également de classe 6.

12

+b
5. Effectuer un changement de variable a Uaide de Uapplication , pour relier I(a, b) et I (aT’ v ab).

6. Relier enfin I(a, b) et M(a, b).

moyenneArithmeticoGeometrique

+oo .
. . sint :
Exercice 18 %% — Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I = J —— dt. Pour chaque entier n, on note :
0

/2 . /2 .
I, ZJ' sm((2n+ 1)t) &t et U ZJ' sm((2n+ 1)t) dr
0 0

sint t

1. Justifier que, pour tout n = 0, I, et J,, sont bien définis.

2. Démontrer que, pour tout n = 1, I, —I,,_; = 0. En déduire la valeur de I,.

. T 1 s
3. Soit ¢: [0, E] — R de classe 6*. Démontrer que :
/2
f ¢(t)sin ((Zn + l)t) dt — = 0 [lemme de Riemann-Lebesgue] .
n—
0

; . 1 1 . 1 i
4. Démontrer que la fonction t — T snt se prolonge en une fonction de classe €~ sur [0, E]
sin

5. En déduire que J, —I, —— Q.
n—+00

6. Démontrer, en utilisant un changement de variables, que J, — I.
n—+0oo

7. En déduire que I = g

integraleDirichlet

+00o

Exercice 19 %% — Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I = f et dt.
0

1. Démontrer que, pour tout n € N*, pour tout t € ]0, 4/n] :

2\ 2\
(1—1) <e—t2<(1+t—) .
n n

Jn
Vi Wy, < J e dt < vV Wy, ,

0

2. En déduire que, pour tout n € N* :

/2
otl, pour tout p €N, W, := J. sinP(t) dt.
0
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3. Déterminer une récurrence entre W, ,, et W, (n € N), établir que la suite ((n+ 1) W, W, ;1),en €St constante et en déduire
que :
T
n ~ PO
n—+00 2n

4. En déduire que I = ?

integraleGauss

Exercice 20 %% — Soient a un réel et f une application continue de [a,+0oo[ dans R, intégrable sur [a, +00[.

1. Démontrer que si f admet une limite en +09, cette limite est nécessairement nulle.
2. Démontrer que si f est uniformément continue, alors elle tend vers 0 en +00.

3. Le résultat de la question 2 subsiste-t-il si on suppose simplement f continue ?

fonctionUniformementContinueIntegrable [corrigé]

Exercice 21 k% — Soit f € €.# ([0,+00[,R) une fonction intégrable. Démontrer qu’il existe une suite (x,),en de réels
convergeant vers +00 telle que :
xnm—i-oo et xnf(xn)mO.

fonctionIntegrableVersusFonctionInverse

21

Exercice 22 %% % — Pour tout a € C, on note I(a) = f ln({e” —a|) dt.
0

1. Démontrer Uexistence de I1(0) et donner sa valeur.
TL'

2. Démontrer Uexistence de f In(sin(t)) dt et en déduire Uexistence de I(1).
0

3. Démontrer que, pour tout a € C, I(a) existe et que I(a) = I(|al).

4. Soit un polynéme P € C[X ] non nul. Démonter que le nombre :

21
M(P) = f ln(|P (e”)|) dt [mesure de Mahler de P] .
0

est bien défini.
5. Démontrer que, pour tout b > 0 et tout n € N*, on a M (X" —b"™) = nM(X — b).
6. Déterminer la valeur de M(X — b), pour tout b €]0, 1[, puis, pour tout b > 1.
7. Calculer M(X —1).

n n
8. SoitaeC* ay,...,a,€CetP=a l_[(X—ak). Démontrer que M(P) = |a| l_[max{l, ||}
k=1 k=1

mesureMahlerPolynome

Exercice 23 k%*k — Soit f € €.# ([0,+00[,R) une fonction positive, décroissante et intégrable sur [0,+00[. Démontrer que

SERE

fonctionIntegrablePositiveDecroissante

Exercice 24 x%* — Soient f € 6° ([0, +00[,R) une fonction positive et décroissante. Posons :

[0,+00] — R
x —  f(x) sin(x) .

Démontrer que f est intégrable si et seulement si g est intégrable.

fonctionPositiveDecroissanteFoisSinus
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