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1. Présentation du sujet

Il s’t ’un trs ol sut ’lr utour s nomrs t s ntrs l́rqus.
D nomruss qustons mnnt un rumntton ssz n, t n’pplnt
qu pu  r́ponss purmnt lultors.

Il s’sst ns un prmr prt ’́tur ls propr́t́s ́l́mntrs u
polynôm mnml sso́  un nomr l́rqu. Ls ponts ssntls ́tnt qu

l polynôm mnml st rr́utl (ns Q[X] !), qu’l st l polynôm mnml
 touts ss rns (qu sont n sûr s nomrs l́rqus), t qu ss rns
sont touours smpls. Dns l s ’un ntr l́rqu, on osrvt  plus qu
l polynôm mnml ́tt  onts ntrs.

Dns l son prt, on ́tut qulqus propr́t́s s polynôms untrs
P ∈ Z[X] rr́utls ns Q[X] ont touts ls rns sont  moul 1. D’un
prt, on montrt qu ls rns  tls polynôms (untrs,  onts n-
trs, rr́utls ns Q[X] t ont touts ls rns sont  moul 1) sont
n́ssrmnt s rns  l’unt́. D’utr prt, on montrt qu ls polynôms
ylotomqus sont n s xmpls  tls polynôms.

L trosm prt trtt ’un rtn lss ’ntrs l́rqus : ls nomrs
 Slm. C sont s ntrs l́rqus r́ls strtmnt sup́rurs  1, t ont l
polynôm mnml poss uoup  rns  moul 1. Un pont mportnt
st qu l polynôm mnml s ntrs l́rqus  tt lss st r́proqu,
propr́t́ rmrqul n ll-m̂m.

L rnr prt ́tut un mll nn  tls ntrs l́rqus, t
onlut sur un ol quston ouvrt.

2. Commentaires généraux

Glolmnt, l sut n’ ́t́ trt́ qu pr morux, t nous vons û notr
sur un rn nomr  ponts pour rrvr  un moynn rsonnl. Ms l
sut ́tt trs lon, t l ut ronn̂ıtr qu rtns qustons ́tnt ssz
ls. Un nomr non n́ll  nts ́prouvnt  r́lls ult́s 
trvllr sur ls polynôms  onts rtonnls, t rnt  tout prx  s
rmnr  s polynôms r́ls ou omplxs. Ls polynôms rr́utls nsQ[X]
́tnt ’llurs pros nt́s ux polynôms r́ls  r́ 2 t  srmnnt
n́t. A notr ́lmnt qu trop souvnt ls ypotss  r́urrn n urnt
ps ́rts xpltmnt,  qu pos s prolms n prtulr pour r́lsr ls
r́urrns orts n son prt  sut.

Ls prmrs qustons ont ns l’nsml ́t́ n trt́s, t  pour on
nomr  ops. Un lr prt s nts  nsut ́t́ rr ls qustons
ls s utrs prts (11.() t (), 13. (), 15 t 16, pus 19. t 20. pour ux
qu ont u l tmps). Il ́tt ns possl ’otnr un not tout  t orrt
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n umulnt ls qustons ls plus ls,  onton ’̂tr prs́v́rnt, t  n
vor omprs l’rtulton u sut.

Qulqus ops ́tnt trs onns. L rm st qu’n r́ponnt orr-
tmnt  touts ls qustons s prts 1 t 2, on pouvt ́ror un not
xllnt. Au nl, l’́rt-typ otnu  ́t́ ssz mportnt,  qu  ns rnu
l’́pruv ssz srmnnt.

Rpplons mntnnt qulqus rommntons mportnts ontnus ns
ls rpports nt́rurs. Nous nsstons sur l’mportn ’un r́ton rou-
rus t son́, ns qu ’un ms n vlur lr  l strutur  l op
(num́rotton s qustons t pr́sntton ́qut s r́sultts). Nous ́plorons
pour rtns ops un mnqu  son ́n́rl, t plus prtulrmnt ns l’r-
umntton, mnqu qu s’vr touours pr́ul  l not nl. Rpplons
nn qu, n qu l pon́rton s qustons st ́n́rlmnt proportonnll
 lur ult́, l st solumnt n́ssr  prnr l tmps  ournr un
r́ton orrt s r́ponss onn́s, y omprs pour ls r́sultts ́l́mntrs.

3. Examen détaillé des questions

Prtie 1.

1. Pour ́montrr qu I(α) st un ́l, sot l’on optt pour utlsr rtmnt
l ́nton, uqul s l n llt ps ust s ontntr  v́rr l onton
’sorpton P ∈ I(α), Q ∈ Q[X ] ⇒ PQ ∈ I(α), ou n l’on pouvt utlsr qu
l’pplton ’́vluton st un morpsm ’nnu, t on son noyu un ́l.
Pour un nomr mportnt  ops, t xr ́l́mntr n’ ps ́t́ propr-
mnt r́ls́. Pr llurs, l non-nullt́  l’́l I(α) provnt  l ́nton
m̂m  nomr l́rqu, t n ́vmmnt ps   qu l polynôm X −α
s’nnul n α !

2. L’mplton α  r́ 1 ⇒ α ∈ Q st l. L r́proqu sourt pros
’un mnqu  ruur, ms tt quston  ́t́ lolmnt n trt́.

3. () Il llt  utlsr l’nt́rt́  C t l mnmlt́  Πα.

3. () Il ́tt on  ustr pourquo Πz ́tt non-nul, ons́qun  l’nnulton
pr z u polynôm non-nul P ∈ Q[X]. Ms  prt  pont, l quston  n ́t́
trt́, t ls nts ont ́n́rlmnt su ou utlsr l’ypots P untr.

4. () Dux strt́s prnpls s sont ́́s pour r́ponr  tt quston.
Sot l’on rsonnt pr l’sur n utlsnt Bzout pour onlur, sot l’on r-
mrqut qu ux tls polynôms A t B (t on lur PGCD ns Q[X ]) ́tnt
vsls pr l polynôm mnml  lur rn ommun.

4. () Tout ’or, l ́tt nspnsl  rmrqur qu Πα ́tt l polynôm
mnml  un  ss rns. C pont  pros ́t́ oul́. Ensut l llt
utlsr l polynôm ́rv́, ́lmnt  onts rtonnls, n rsonnnt pr
l’sur : s l polynôm nnultur mttt un rn oul, lors son po-
lynôm ́rv́ pouvt s’́rr omm un multpl  lu-,  qu st n sûr
sur.

5. () Quston lssqu trs n trt́ ns l’nsml.

5. () Ctt quston utlst qu ls onts ’un polynôm s’́rvnt omm
somm  prouts s rns. En rmrqunt qu s rnrs sont touts s
ntrs l́rqus, t omm l polynôm mnml vs l polynôm untr 
Z[X] nnulnt α, l t́orm ms ns l’́non́ prmttt  onlur. Ctt
quston n’ ́t́ qu pu r́solu.
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6. () Il llt rmrqur qu, l polynôm mnml ́tnt  onts ntrs,
on r́ls, t untr, l s’́rvt n́ssrmnt (X −α)(X −α). Un nlys u
ont  r́ 1 montrt qu son moul ́tt u plus 2  qu onnt un
nomr n  s  xmnr. Plusurs nts n’ont pnnt ps ́rt́ l
s α = ±1  lurs onlusons,  s ́tnt pourtnt xlu pr l’ypots u
r́ ́l  2.

6. () D nomruss rrurs qunt u lul u polynôm mnml ! L pruv qu
l nomr l́rqu propos́ n’́tt ps un rn  l’unt́ ́tt un pr́mss  l
prt suvnt : l llt rmrqur qu’un rn  l’unt́ st un ntr l́rqu,
 qu st xlu omm l polynôm mnml n’st ps  onts ns Z.

Prtie 2.

7. Quston lssqu, trt́  mnr pproxmtv ns uoup trop  s.

8. () I, l r́urrn n’́tt ps n́ssr. Ctt quston  pr llurs ́t́
lrmnt trt́.

8. () Il llt n sûr pr́sntr l r́sultt s luls, utlsnt ntr utrs l
quston pr́́nt, sous orm  polynôms  onts ntrs.

9. () L ormul Φn(0) = 1 ́tt ssz nturll  onturr,  l’ s qustons
7 t 8. (), t s ́montrt pr un r́urrn ort n pr́sntnt ps  ult́.
Ctt quston  ́t́ n r́uss pr ls nts.

9. () I, l ormul ́tt plus ́lt  onturr r ll ́pnt  l
́omposton n turs prmrs  n. Il llt lors  nouvu pro́r pr
r́urrn ort n snt ppl  l quston 8. () pour l’́tp ’ntlston.
En ́n́rl, s l’on svt onturr l ormul, l pruv ́tt rltvmnt n
x́ut́.

10. Ctt quston n ut ps trs n r́uss. Il llt nor un os pro́r
pr r́urrn ort. L’on pouvt pro́r sot pr un nlys s onts,
sot utlsr l’lortm ’Eul n rmrqunt qu l rtr untr s po-
lynôms rntsst u r́sultt ’pprtnr  Z[X] t onlur v l’unt́ 
l vson ulnn ns Q[X].

11. () Ps  ult́ pour tt quston lrmnt trt́ t r́uss.

11. () Quston plus lultor qu l pr́́nt, qu  ́lmnt ́t́ lrmnt
trt́ t r́uss.

11. () Aprs vor multpl́ l’ntt́ otnu  l quston pr́́nt pr zn−1,
l’nlys s onts prmttnt  onlur pr r́urrn n utlsnt l
prnp s z́ros sol́s. L lrt́  l r́ton ns tt quston  pros
lss́ ortmnt  ́srr. Crtns ops ont onlu  l’́lt́ otnu u 11.
() qu ls ak sont rtonnls. Comm ls sont s ntrs l́rqus ’prs lur
́nton, on n ́ust qu’ls sont ns Z t on otnt ns un pruv ltr-
ntv ́l́nt.

12. () Il llt r ppl u prnp s trors, os t pr un rn nomr
 nts.

12. () Quston n r́uss n rl ́n́rl.

12. () L ln v ls quston 3. () t 4. () prmttt  ́montrr qu ls
{zi}i=1,...,n ́tnt ux  ux stnts. C pont n’ ps touours ́t́ vu. Cpn-
nt, l omnson   pont v l quston 12. () pr́́nt pour onlur
qu s rns ́tnt rn  l’unt́  souvnt ́t́ trouv́.
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13. () L pont ssntl  l’rumntton ́tt qu p vs l ont no-
ml

(
p
k

)
. Dns trop  s, l ustton orrt t ́tll́ mnqut, t nous

rpplons qu l’on n surt ptr un ormulton u typ Il st n onnu
qu p vs

(
p
k

)
.

13. () Il llt utlsr l quston 13. () t l ptt t́orm  Frmt. Pu 
r́ponss ont ́t́ r́llmnt onlunts.

13. () Il s’sst ’un pplton ssz rt  l quston pr́́nt n
utlsnt l t́orm ms qu ls ntrs l́rqus ormnt un sous-nnu.
L’vnmnt ns l sut xplqu rtnmnt qu pu  prsonns n’nt
r́uss tt quston rltvmnt l.

14. () Quston lultor, pour lqull prsonn su   trs rrs xptons
n’ su mnr ls luls usqu’u out.

14. () t () Qustons mortrmnt ́lss́s pr ls nts.

Prtie 3.

15. () Quston mplmnt trt́.

15. () L ustton  l non-nullt́  l rn n’ ps ́t́ touours ́tl. Pour 
́montrr qu l’nvrs ’un rn ́tt rn  m̂m r́, l’on pouvt sot
́rr sous orm sn́e  l polynôm t utlsr l rt́rston vu n 15. ()  
l r́prot́, sot trvllr pr ́rvtons sussvs v l ormul  Lnz. 
Dns l son s, ls r́ponss mnqunt n souvnt  ruur. Rpplons qu 
l prs nous onluons mm́tmnt pr r́urrn n’st ps un pruv ns 
l pluprt s s.

16. L prmr prt  l quston n pr́sntt ps  ult́, t l son n  
pos́ uoup.

17. () Il llt utlsr l quston 16., t n ustr qu 1α 6= α.

17. () Jol rumnt : l llt rmrqur qu γ rn  l’unt́ mplqurt qu
son polynôm mnml, qu st rr́utl, vs Xn− 1 pour un rtn ntr n,
t on qu l orrt touts ss rns  ̂tr  moul 1,  qu ontrt ls
ypotss.

17. () En utlsnt qu l prout s rns st ́l u onts onstnt u
sn prs, t qu α t 1α s ompnsnt, on montrt n utlsnt qu tout rn
́rnt  α st  moul u plus 1 qu’lls sont touts  moul 1  l’xpton
 1α. Qulqus nts ont su trouvr tt rumntton.

18. Il s’sst ssntllmnt  synt́tsr ls normtons pr́́nts,  qu’ont
su r qulqus rrs nts.

Prtie 4.

19. On montrt tout ’or qu’un rn rtonnll ́tt n́ssrmnt un ntr 
n utlsnt l quston 5 (). I, rtns nts ont rprs l’rumntton 
omplt  tt quston, u lu ’n utlsr smplmnt l r́sultt. Ensut, on 
́trmnt qu ls sules  rns possls sont ±1, t on v́rt rtmnt qu s 
vlurs n’nnulnt ps Pn. Ensut, n utlsnt qu Pn(1) < 0 t qu lmx→+∞ Pn(x) 
= +∞, on onlut  l’xstn ’un rn r́ll strtmnt plus rn qu 1.
20. Quston l qu  nomrux nts ont loqumnt ́t́ p̂r.

21. Ps  ult́ prtulr pour tt quston n trt́ ́lmnt ns 
l’nsml.
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22. Ls r́ponss ont ́t́ vrss t vr́s, t tt quston n’ ps ́t́ r́uss. Il
llt  our v ls ́qutons otnus ns l quston pr́́nt.

23. () Utlst l’nlys t ns l quston 22. Pu trt́.

23. () L pont l ́tt qu s Pn ́tt r́utl ns Q[X], l’un  ss ux
turs (n́ssrmnt) qurtqu s’́rrt ou (X − γn)(X − 1

γn
), ou (X −

αn)(X − 1
αn

). On otnt lors un ontrton v l quston pr́́nt.
Trt́ qu ns  trs rrs ops.

23. () Quston plus ssl, t pr rtns nts prts  l p̂ ux
ponts !

24. L ouqut nl. Quston trt́ ns mons  0,05% s ops.

4. Données statistiques

Ls nots s nts rn̧s s r́prtssnt slon l tlu suvnt :

Not Nomr  ops Pournt
0 ≤ N < 4 123 8.08%
4 ≤ N < 8 653 42.90%
8 ≤ N < 12 488 32.06%
12 ≤ N < 16 166 10.91%
16 ≤ N ≤ 20 92 6.04%

Nomr totl  ops : 1522.
Moynn : 8,57.
Ért-typ : 3,88.
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