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1. Sous-groupes additifs de R
Soit G un sous-groupe de (R, +) distinct de {0}.
Q1 Justifier que :

a:=inf{geG : g>0}

est bien défini.

Le sous-groupe G de (R, +) posseéde, par hypothése, un élément non nul g.
Sigy>0,alors g, €{gG : g>0}.

Sinon, —g, € {g € G : g> 0}.

La partie {g € G : g > 0} est dans tous les cas non vide.

Comme elle est de plus minorée (par 0), elle posséde une borne inférieure.

Q2 On suppose que a > 0. Démontrer que :
G=aZ:={na : neZ}.

On pourra commencer par établir que a € G, en raisonnant par 'absurde et en considérant l'intervalle ]a,2af .

e Démontrons tout d’abord que a € G, en raisonnant par I'absurde.
Supposons donc a ¢ G.
Comme a :=inf{g€ G : g>0}>0et2a> a, 2a est pas un minorant de {g € G : g > 0}.
Il existe donc g; € G tel que :
as< g <2a.
Comme a ¢ G, on a méme :
a< g <22a.

Puisque g; > a, g; nest pas un minorant de {g € G : g > 0}.
Il existe donc g, € G tel que :
as g, <g<2a.

Nous en déduisons que I'élément g; — g, de G (stable par somme tordue) appartient a l'intervalle ]0, a[, ce
qui est contradictoire avec la définition de a.
Ainsi a € G.

e Par minimalité d’un sous-groupe engendré, nous obtenons :
aZ=<a>CG.

e Il nous reste a établir I'inclusion réciproque.
Soit g €G.
Par division de g par a >0 :
A1(q,r)€Z x[0,a[ g=qa+r.

Sir >0, alors :
O<r=g—qa<a
~——
€G
qui va a I'encontre de la définition de a.

Ainsi,r =0et g =qa € aZ.
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Q3 On suppose que a = 0. Démontrer que G est dense dans R.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, nous disposons d’une suite (g, ),en d’éléments de 'ensemble
{g € G : g > 0} qui converge vers 0.

Soient a, b deux réels tels que a < b.

Démontrons qu'’il existe un élément du groupe G entre a et b.

En appliquant la définition de la limite avec ¢ = (b —a)/2 > 0, nous obtenons un rang N € N tel que :

Vn=N 0<g,<b—a

et donc, en particulier :
O<gy<b—a.

Par division de a par gy >0 :
A(q,r)€Zx[0,gy[  a=qgy+r.

Nous en déduisons que :
a=qgy+r<qgy+gysSqgytrt+gy=a+gy<a+b—a=>b.

Ainsi qgy + gy €GNla, bl .

Nous avons donc établi qu'un sous-groupe additif non trivial de R est :
(i) soit de la forme aZ, ou a € Rj R
(ii) soit dense dans R.

Q4 Caculer 'adhérence de A := {cos(n) : n € N} dans R.

Lensemble A étant inclus dans le fermé [—1, 1], il vient :
Ac[-1,1].

Nous allons établir I'inclusion réciproque, en utilisant I'alternative des sous-groupes non triviaux de (R, +) précé-
demment établie et rappelée avant cette question.
Comme la fonction cos est paire et 27t-périodique, A est I'image du sous-groupe non trivial Z + 2nZ de (R, +) par
la fonction cos, i.e. :

A=cos(Z+2nZ) .

§’il existe a > O tel que :
Z+2nZ=0aZ.
alors 2 et 27t peuvent s’écrire :
2=qa et 21 =pa
avec p, q des entiers relatifs non nuls, d’ot :

T =

I_)eQ
q

ce qui n’est pas.
Par suite Z + 2nZ est dense dans R.
Soit x € [—1, 1]. 1l existe deux suites d’entiers relatifs (a, ) ey €t (by)nen telles que :

a, +2b,m —— arccos(x) .
n—+o00o

Par continuité, parité et 27-périodicité de cos :

cos(|a,|) = cos(a, + 2b, 1) — cos(arccos(x)) = x
~—— n—+0o
€A
d’'ott x €A.
De notre étude, nous déduisons que :
{cos(n) : neN} =[-1,1].
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2. Une version faible du théoréme d’inversion locale (X-ENS-2024-MPI-MP)

Soit (E, || - ||]) un R-espace vectoriel normé de dimension finie n = 1. Si g est un endomorphisme R-linéaire de E, on note ||| g |||
sa norme d’opérateur, c’est-a-dire :
g Il =sup{llg(V)ll : veEet|v||<1}.

Q5 Soient V un ouvert convexe de E et h une fonction de classe ¢* de V dans E. On suppose qu’il existe un réel C > 0 tel
que, pour tout x € V, ||| dh(x) ||| < C. Montrer que pour tous x; et x, dans V, on a ||h (x5) —h (x)|| < C ||xy — x4 ]l.

Soit y 'application définie sur [0, 1] par t — x; + t(x5 — Xx1).
Son image est [x;, x,] donc elle est & valeurs dans V (puisque V est convexe) et elle est de classe 6.
On en déduit que h o y est de classe 6" sur [0,1], etona:

1 1
h(xy) —h(x;) = f (hey)(t)dt = J dh(y(t))-v'(t) dt
0

0

donc par I'inégalité triangulaire :

1 1
[ (x2) —h(x,)ll <f ldh(y(£)) - (Ol dt <J Il dh(y (D 1] Iy (DIl dt < Cllxcy — x| -

<C =llxe—x4 |

Soit a € E et soit U un ouvert de E contenant a. Soit f : U —» E une application de classe %! sur U telle que df (a) = Idp.

Q6 Montrer qu’il existe un nombre réel r > 0 tel que B(a,r) C U et :

Vo, % €B@ ) If ()= f Gl > 3 lly =l

Considérons I'application définie sur U par :
h: x+— x—f(x).
Lapplication h est de classe 4! sur U en tant que différence de deux fonctions de classe %, et on a en particulier :
dh(a) =1dg —df(a) = Oy -

Comme dh est continue en a, on déduit de ce qui précéde I'existence de r > 0 tel que :

VxeUnB(a,r)  [lldh(x)ll <

N |

Quitte a diminuer r, on peut méme supposer B(a,r) C U car U est ouvert contenant da.
Alors, par la question précédente (avec V = B(a, ) qui est bien convexe), on a :

— 1
V(xy,x;) €B(a,r) lIh(x1) —h(x)Il < §||x1—x2|| .
Or, par I'inégalité triangulaire renversée :

V(xy,x;) €B(a, r)2 Ih(x1) —h(x)ll = [1(xy — x2) — (f (1) = £ e
2 lxg — x|l = I1f (x1) — f ()

donc : , .
V(x1,x;) €B(a,r) Il Geq) = f (el = §||x1_x2”~

Nous fixons désormais un réel r > 0 vérifiant ces conditions dont la valeur sera utilisée dans la suite des questions.

Q7 Montrer que, pour tout x € B(a, r), 'application linéaire d f (x) est injective.
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e Premiére solution. — Soient x € B(a,r) eth € E.
1
Onadf(x)-h= %ing ?(f(x + th) — f(x)).

Or par la question précédente, on a pour tout t >0 :
1 t
IIf Gx + th) = £ Gl = Sllehl] = ikl

donc la limite du taux d’accroissement donne :

lIR]
ldf G- il > 2
ce dont on déduit immédiatement que le noyau de df (x) est trivial.
Sidf(x)-h =0 alors h =0 par propriété de séparation de la norme.

Ainsi df (x) est injective.

e Deuxiéme solution. — Si I'on regarde de plus pres la résolution de la question précédente, on a montré :
1
111dg —df G Il = [l dh(x) ]| < >
et comme la norme d’opérateur ||| - ||| est sous-multiplicative, cela implique :

VneN [[[(Idg —df ()" [l < [[11dg —df G II" < %

B o Bmeocn B 1 1
or la série geometrique Z E converge car 5 <1.
n=0

Par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z(IdE —df (x))" converge absolument
n=0
donc converge (rappelons que % (E) est de dimension finie).

On a de plus, par continuité de la composition d’applications linéaires (u,v) — uov :
+00 too
df (x)o (Z(IdE - df(X))") = > 1df (x) o (Id; —df (x))"
n=0 n=0
+00
=" (1dg — (1dy — df (x))) o (Idg — df (x))"
n=0

= ((dp —df (x))" — (1dy —df (x))"™*1)

n=0

et dans . (E) un inverse a droite est aussi un inverse a gauche (parce que E est supposé de dimension finie),
donc df (x) est inversible et on a :

+00
(df ()™ =D (1dg —df ()"

n=0

Soit y, € E tel que ||y, — f ()| < 2

Q8 Montrer que l'application :
B(a,r) — R
x = lyo—fOIP?

admet un minimum atteint en un point x, de B(a, r).

L’application g est continue par composition de x — y, — f (x) (I'application f est en effet continue car de classe
%1) et de || - || (qui est continue car 1-lipschitzienne dans (E, || - ||)).
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De plus B(a, rr) est une partie fermée et bornée de E qui est de dimension finie, donc c’est un compact.
Par le théoréme des bornes atteintes, g admet un minimum global x, sur B(a, ).

Montrons que ce minimum est en fait atteint sur B(a, r).

Si x, € B(a, ), alors il n’y a rien a ajouter.

Si x, vérifie, ||x,—al| = r, alors :

r_ lixo—dl 2 ILf (xo) — f ()l
2

If (@) =Yoll < 7 7 < If Geo) = £ (@),

donc les valeurs absolues se simplifient ci-dessous lorsqu’on utilise I'inégalité triangulaire renversée :

Yo = f (xo)ll = llyo = f (@) + f (@) = £ (xo)l| = [llyo = f (@)l = [1f (@) — £ (xo)l]
=1f (@)= f (xo)ll = llyo = f ()l

> 1ol s (@6)
Jrr
2 3
T
4
> lyo—f (@l

donc g(x,) = g(a).

Comme g atteint un minimum global en x,, ce doit étre une égalité, donc g(a) = g(x,).
On en déduit que g atteint ce minimum global en a, qui appartient évidemment a B(a, r).
Dans tous les cas, g atteint un minimum global en un point de B(a, r).

Q9 Montrer que f (xg) = Yo-

Posons u = y, — f (x,) pour abréger.
On a montré a la question Q7 que df (x,) est un endomorphisme injectif d'un espace vectoriel de dimension finie.
11 est donc bijectif.
Soit h € E tel que df (x,) - h =u.
L’application t — g(x, + th) est définie sur un voisinage de 0 et admet un minimum local en 0.
Montrons qu’elle est dérivable en ce point. On a pour tout t au voisinage de O :
g(xo + th) — g(xo) = llu—df (xo) - th—ll¢hlle(ch)|I* — Ilull?

= llu— tu—||ehlle(ch)I* — [lull?

=11 = )u—lIthlls(ch)II> — lul®
ol ¢ est une fonction définie au voisinage de 0 et de limite nulle en ce point.
Or, par l'inégalité triangulaire (classique et renversée), on a pour tout t au voisinage de l'origine :

(1= llull® — 211 = elllulllichille (eIl + ekl eI < 11— Ou — tlille(ch)]>
< (X = lull® + 211 = elliullliehllle Rl + ekl leCch)II?

donc, pour tout t non nul au voisinage de l'origine :

g(xo+th)—g(xq)
t

<=2+ Ollull® + 21— elfjul

(=2 + Ollull® =211 — ¢ ull + tllRlPlle(e)I* <

l[thlllleCeR)]
t

thl|||e(th
l1¥§—m+nmwwumw

On vérifie que les deux extrémités de I'encadrement tendent vers —2||u||2.
Par le théoréme des gendarmes :

lim g(xo+ th) —g(xo) _

—2|ull?
t—0 t

ce qui montre que g admet une dérivée en x, dans la direction h, qui vaut :

Dyg(xo) = —2llull* = =2llyo — f (xo)II* .
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Mais t — g(x, + th) admet un extremum local en x, d’apres ce qu’on a raconté plus haut.
On a donc Dy g(x,) =0, cest-a-dire y, = f(x,) par propriété de séparation de la norme.

Autre solution, dans le cas particulier ou la norme || - || est euclidienne. — Supposons que || - || est euclidienne,
associée & un produit scalaire (-,-) (par équivalence des normes, il n’aurait rien cotité de se placer dans ce cadre-la
d’emblée, mais I'énoncé n’y invite pas).

Alors ||-]|? est de classe € sur E, par composition de 'application linéaire h — (h, h) et de 'application bilinéaire
{-,-). On a en outre, par la régle de la chaine :

Y(x,h)€E*>  d|-||*(x)-h= {x,h) + (h,x) = 2(x,h) .

En tant que composition d’applications de classe 6, I'application g est aussi de classe 4.
Comme g atteint un minimum en X, sur B(a, r), qui est un ouvert, le point x, est un point critique.
On a dg(x,) =0.
Or par la regle de la chaine :
0= dg(xe) = —dl| - [*(y — f (o)) o df (o)

et on a montré a la question Q7 que df (x,) est un endomorphisme injectif d’'un espace vectoriel de dimension
finie.

Il est donc inversible.

Composer I'égalité précédente par son inverse donne :

dll - Py = f (xo)) =0.

C’est-a-dire :
VheE 2(y—f(x0),h)=0.

On en déduit, pour h = y — f(x,), que |ly — f (x0)||> = 0, donc y = f(x,).

On note W = {y EE‘ Ly — F(a)ll < 2} etV = f-Y(W)NB(a,r).

Q10 Justifier que V et W sont des ouverts de E.

Lapplication h: y — ||y — f (a)|| est continue par continuité de la norme, donc W = h™! ( ]—oo, 2[ ) est 'image

réciproque d’un intervalle ouvert par une application continue. C’est un ouvert.
En tant qu'intersection finie d’ouverts, V est aussi un ouvert.

Q11 Montrer que :
f|W Vv — w
Vo x — f()

est une bijection continue de V sur W dont la réciproque est une fonction continue sur W.

La question Q9 montre que fll‘rv est surjective.

En effet, si y, € W, alors en particulier ||y, — f(a)| < —, et par ce qui précede il existe x, € B(a,r) tel que

f(x0) = yo-

Corr(l)me yz € W, on a bien sir x, € f~}(W), donc x, € B(a,r)NW = V, donc tout y, € W admet bien un
antécédent dans V par f.

De plus la question Q6 montre que f‘l‘l’v est injective.

Si xq,x, € V vérifient f(x;) = f(x,), alors on a x;, x5 € B(a, r) par définition de V, ce qui permet d’appliquer la
question Q6, et on en déduit :

r
4

0 <|lx; —x,ll <2[|f (x1) = f(x)l[ =0

d’ott x; = x,.
Enfin fll‘;/v est continue puisque f est de classe 6.
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Il reste a justifier que la bijection réciproque de fll‘;/v : V. —— W est continue.

Notons ABUSIVEMENT f 1 : W —— V cette réciproque, par commodité.

Nous allons montrer que f ! est lipschitzienne.

Soit y;,y, € W.

On applique la question Q6 avec x; = f 1(y;) €B(a,r) et x, = f!(y,) € B(a,r).
On obtient :

I o) =N < 20 o) = FUE 2D = 2llys = yall

ce qui montre bien que ! est 2-lipschitzienne donc continue sur W.

MPI-MPI* 2526

3. Convergence d’une suite de probabilités et arithmétique (X-ENS-2022-MPI-MP)

3.1. Convergence d’une suite de mesures de probabilités

Soit E = {x, Xy, ..., Xp,...} un ensemble infini dénombrable ot les x; sont des éléments deux a deux distincts.

On note ./ (E) I'ensemble des probabilités sur (E, #(E)). Si u € #(E) et x € E, on note u(x) pour u({x}).

On note & (E) 'ensemble des parties de E. Soit B(Z(E),R) le R-espace vectoriel des fonctions bornées de & (E) dans R. Si

f € B((E),R), on pose :
If Il =sup{lf(A)| : Ac Z(E)}.

Q12 Montrer que . (E) est une partie de B(%?(E),R).

Soit u € #(E).On a :
VAe#(E) 0<pA)<1

et ainsi u est bornée.
D’ou .# (E) est une partie de B(Z (E),R).

Q13 Montrer que || - || définit une norme sur I'espace vectoriel B(Z(E),R).

Soit f et g € B(Z(E),R). Soit A €R.

Ilf || € R* (dont lexistence)
If +gll <IfIl+1gll

AL = 1AL 1I£ 1]
IAfll=0=f =0

Montrons :

R,. Ainsi ||f|| €R,.
(i) Ona:
VAe Z2(E) |(f +8)A)<IfAI+Ig@I<IIfII+lgll
dot [If +gll < II£ 1l + llgll-
(iii) Si A =0, alors on a bien ||Af||=0=|A|-||f]|
SiA#0,ona:
VAe Z(E) IAf(A=IAl-IfAI<IAl-]IfIl
donc [|Af || < A[-IIf1I.
En appliquant ce résultat a 1/A et Af :

11 £l < 11/AL-NIAf]]

donc [A[- |If Il < IAf]I.
Ainsi [|Af|| =|A| - ||f || dans tous les cas.
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(iv) On suppose |[|Af || =0 donc sup{|f (A)| : A #(E)} =0.
Ainsi, pour tout A€ #(E), f(A) =0, ce que I'on voulait.

On conclut que || - || définit une norme sur 'espace vectoriel (% (E),R).

Q14 Soient (U,),cy une suite d’éléments de . (E) et soit u un élément de . (E). Montrer que si la suite (u,), ey cOnverge
vers u dans I’espace vectoriel normé (22 (E),R), alors :

VxeE  lim u,(x)=p(x). (1)

La norme étant celle de la convergence uniforme, alors la suite converge uniformément (u,,) ey vers u sur & (E).
Ainsi la suite converge simplement (u,,),cy Vers u sur £ (E) donc pour tout A C E, la suite (u,(A)),cn Vers u(A).
En particulier pour les singletons, on obtient :

Vxe€E  lim p,(x)= lim wu,({x})=p({x})=plx).

On se propose réciproquement de montrer quune suite (U, ),y d’é1éments de .# (E) vérifiant la condition (1) pour un élément
u € M (E) converge vers u dans B(#(E),R).

On fixe donc une suite (u,),cy d’éléments de # (E) et u € # (E) vérifiant la condition (1). On fixe également un réel £ > 0.

Q15 Montrer qu'il existe une partie finie F, de E et un entier N, = 0 tels que u(F,) > 1 — ¢ et pour tout entier n = N, :

D () —p)l <.

x€F,

+00
Avec les notations de I'’énoncé, on a 'union disjointe dénombrable E = |_| {x;}.

. . i=1
Ainsi :

L=p(E) =D pulx) = lim > u(x)
i=1 i=1

orl>1—e.

m
Ceci nous fournit m = 1 tel que Z w(x;))>1—e.

i=1
On pose F, = {x; : i €[[1,m]]} et ainsi u(F,)>1—e.
Ainsi, il existe bien une partie finie F, de E tel que u(F,) > 1—¢.

Par hypothese, on a :
viell,m]l  Tim |u,(x)—u(x) =0,

Par somme finie, on a lim Z [u, () — u(x)| = 0.
n—+0o
X€F,
Ce qui nous fournit un entier N, = 0 tel que pour tout entier n = N,, on ait Z |, () — u(x)| < e.
x€F,

Q16 Montrer que pour toute partie Ade E :

|t (A) — p(A)] < [y (AN F) = (AN F)| + w(E\F,) + w, (E\F,)

et en déduire que si n = N,, alors |u,(A) — w(A)| < 4e.
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Comme on a I'union disjointe A= (ANF,)| |(A\F,), alors u(A) = u(ANF,) +u(A\ F,).
Soit n € N. Comme c’est analogue pour u,, par inégalités triangulaires successives :

|t (A) — p(A)] < [y (AN Fe) = (AN F)l + |, (AN Fe) —u(A\ Fe))|
d’ou :
On a A\F, C E\F,. Or u et u, est croissante pour l'inclusion. On obtient donc :

On suppose que n = N,. Comme AN F, C F, (parties finies), on a alors avec la question précédente :

un(ANF) —p(ANF,)| < <D () —p(x)l <.

X€F,

D (al) = p(x))

X€F.NA

De plus, u(E\F,)=1—u(F,) <ecar u(F,)>1—e.
On a, de maniere analogue :

.U'n(E\Fs): 1_“(Fg)_(un(F£)_u(Fe)) <M(E\F£)+|Mn(Fe)_M(F£)| < 2e.

On en déduit que, si n = N,, alors |u,(A) — u(A)| < 4e.

Q17 En déduire que la suite (u,,),cy converge vers u dans B(Z(E),R) si et seulement si elle vérifie la condition (1).

On vient de montrer que en supposant que la suite vérifie la condition (1) :
Ve>0 dmeN VneN VA€ P(E) nz2m= |u,(A)—ull)| <e

en prenant m = N, , dont le choix ne dépend que de ¢, u et la suite (u,).

Ainsi la suite (u,),cy converge uniformément vers u sur 2 (E).

C’est dire (u,,),cy converge vers u dans B(2 (E),R) (muni de la norme infinie).
La réciproque a été traitée en Q14.

la condition (1).

Nous pouvons alors conclure que la suite (u,,),cy converge vers u dans 8B(% (E),R) si et seulement si elle vérifie

Q18 Pour tout entier k € N*, on note 6, la mesure de probabilité sur E telle que, pour tout n € N*,

1 sin=k

0 sinon.

o ({x,}) = {

La suite (6;),en+ converge-t-elle dans B(#(E),R)?

Par I'absurde on suppose que (8 )y converge dans B(Z#(E),R) vers une limite notée u € #(E).
Selon la condition (1), on a :
YneN* u(x,)= lim 6. (x,).
k—+00

Or, pour tout k > n, §;(x,) = 0 d’oti, pour tout n € N*, u(x,) =0.
+00
Ainsi comme u € #(E), alors 1 = u(E) = Z u(x,) = 0. Absurde !

n=1

On conclut que la suite (0; )iy~ D€ converge pas dans B(Z(E),R) .

Soit (U, ),ey une suite d’éléments de # (E).

ontrer qu’il existe une suite . d’applications strictement croissantes de N* dans elle que, pour tout k € N* e
19 M qu’il te (@1 )ken: d’applicat t t tes de N* dans N* telle que, pour tout k € N* et

pour tout entier 1 < i < k, la suite (u%o%omwk(n) (xl-)) converge.

neN*
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On va construire la suite d’extractrices par récurrence.
On remarque que :
VieN* VneN u,(x;)e[0,1]

car u, € #(E).

e Initialisation. — La suite (u,(x;)),>; est a valeurs dans le segment [0, 1].
Le théoréme de Bolzano-Weierstrass nous fournit alors ¢; : N* —— N* strictement croissante telle que
(u%(n) (xl))neN* converge.

e Hérédité. — Soit p € N*. On suppose avoir construit ¢,...p, p applications strictement croissantes de
N* dans N* telle que, pour tout k € [[1,p]] et pour tout entier 1 < i < k, la suite (“cploam--»osok(n) (xi))neN*
converge.

Le théoréme de Bolzano-Weierstrass appliqué a la suite (u%o%omo%(n) (xpﬂ))neN* nous fournit

¢p41 o N* —— N* strictement croissante telle que la suite (“solocpzo.--onpponppﬂ(n) (po))new converge.

De sorte que pour tout k € [[1, p + 1]] et pour tout entier 1 < i < k, la suite (“«plwzomwk(n) (xl-))neN* converge.

e Conclusion. — On bien construit la suite voulue.

On a bien l'existence d’une suite (¢ ),y d’applications strictement croissantes de N* dans N* telle que, pour tout
k € N* et pour tout entier 1 < i <k, la suite (M%O%On_wk(n) (xi))neN* converge.

Q20 Montrer que pour tout i € N* et tout entier k = i, la limite de la suite (u%o%cmwk(n) (xl-))neN* ne dépend que de i et pas
de k. On note cette limite p, (x;).

Soit i € N*. Soitp > k > 1.
Comme la composée d’applications strictement croissante de N* vers N* est strictement croissante de N* vers N*,
alors g1 0...0¢, : N* —— N* est strictement croissante.

Alors (u%o%o”_o%(n) (xl-))neN* est une suite extraite de (“wlwzo..-wk(n) (xl-))neN*.
Comme toute suite extraite d’'une suite convergente converge vers la méme limite, alors, pour tout entier k = i, la

limite de la suite (“cplosazomocpk(n) (xi))neN* ne dépend que de i et pas de k.

Q21 Montrer que I'application :

N* — N*

v k > propyo...op(k)

est strictement croissante, et que, pour tout entier i € N, la suite (H«p(k) (xi)) converge vers Uqo (X;).

keN*

Soit k € N*.
L’application ¢, © p,0...0 (p, est strictement croissante par composition.
Or k < @1 11(k) < pri1(k+ 1) car ¢y, est une extractrice donc :

Y(k)=pr09z0...00(k) <propy0...00 (Prpa(k+1))=vY(k+1).

Ainsi 'application ) est strictement croissante (c’est une extractrice).

On pose pour k € [[1,i]], ¢;(k) =k et pour k =i+ 1, Y;(k) = p;1q ©...0@(k).

De la méme maniere I'application 1); est strictement croissante de N* vers N*, c’est une extractrice.
La su‘ite (M%o%o‘..o%(n) (xi)')neN* converge Vers Uqo (x;) selon la question précédente.

Par ailleurs pour tout k = i, on a ¢, o...0 ¢; o;(k) = P(k).

Donc en tant que suite extraite, la suite (Mw(k) (xi))k>l. converge vers e (X;).

oo
Q22 Montrer que U, (x;) = 0 pour tout i de N*, et que Zuoo (x;) <1.
i=1
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La suite (,uw(k) (xi))keN* est & valeurs dans R* (les u, sont des probabilités).
Par passage a la limite, uo, (x;) = 0, pour tout i de N*.
oo

Soit k € N*. Comme Mw(k) € ‘/ﬂ(E), on a ZM¢(k) (Xi) =1.
i=1

N
Soit N € N*. On a Z‘U/w(k) (Xi) = ‘U/w(k) ({Xi i€ [[1,N]]}) < 1.
i=1
N

En faisant tendre k vers +00, on a Z,uoo (x;) <1.
—
N

Ainsi la suite des sommes partielles (Z Yoo (xl-)) est croissante et majorée par 1.
i=1 NeN+

D’ou la convergence de la série de somme Z Yoo () < 1.
i=1

On dit que la suite (u,,),cy d’é1éments de .#(E) est tendue si pour tout réel £ > 0, il existe une partie finie F, de E telle que
un, (F.) 2= 1— ¢ pour tout entier naturel n.

Q23 On suppose de plus que la suite (i,,) ey €St tendue. Montrer alors que [, définit un élément de ./ (E) qui est une valeur
d’adhérence de la suite (u,),en dans B(2(E),R).

Soit € > 0.
Comme la suite (u,,),ey st tendue, cela nous fournit une partie finie F, de E telle que u, (F,) = 1 — ¢ pour tout
entier naturel n.
On a donc :
VYn € N* Z,un(x)> 1—¢

X€F,

donc :
VkEN* Z,uw(k)(x)>1—£.

EGERN

En passant a la limite, on a obtient Z Uoo(x)=1—c¢.

x€F,

En utilisant la question précédente, la série Z Uoo (x;) est convergente et a terme positifs, on a donc :

i1

+o00o

Ceci étant valable pour tout € > 0, on a donc Z Uoo (x;) =1.

i=1
Ainsi la famille (u(x)),cp est une famille de réels positifs sommable de somme 1 (par permutation).
Selon le théoréme sur les distributions de probabilités, on obtient ., € A (E).
Or:
Vx€E lim pye()=peolx)  [Q21]
k—+00

et la suite (“w(k))keN* est a valeurs dans ./ (E).

La condition (1) étant vérifiée, la suite extraite (“w(k))keN* converge vers (o, dans %B(2 (E),R).
Ainsi po, est une valeur d’adhérence de la suite (u,,) ey dans B(2(E),R).

3.2. Une version probabiliste du théoréme fondamental de I’arithmétique

Soit E une partie infinie dénombrable de R. Soit (£2,.9,P) un espace probabilisé sur lequel seront définies les différentes
variables aléatoires apparaissant dans la suite de ce probléme. On admet que toutes les variables aléatoires introduites peuvent
étre construites sur cet espace.
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Soit X une variable aléatoire définie sur (2, .«/, P) et a valeurs dans E. On appelle loi de la variable X et on note uy I'application :

P(E) — [0,1]
x| A — Pp({xeaA)

ou{Xe€Al={we : X(w) €A}

Q24 Vérifier que uy est une probabilité sur E.

(E,#(E)) est bien espace probabilisable.

e Bien définie. — Soit A € & (E). On a bien {X € A} € ./ car X est une variable aléatoire. Ainsi on a bien
l'existence (et 'unicité) de uy(A) =P ({X € A}) dans [0, 1].

o Uy(E). — Ona{Xc€E}={weQ : X(w)€E}=Q donc:
px(E)=P({X €E})=P(Q)=1.

o o-aditivité — Soit (A;)ey Une suite de parties de E deux a deux disjointes.
Ona:

{XE [loAk} ={w€ﬂ : X(w) e |:|0Ak} = |:|o{w€§2  X(w) €A} = |:|O{X€Ak} .
k=0 k k=0 k=0

=0

Or pour i # j dans N, comme A; NA; = 0.
XeAln{XeA}={we : X(w)€A etX(w) €A} =0.

Ainsi, par o-additivité de P :

ux(l_lAk) =P(|_| {x EAk}) =D PX eAN =D ux(A) .
k=0 k=0 k=0 k=0

e Conclusion — uy est une probabilité sur E.

Q25 Montrer que pour toutes variables aléatoires X et Y sur (2, .«/,P) et pour toute partie Ade E :

|x (A) — uy (A)] < E(|1{X€A} _]l{YeA}D
et en déduire que ||uy —uy || SPX #Y),ou {X #Y}={weQ : X(w)#Y(w)}.

Soit X et Y deux variables aléatoires sur (€2, .o/, P) et A une partie de E.
Selon le cours 1y, est une variable aléatoire vérifiant 1 ycqy ~ B (P({X € A})).
C’est a dire que 1 x4y suit une loi de Bernoulli de parametre P ({X € A}) car {X € A} € .¢/. On a donc :

px(A) =P({X €A}) =E (1 xey) -
Par linéarité et comme c’est analogue avec Y :
ux(A) —uy(A) =E (]l{XEA} - ]l{YEA}) .

Or:
1 <~ |lwen — Vyen| < Lixen = Liven < |Lxeny — Lyen| < 1.
On en déduit :

_E(l]l{XEA} —]l{YeA}D < ux(A) —py(A) < E({]I{XGA} _]l{YEA}D :

On a bien |ux (A) — iy (A)] S E(|Lixeny — Liyen|) -
Pour G et H partie de €2, on note GAH = (GUH) \ (G N H) (différence symétrique), on a alors :

Vo eQ |lxey—Lyen|(w)=1< we{X €AIA{Y €A}.
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De plus |1 xea — ]l{YEA}| est une variable aléatoire a valeurs dans {0, 1} donc :
[Lixen = Liyen| ~ BR(X € AA{Y €A}) .
On remarque que ({X € A}JA{Y € A}) c {X # Y} donc :
E(|Lxen —Lyyen|) =PUX €A}JA{Y €A SP(X #Y) .

Ainsi :
VA€ P(E) I(ux—py) A <SPX #AY) .

Ce qui permet de déduire que ||ux — uy || SP(X #7).

Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires définies sur (Q, </, P) a valeurs dans E. On suppose que pour tout w € £, la suite
(X, (w)),en €st stationnaire et converge vers X (w).

On définit aussi la variable aléatoire :

Q — N
L 0 si, pour tout n € N, X, (w) =X(w)
w —
max{neN : X,(w) #X(w)} sinon .

Q26 Justifier que I'application L est bien définie.

Soit w € Q.

Si, pour tout n € N, X,,(w) = X(w), alors L(w) =0 € N est bien défini.

Sinon {n €N : X,(w) # X(w)} est une partie non vide majorée de N, car la suite (X,(w)),cy €St stationnaire de
limite X (w), donc cet ensemble admet un maximum L(w) € N.

Ainsi 'application L est bien définie

Q27 Montrer que P (X, # X) < P(L = n) pour tout entier n de N.

Soit n € N. Soit w € Q tel que X, (w) # X (w).
Alorsne {keN : X;(w)# X(w)} doncn < max{k €N : X;(w) #X(w)} = L(w)
On vient de montrer que (X, #X)C (L =2n)douP(X, #X) <P(L=n).

Q28 En déduire que nginoo ||,an — Hx” =0.

Soit n € N.
On a selon Q25 et Q27 :
|lx, —ux|| S PG, #X)<P(L=n).

Par ailleurs, on remarque que :

+00
ﬂ{L>n}={weQ :VneN, L(w)=>n}=0
n=0

car L est bien définie a valeurs dans N.
Ainsi par continuité décroissante :

P(LZn)mP(ﬁ{L?n})=0.
n=0

Avec le théoreme des gendarmes, on déduit que liin || Ux — ,uX” =0.
n—+o0o @
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Si N € N* et p est un nombre premier, on note v,(N) la valuation p-adique de N. Pour n € N*, on définit I'application :
N* — N*
n
wn X — l_[pivpi(x)
i=1

olt (p;);en- €St la suite des nombres premiers, classés par ordre croissant.

Q29 Soit X une variable aléatoire définie sur (€, .</,P) et a valeurs dans N*. Montrer que :

VxeN' PX=x)= HEPOOP(#JH(X) =x).

Soit N € N*.
On remarque que :
Vn=2N ¢,(N)=N

car p, = N.

Donc la suite (3,(N)),cn- €st stationnaire de limite N.

Ainsi pour tout w € Q, la suite (Y,,(X)(@)),en+ = (¥, X (w))),en- €5t stationnaire et converge vers X (w).
De plus X est a valeurs dans N* qui est bien dénombrable, ce qui permet d’utiliser la question précédente :

ety 00— x| e

ol || - || est la norme infinie sur % (% (N*),R).
Comme les u,, (x) et uy € 4 (N*) selon Q24, on peut appliquer la question Q14 :

Vx eN* ux(x)= nLignoou¢n(x)(x) .
Or pour x e N*, on a:

pux(x)=PX e{x})=PX=x) et  puyxx)=PH,X)=x).

Dot :
¥x €N P(X=x)= lim P(y,(X)=x).
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