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Un corrigé du devoir surveillé n°5

rédigé par Francois Dion (Q1-Q38)
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1. Notations

Si a et b sont deux entiers tels que a < b on note [[a, b]] 'ensemble des entiers k tels que a < k < b.
Pour n € N, on appelle polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a n toute fonction de R dans C de la forme

X —> Z Cr elkx
k=—n

ou, pour tout k € [[—n, n]], ¢; € C. On note 7, 'ensemble des polynémes trigonométriques de degré inférieur ou égal a n. C’est
un C-espace vectoriel, ce qu’on ne demande pas de vérifier.

On note ‘ézoﬂ le C-espace vectoriel des fonctions continues 27-périodiques de R dans C et ‘gzln le sous-espace vectoriel des
fonctions de classe 6! 2n-périodiques. Pour g € ‘62% et h> 0, on pose :

wg(h) = sup |g(s)—g()l.

|t—s|<h

Pour toute fonction bornée f de R dans C, on pose :

Iflloo =sup|f(t)].
teR
2. Préliminaires

Q1. Montrer que si g est la fonction sinus, alors, pour tout h > 0, w,(h) < h.

Soit g la fonction sinus, elle est de classe C! et pour tout t €R, |g’(t)| = | cos(t)| < 1.

Par inégalité des accroissements finis, on en déduit que g est 1-lipschitzienne et donc pour tous t,s € R on a
lg(t) —g(s)| < [t —s.

Soit h > 0, alors pour tous t,s € R tels que |t —s| < h on aura |g(s) — g(t)| < h et ainsi :

wg(h)= sup |g(s)—g(t) <h.

|t—s|<h

Q2. (a) Montrer que, pour tous g € %ZOH et h> 0, w,(h) est un réel bien défini.

Soit g € 6, .

Puisque g est continue, par théoréeme des bornes atteintes, g est bornée sur [0, 27].

Par 2m-périodicité, on en déduit que g est bornée sur R.

Soit M une borne de |g| sur R, alors pour tous s,t €R on a |g(s) — g(t)| < 2M.

Soit h > 0 fixé, 'ensemble : &, = {lg(s)—g(t)l : (t,s) €R? tel que |t —s| < h} est un sous-ensemble de R
non vide et majoré, il admet donc une borne supérieure et w,(h) est bien défini.

(b) On suppose que g € (gzln- Montrer que, pour tout h > 0, w,(h) < h||g||. En déduire que }lll_r)l‘(l) wg(h) =0.
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Soit g € %Zln, alors g’ € (520“ donc comme ci-dessus g’ est bornée sur R, et k = ||g’|| o, €st un réel bien défini.
Par inégalité des accroissements finis, g est k-lipschitzienne et donc étant donné h > 0, pour tous t,s € R
tels que [t —s|<hona:

lg(t)—g(s)l < k|t —s| < kh

et ainsi wy(h) <kh=h|g'|lc-
On a par ailleurs w,(h) = 0 pour tout h > 0 donc par théoréme des gendarmes, ’lliné wg(h)=0.

On admet que illl_r)l(l) wg(h) =0 est vrai pour tout g € ‘62075.

Q3. Soit h et h’ deux réels strictement positifs et soit g € ‘6;“.
(a) Montrer que, si h <h’, alors w,(h) < w,(h').

On suppose h < h’, alors avec la notation ci-dessus on aura &, C &, donc par propriété de la borne supérieure,
w,(h) < wg(h).

(b) Montrer que w,(h+h") < w,(h) + w,(h").

' h
[— +—
h+h  h+ i

h
h+h

Soient s, t tels que |s —t| < h+ h’, notons u = t, de sorte que :

by s— h t
h+h"  h+h

h

<
h+h’

(h+h)=h

(s—1t)

s—u|=|s—

et ainsi |g(s) — g(wW)] < w,(h).
On a de méme |u—t| < h’ donc |g(u) — g(t)| < w,(h").
On obtient alors par inégalité triangulaire

g(s)—g(O)l < g(s) — gl + 1g(wW) — g(8)] < w, (h) + w, (h')

pour tout (s, t) tel que [s—t| < h+h’, et donc en passant a la borne supérieure, w,(h+h") < w,(h)+w,(h").

(c) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 et pour tout réel A strictement positif :

wg(nh) Snw,(h) et wy(Ah) < (14 A)w,(h).

On en déduit alors par récurrence que w,(nh) < nw,(h) pour tout n =1 : cest une égalité pour n = 1, et si
l'inégalité est vraie pour un certain n alors :

w((n+1)h) = wy(nh+h) < w,y(nh) + wy(h) S nwy(h) + wy(h) < (n+1) w,(h).

Soit A >0etn=[A]+1 qui vérifie A <n < (1+A4), on a alors w,(Ah) < w,(nh) d’apres (a) et donc d’apres
(0), wy(Ah) < nw,(h) < (1+A)w,(h).

Q4. Soit g € %2075- Montrer que pour tout x €R :

f g(t) dt =f g(t) dt.

Soit g € 62

> €t X € R fixé. Alors par relation de Chasles :

J g(t) dt:f_ g(t) dt+f g(t) dt+J g(t) dt
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et par le changement de variable u = t — 27 et la 27t-périodicité de g :

f g(t) dt = J_ glu+2m) du :—J_ g(u) du

T —T —T+Xx

J g(t) dt =f g(t) dt.

Q5. Soit g € %Zon et n € N. Pour tout p € Z,, on note A(p) la fonction de R dans C définie par :

d’ou 1a relation :

T

VxeR A(p)x)= J plx—1t)g(t) dt.

—T

Montrer que A définit un endomorphisme de 7.

Soit g € 6, etn €N.
Pour tout p € 7, on note A(p) la fonction de R dans C définie par :

T

VxR A(p)(x)= f p(x —t)g(t) dt.

—T
Soit p € 7, pour tout x € R la fonction x — p(x —t)g(t) est continue sur [—7, 7], ce qui garantit que A(p)(x)
est bien défini.

n
Ecrivons p sous la forme p : x —> Z ¢ e avec ¢, € C pour tout k € [[—n, n]], alors :

k=—n

VxeR A(p)(x)= f ( Z Cr eik("_‘)> g(t) dt = Z C (J ekt g(t) dt) etkx

—T \k=—n k=—n —T
T

et ainsi A(p) définit un élément de Z,, de coefficients ¢ = ¢; (J ekt g(t) dt) pour tout k € [[—n, n]].

—T
Ainsi A définit une application de J, vers 7,.
Enfin, on a bien la linéarité de A car pour p,q € 7, et A, u € C on aura par linéarité de l'intégrale :

Vx €R, A(Ap+pug)(x)=2AA(p)(x)+uAlg)(x).

Ainsi A définit un endomorphisme de Z,.

3. La fonction J,

Pour tout n € N, on définit la fonction ¢,, de R dans C en posant, pour tout t € R

n

pa(t) =€ D ek et (1) =g, (0)".

k=0
Dans cette sous-partie, on fixe un entier n € N.
Q6. Montrer que pour tout réel t n’appartenant pas a 27Z :

sin(n+1)3

(pn(t) = w)4 .

st
smi

et fn(t):(

st
Slnz
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Soit t ¢ 2nZ, alors e'’ # 1 donc par somme géométrique :
‘ 1L N .
(6) = e 1l € 7t (—2i) sin (%) _sin(n+1)3
@nt—e 1 — eit - it oY ein b - st
e e'2t(—2i) sin 5 sin 5
et en élevant a la puissance 4 :
. 4
sin(n+ 1)+
4 2
fa(t) = a(t) =(—. ; .
sin 5

Q7. Montrer que cpi appartient a ,, puis que f, appartient a 7,,,.

Pourtoutt € Rona:

e 2 [EL n n
(oalt)? = e (Zeikt) :enit( e ef“) =D e

k=0 k=0 {=0 k=0 £=0

avec k € [[—n, n]], et appartient bien a Z,.
n

Notons les coefficients (c;)_,<k<n t€ls que pour tout t on ait cpi(t) = Z ¢, ekt alors pour tout t €R :

k=—n

n 2 i m
(pa(t))* = (Z Cr ei’“) = > D gepeilkrtr

k=—n k=—n{=—n

et pour tout (k,£) € [—n,n]]? on a k + ¢ € [[—2n, 2n]] donc cpi appartient bien a F,,,.

Or pour tout (k, £) € [[0,n]]? ona k+{—n € [[—n,n]] donc goi est une combinaison linéaire des fonctions t — et

Y

Q8. Montrer qu’il existe un réel strictement positif c, tel que J Cufn(t) dt =1.

—T

T

T =il
En posant ¢, = (J fa(t) dt) > 0, on aura bien f Cofn(t) dt =1.

—T

T
La fonction f, est continue et positive sur [—7, 7t], et n’est pas identiquement nulle, donc f fo(t) dt > 0.
-7

Pour tout n € N, on pose désormais J,, = c,f,, de sorte que J, est une fonction réelle positive vérifiant :

J, €Ty, et f J(t)dt=1.

—T

s
4. Une majoration de [t]J,(t) de
—T
Soit n € N.
n f tfa(t) dt
Q9. Montrer que J [t]J,(t) dt = Oﬂ—.
- f falt) dt
0
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Au vu de I'expression de c,, ci-dessus, on a :

z f [t|f(t) dt
f el (2) dt = ———.
" f f(t) dt

Or par parité des fonctions t — f,(t) et t — |¢t|f,(t) on a:

f el fa(t) dtzzf tfa(t) dt et f fal£) dtzzf fa(t) dt
T 0 —T 0

n f tfa(t) dt
d’otu la formule f [t]J,(t) dt = 9

o f falt) dt
0

T
Q10. Montrer que, pour t € [0, E]’ t<sint < t.

v

. T . . 2oz . . . 2 .
Sur l'intervalle [0, E]’ la fonction sin est de classe %2, de dérivée seconde —sin qui est toujours négative, donc

la fonction est concave.
En conséquence, son graphe est situé en dessous de sa tangente a l'origine, d’équation y = x, et au dessus de la
: . . . . T . P 2
sécante reliant les points de coordonnées (0, sin(0)) et (E,sm —), qui a pour équation y = —x.
b

2
On obtient ainsi ’encadrement :

L .
Vte[O,E], —t<sint<t.

m

(n+1)Z .
+1)?2 2 sin*
t f,(t) dt<ﬂ:4(n ) J Y du.
0

11. En déduire
Q f 2 us

0

t
On en déduit que pour tout t € ]0, 7t], puisque > S ]O, g] :

sin(n+1)3 - sin(n+ 1)
.t = t
SlIl§ =

et donc par croissance de I'intégrale :

r T rsin(n+1)5)* ™ (sin(n+1)%)*
J tfn(t)dt=f t((—t)z) dt<7‘c4f Mdt.
@ @ sin 5 . t3

o . n+1 .
En utilisant le changement de variable u = 5 t on obtient

s

: 4 z
ﬂ4Jn (sin(n +1)5) dt = n4J(n+l)2 sinfu 2 du _7T4(n+1)2J‘(n+1)2 sin*u -
t3 B w P+l 2 ‘

° o () 0

d’ot1 'inégalité souhaitée.

(n+1)Z .
2 sin*u
du.

T
Q 12. En déduire également que f fo(t) dt = 2(n+ 1)3f
0

4
0 u
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En utilisant maintenant 'inégalité sin 2 <

3)

Jnfn(t) dt>fﬂw dt =
0 0 (%

pour tout t € ]0, 7t] et le méme changement de variable, on a :

(n+1)3 . 4 (n+1)5 . 4
sin"u 2 du —2n+1) sin
0 ( u )4 n+1 0

ut
(n+1)

N |~

u

du.

Q 13. Montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout n € N, f

T

a
t|J,(t) dt < ——.
e, (0) de < ——

—T

4

. sin
La fonction u — 3
u

(n+1)% . 4

s u

Par positivité on a f

3
0 u

Il en va de méme pour la fonction u —

Comme la fonction u —

On en déduit ainsi que, pour tout n € N :

|tlJ, () dt =

u . .\ o 3
est continue, positive et intégrable sur ]0,+00[. En effet, elle est prolongeable par conti-

nuité en 0 et dominée par u +— — qui est intégrable sur [1,+0o[.
u

+00
u
du <
0 u?

. (n+1)Z2
sin*u 2
—etona
i 0

sin®

du pour tout n € N.

T

sin*u 2 sin*u
du >
u4 5 u4

du pour tout n € N.

J.

On a donc bien une constante :

Comme la fonction u —>

sin*u . . o m 2 sin*u
est positive, continue et non identiquement nulle sur ]0, E]’ du> 0.
u
0
n 2 (43 . 4 too . 4
n+1 sin” u sin” u
tf,(t) dt n4( ) du du
o o u3 - o e
T S (n+1)3 S 8(n+1) 3
2 sin*u I 2 sin*u
f fa(t) dt 2(n+1)3
o o ut . ut

indépendante de n telle que pour toutn € N :

est positive, continue et non identiquement nulle sur ]0, +oo[, a > 0.

oo,
sin*

- u
4 5 du
T Jo u
=—=0
8 2 sin*u
du
o ut

T

[t]J,(t) dt < 4 .
o n+1

5. Approximation uniforme par des polynomes trigonométriques

. . 0
Dans cette sous-partie, on fixe g € 6, .

Pour tout n € N, on définit la fonction T,g en posant, pour tout x €R :

Tng(x) = J

Lobjectif de cette sous-partie est de montrer que (T,g),en €St une suite de polyndémes trigonométriques qui converge unifor-

mément vers g sur R.

Q 14. Pour tous n € N et x € R, montrer que :

T,g(x)= f

DAVID BLOTTIERE

Jo(£)g(x—t) dt et g(x):f

T

J(x—t)g(t) de.

T

Ja(t)g(x) dt.

—T

6
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m

En déduire que |T,g(x) —g(x)| < J J(t)|g(x—t)—g(x)| dt.

—T

Soient n € N et x € R fixés, on effectue le changement de variable u = x —¢t :

T,8(x) =J Ja(x —t)g(t) dt =f _ Jn(w)g(x —u)(— du) =J. J(w)g(x —u) du.

—T FEE —T

Les fonctions J,, et g étant 27t-périodiques, la fonction u — J,(u)g(x —u) l'est également et d’apres Q4. :

T,g(x)= f Jo(t)g(x—1t) dt.

—T
T
Par ailleurs puisque J J,(t) dt =1 on a immédiatement, en multipliant par la constante g(x) :

—T

glx)= J J.(t)g(x) dt .

—T

On en déduit par linéarité de I'intégrale et inégalité triangulaire que :

S f Ja(D)lg(x — 1) —g(x)| dt .

—T

T, g(x)—g(x)| = U Jo(£)(g(x — 1) —g(x)) dt

Q15. Le cas ¢'. — On suppose, seulement dans cette question, que g est 6.
(a) Montrer que, pour tout n €N, /
1T = glloo < Ml
n+1

ol le réel a a été défini a la question Q 13.

Soit n € N et x € R, alors pour tout t € [—7, 7], puisque |(x —t) — x| = [t]
|g(x — ) — g()l < w (It < [t] llg'lloo

d’apres Q 2.
On en déduit en utilisant 'inégalité obtenue en Q 13. que :

T
alg’l
ITug(0) ()] <f Ol lg'loo de < ZEZe2

—T
et ceci étant vrai pour tout x € R, on obtient bien que :

allg’lleo

T g— <
17,8 — glleo < o

(b) Conclure que (T, g),en €st une suite de polynémes trigonométriques qui converge uniformément vers g sur R.

On en déduit par théoréme des gendarmes que [|T,g2 — glloo — 0, autrement dit la suite (T,g)qen
n—+0o

converge uniformément vers g sur R.
De plus puisque J,, € 9,, pour tout n € N, on sait d’aprés Q5. que T,g € Z,, pour tout n € N, on a donc
construit une suite de polyndémes trigonométriques qui converge uniformément vers g sur R.

Q16. Le cas 6°. — Dans cette question, on ne suppose plus que g est de classe €.
On rappelle le résultat admis a la question Q 2. : }llirr(l) wg(h)=0.

(a) Montrer que, pour tout n € N* et tous réels t et x

lglx— 1) —g(x)| < (L +nt]) w,(1/n).
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Soient n € N* et deux réels t et x, comme précédemment |g(x —t) — g(x)| < w,([t]).

1
En appliquant Q 3.c avec A = n|t| et h = — on obtient alors
n

lg(x —t)—g(x)| < w, (nltl.%) S(I+n|t]) wg(1/n).

(b) En déduire qu'il existe b > 0 tel que, pour tout n € N* :

T8 = 8lloo S bwy(1/n).

On en déduit alors que, pour n et x fixés :

T T

|T,g(x) — g(x)l <J

—T

J (A +nlt]) w,(1/n) dt = (1 + nf

el (t) dt) wg(1/n)

et en utilisant a nouveau I'inégalité Q 13. on en déduit que :

an
T, g(x)—g(x)| (1 +
|T,g(x)—g(x)| —

)a)g(l/n) < (1+a)w,(1/n).
Ceci étant vrai pour tout x, on a en posant b = 1+ a > 0 le fait que pour tout n € N* :

T8 = 8lloo S bwy(1/n).

(c) Conclure que la suite (T,),en converge uniformément vers g sur R.

On a admis que }111_13(1) wg(h) =0, on en déduit que w,(1/n) — 0 et donc ||T,g — glleo — 0.

Comme précédemment, la suite (T, ),ey converge uniformément vers g sur R.

6. Interlude polynomial

Dans cette partie, on consideére I'espace vectoriel C[X ] des polynomes a coefficients complexes. Pour n € N, on note C,[X] le
sous-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.

On fixe un entier n € N* et on note T le polynéome X" + 1.

Q 17. Montrer que T admet n racines simples dans C.

Le polyndme T’ = nX™"! ne s’annule qu'en 0 qui n’est pas racine de T donc toutes ses racines sont simples.
Puisqu’il est scindé dans C et de degré n, il admet n racines simples dans C.
Explicitement, la résolution de I'équation :

T(z)=0 & g"=—1=¢'"

. 2k=1)n

donne les racines z, =e'~ = pour k € [[1,n]].

On note 2, ...,2, les racines de T.

Q18. Soit k € [[1,n]]. Montrer que l_[(zk —z;) = T'(2.).
Jj#k

n
Puisque T est unitaire, il s’écrit sous forme factorisée T = | |(X —3;).
j=1
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Fixons k € [[1,n]] et notons Q; = l_[(X —z;), de sorte que T = (X —2;)Qy, on a alors :
i=1
7k
T'=(X—2)Q +Q donc T'(z)=Quz)=] [Gz—2).
=1

j=
j#k

x!
Soit £ € [[0,n]]. On consideére la fraction rationnelle F donnée par F = Tl
On rappelle que, par décomposition en éléments simples de F, il y a existence et unicité de u,..., U, dans C et de E dans C[X]
tels que :
n
My
F=> —k 4+F.
=1 X — Z)
0+1
Q 19. Montrer que, pour tout k € [1,n]], u; = £ et que E est soit le polynome nul, soit le polynome constant égal a 1.
n
Multiplions la décomposition donnée dans I’énoncé par le polynéme T. On obtient alors, en réutilisant les poly-
nomes Q introduits ci-dessus :
n
X'=TF=> p,Q+TE.
=1
En fixant k € [[1,n]] et en évaluant cette expression en z;, on obtient compte tenu de T(z;) = 0 et Q;(z) = 0
pour j #k :
- -1
7, = e Qi(z) = i T’ (7) = gz === [car 27 = —1]
k
o zf;“
et ainsi y = ———.
n n
Par ailleurs si £ < n—1 alors le polyndme TE = X* —Zuij est de degré inférieur ou égalan—1. Or deg(T) =n
=1
donc E est nécessairement le polyndéme nul.
n 0
Danslecasou{ =n,onaF = —1— . Puisque le polynéme E associé au cas £ = 0 est le polynome
. ‘ Xn+1 Xn+1
nul, celui associé au cas £ = n est constant égal a 1.
n 2 n z£+1
20. Calculer F’(1) et en déduire que £ = =+ = > —————.
Q (1) que £ = n;(zk_l)z
Par dérivation on a :
n — 1 n Z£+1
Fl= — "k _4p=-% % _
e AN ey

et au vu de 'expression de départ on a :

P XX+ 1) - Xt (nx™ )

(Xn+1)2
donc en évaluant en 1 on obtient :
FO=1y 57 _2-n_ L(e-2)
n & (1—2)2 4 2 2
d’our : .
(- - 2 i zk+1
2 n Pt (z, —1)2
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Q21. En déduire que :

2 < 2Pz X
(a) pour tout polynéme P € C,[X], XP'(X)= 2P(X) += Z 2P (3X) ;
2 — (2 —1)?

MPI-MPI* 2526

Soit £ € [[0,n]] et P, = X*, alors I'égalité ci-dessus multipliée par X¢ donne :

n Z+1XZ

et par ailleurs (X¢ = X P/(X) donc cette égalité se réécrit :

/ 2Py (2. X)
XP/(X) = Pe(X) kzlj—(k_l)z.

£=0
permettent d’obtenir que :

1)2

n 2 < 2 (7. X)"
f =-X — __Xe+_ L
Z I (5 —1)2 2 n kzzl: (z —1)2

Soit un polynéme P € C,[X] écrit sous la forme P = Z DPePy, ou pg,...,p, € C. Des arguments de linéarité

XP (X)_ZPeXP (X)—sz( P(X)+ szpf(zkx))=gp(X) szp(zkx),

1)2

2

& Zy n
b —_—
® ;(zk_l)z 4

L'expression obtenue Q 20. dans le cas £ = 0 donne immédiatement :

n

2 nZ(zk e =0 dou Z(zk—nz:_?

Pour tout P € C[X ], on pose ||P|| = sup |P(2)].

|z|=1

Q22. Montrer que || - || est une norme sur C[X].

Montrons que I'application P — ||P|| est une norme sur C[X].
+00

k=0

est de ce fait le polyn6me nul.

» Inégalité triangulaire : soient P,Q € C[X ], alors pour tout z € Uon a :

|P(2) + Q(2)| < [P(2)] + 1Q(=)| < [IP]| + Il
donc [P + Q|| < [IP]| + IQl|-

» Pour tout P € C[X] écrit sous la forme P = Z X" avec (pi)reny € CN nulle & partir d’un certain rang, on a

pour tout z € U, |P(z)| < Z |pi| donc |P| est borné sur U et | P|| est un réel positif bien défini.

k=0
» Séparation : soit P € C[X] tel que ||P|| = 0, alors P(z) = 0 pour tout z € U donc P a une infinité de racines et

» Homogénéité : soit P € C[X ] et A € C alors pour tout z € U on a |[(A)P(z)| = |A||P(2)| donc |AP|| = |A|||P]|.

. . z . , .
Q23. Montrer que, si z est un nombre complexe de module 1 et si z # 1, alors ——— est un réel négatif.

(z—1)2
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Soit z € U tel que z # 1, il s’écrit sous la forme z = ' avec 6 € ]— 7, [. On a alors :

4 o aNN2 2 2
(z—12=(e-1)?= (elg (e‘% —e_l%)) =el? (Zi sin %) =—4z (sin %)

et z
et ainsi =
G0 4(singy

est un réel négatif.

Q24. ATlaide de Q21., en déduire que, pour tout P € C,[X], ||P’|| < n||P||.

Soit P € C,[X], et soit z € U. alors d’apres Q21.a :

2

(2 —1)?

2z P(22)

= 2P @1 < Rp)+ 2 S
PRI =P < IPEI+ 5 3 s

k=1

n o 2<

k=1

)IIPII

ol on a utilisé que pour tout k € [[1,n]], 2,z € U donc |P(z,2)| < ||P]].

Or d’apres Q 23. pour tout k € [[1,n]] le nombre ﬁ est un réel négatif donc en utilisant Q 21.b :
2 —
n n 2
Z B S Z S S
=l —1)?2 HEx-1)2 4

2 2
n

n n
On obtient ainsi que pour tout z € U, |P'(z)| < (5 + Z) ||P|| = n||P|| et finalement ||P’|| < n||P]|.

Q25. En déduire que, pour tout ¢ € 7, [1q’lco < 3nIq|lco -

Soit q € 7, et les coefficients (¢;)_n<k<n tels que :

n n 2n
Vx € R, q(x) — Z e eikx — efinx Z G ei(k+n)x — efinx chfn eikx .
k=—n k=—n k=0
2n
On introduit le polynéme P = ch_nX ke C,,[X], de sorte que :
k=0

VxR q(x)=e ™ P(e*) etdonc q'(x)=—ine ™ P(elX)+ie "™ P’(el).
On en déduit que pour tout x €R :

>

g’ (xX)| < |—ine ™ P(e™) +ie” ™ P’(e™)| < n |[P(e™)| + |P'(e™)

or e* € U donc |P(e™)| < ||P|| et [P’(e™)| < [|P’]| < (2n)||P]I.
On remarque enfin que {e* : x € R} = U donc :

llglloo = sup lq(x)| = sup [P(e™)| = sup |P(z)| = |IP]| .
x€R x€R z€U

Finalement pour tout x € R, |q’(x)| < 3n||P|| = 3n||q/|oo et ainsi [|q’]|cc < 3n/|q]|oo-

7. Exemples de fonctions holdériennes

Soit g une fonction définie sur un intervalle I C R et a valeurs dans C et soit a € ]0,1].

On dit que g est a-holdérienne s’il existe K > 0 tel que, pour tous réels x et y de lintervalle I, |g(x) — g(¥)| < K |x —y|*.

Soit a € ]0, 1[ et soit h,, la fonction définie sur R, par h,: x — x%.

Q26. Soit y un réel positif, montrer que pour tout x = yona: 0 < x*—y* < (x—y)~
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Soit y un réel positif.

Par croissance de la fonction t — t%, on a bien 0 < x* — y* pour tout x = y.

Par ailleurs si y =0 on a x* — y* = (x — y)* pour tout x = 0.

Supposons y > 0 et considérons la fonction ¢ : x — (x — y)* —x* + y*.

Elle est continue sur [y, +oo[ et dérivable sur ]y, +oo[ et pour tout x > y, ¥’'(x) = a[(x —y)* ' —x*!] qui est
positif par décroissance de t — t*~!, puisque a —1 < 0.

On en déduit que v est croissante sur [y, +oo[ et Y(y) = 0, donc Y (x) = 0 pour tout x = y.

On a bien prouvé que que pour tout x = y ona: 0 < x*—y* < (x—y)*

Q27. En déduire que h, est a-holdérienne sur R, .

On obtient ainsi que pour tous x,y = 0 tels que x = y ona 0 < h(x)—h(y) < (x—y)“.

Si x < y, en intervertissant leur réle, 0 < h(y)—h(x) < (y —x)“.

Autrement dit on a bien |h(x) —h(y)| < |x — y|* pour tout x, y positifs donc h est a-h6ldérienne sur [0, +00[,
avec la constante K prise égale a 1.

Q28. Soit § € ]0,1] tel que B # a. Montrer que h, n’est pas 3-holdérienne.

Soit B € ]0,1] tel que B # a.
h(x)—h(0
On remarque que pour tout x = 0, % =x%P,
Supposons d’abord 8 > a, alors :
|h(x) —h(0)]

[x—0|F  x—0

+00

donc cette fonction n’est pas bornée sur ]0,+0o0[ et il ne peut exister de constante K telle que pour tout x on ait
|h(x) —h(0)| < K|x —0l|P. Ainsi h n’est pas 3-holderienne sur R..
Danslecasou ff <a,ona:

|h(x) —h(0)]

|x —O|/5 x—+00

+00

et pour la méme raison, h n’est pas 3-holderienne sur R, .

Soit k la fonction définie sur R, par :
kx| X Inx six>0
Hx 0 six=0.

Q29. Soit y € ]0,1]. Montrer que pour tout x € [0,1—y]:

k(x+y)—k(x)<—k(1—y).

Considérons la fonction définie sur [0,1— y] par y: x — k(x + y) —k(x).
Remarquons que k est continue sur R, donc y est continue sur [0,1— y] et dérivable sur ]0,1—y] et :

Vxe€10,1—y] y'(x)=In(x+y)+1—In(x)—1=In(x+y)—In(x)>0 cary=>0.
Ainsi y est croissante sur [0,1 — y] donc :
Vxe[0,1-y] x(x)<y(1—y)=In(1)—k(1—-y).
On a ainsi bien obtenu que :

Vxe€[0,1—y] k(x+y)—k(x)<—-k(1—y).

Q30. En déduire que k est a-h6ldérienne sur [0, 1] pour tout a €10, 1] .
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Soient x,y €[0,1].

Quitte a intervertir leur r6le on peut supposer que x < y.

On va méme dans un premier temps supposer 0 < x <y < 1, et poser t = y — Xx.

L’inégalité précédente avec x et t (qui vérifient bien 0 < x < 1 —t puisque y = x +t < 1) donne :

k(y)—k(x) < —k(1—t).

Puisque la fonction k n’est pas croissante, on a en fait tout intérét a compléter cette inégalité par la minoration
par y(0) = k(t) et on obtient que :

k(t) <k(y)—k(x) <—k(1—t) dou |k(y)—k(x)| <max(k(t), —k(1—1)).
Considérons les fonctions :

—k(t) ot ., —k(i=0) '

u:t+— 5
t* t*

La fonction u est continue sur ]0,1] et :

u(t) =—t"*In(t) v 0

par croissances comparées. Donc u est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], donc bornée.
De méme, v est continue sur ]0,1] eton a :

v(t) ~ t'7* donc v(t)—O0.
t—0 t—0

Donc v est prolongeable en une fonction continue sur [0, 1], donc bornée.
Il existe donc une constante K telle que pour tout t € ]0,1] :

max(u(t), v(t)) <
ta

K

et ainsi |k(x) —k(y)| < K(x —y)*.
L'inégalité est vraie dans le cas ot x = y.

8. Espace ¢, et approximation uniforme par des polyndémes trigonométriques
Dans la suite du probléme, pour a € ]0, 1, on note ¢, I'ensemble des fonctions a-h6ldériennes 27-périodiques de R dans C.

Pour tout f € 6, , on pose &,(f) = inf ||f — pllco-
j =

a : 0
Q31. Montrer que 5, est un sous-espace vectoriel de 6, .

Soit f € 7 et K une constante associée, i.e. telle que, pour tout x, € R on a, pour tout x €R :
If () = f (xo)l < Klx — xo* .

Si nous fixons x, € R, il vient f(x) —— f(x,). Ainsi f est continue sur R et 27 périodique.
X—Xq

Finalement /¢, est un sous-ensemble de ‘62011, non vide car il contient la fonction nulle.
Soient f, g € 5, et K;,K, des constantes associées, et soient A, u € C, alors pour tous x,y ERon a:

|(Af +pg)(x) = (Af +ug)()] < IAF () = f ()] + lul1g(x) — g < (AIK, + [lKy) lx — y]* .

donc Af + ug est a-holdérienne, et elle est 27-périodique donc appartient a ;) .
Ainsi S, est un sous-espace vectoriel de ‘gzon.

1
Q32. Montrer que si g € 5, alors 6,(g) = 0 (—)

—400 na
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Soit g € 7.
Remarquons que la condition a-holdérienne se traduit par le fait que pour tout h > 0, w,(h) < K h“.
Soit n € N*, on a vu que T,g € %,,, donc en utilisant Q 16.b :

bK bK2*

< - < S—< = :
021(8) < ITng = glloo < b, (/M) < 7= osc

Pour le cas impair, on peut écrire, puisque J5,41 O To, ¢

bK2* bK2* 1\*_ bK3®
5 <6 < < — | S0V—/—=-
n+1(8) < Oan(8) (2n)e ~ (2n+1)= ( Zn) (2n+1)2

1

D
On a donc trouvé une constante D telle que §,(g) < — pour tout n = 2, et ainsi 6.(g) = 0] (—a)
n n—+00 n

9. Etude d’une réciproque

L'objectif de cette sous-partie est d’établir une réciproque a la question Q 32.

1
On fixe un réel a € ]0, 1[ et une fonction f € <€20ﬂ telle que 6,,(f) = 0] (—a) 11 existe ainsi un réel C > 0 tel que, pour tout
n— n
C

neN, §,(f) < —.
na

Q 33. Pour n € N, montrer qu'il existe g, € 7, tel que 6,(f) = IIf —qulloo-

Soit n € N.

La fonction nulle appartient a &, donc 6,(f) < ||f |l oo-

NotonsA={p €T, : |If —Plloo < |Iflloo} qui est non vide puisqu’il contient 0.
Montrons que A est un ensemble fermé. Soit :

T — R

)
p — f—plle-

Cette application est continue (puisque 1-lipschitzienne) et A= & ([0, ||f|loo ]) est donc un ensemble fermé.
C’est également un ensemble borné car si p € A alors par inégalité triangulaire :

IPllco < llp=flloo +11f lloo < 21f oo -

Puisque A est fermé et borné dans I'espace vectoriel de dimension finie 7, et que ® est continue, d’apres le
théoréeme des bornes atteintes elle admet un minimum :

3gn €A |If =qull =min|f —plleo
pEA

Enfin, si p ¢ A alors ||f —plleo > |If lleo = 6,(f) donc ce minimum est bien égal a 6,,(f).

Pour tout n € N, on considére un polynéme p, € . tel que ||f —pplleo = 02:(f)-

Q 34. Montrer, en appliquant l'inégalité établie & la question Q 25., qu'’il existe un réel C’ > 0 tel que, pour tout n € N :

Py = Phlleo < 727079

La fonction q = p,,; — p,, appartient a Z,..: donc d’apres Q25. on a :
IP;41 = Pilloo <3-2" Ippss — Palloo

Or [[Pnt1 = Palloo S IPns1 = flloo +I1f = Palloo = 82m1(f) + 620(f).
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Donc :

1pl s, — P lloo < 327 By (F) + 530(F)) < 327 (

6C(1+2%)
2a )

2a(n+1) 2an

d’ol1 la majoration souhaitée avec C’ =

c ¢ )=6C(1+2)
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2n(1—a)
2(1

Q35. En déduire que, pour tout n € N :
/

C —_
“p;”oo < ||P6||oo + mzn(l a) .

n—1
Fixons n € N, alors p,, = p, + Z(pk“ — pi) donc par inégalité triangulaire :
k=0

n—1 n—1
k=0 k=0

On reconnait une somme géométrique de raison 21™%, on a :

-1
ok(1—a) _

=

2n(1—a) -1 zn(l—a)
a1 S 2a—q

k=0

IP4lloe < NIPplleo + D IPjsy = Pilloo < IIPhllos +C" > 25074

donc finalement ||p/ [loo < lIpgllco + =

C/ 2n(1—a)
-1 :

—a

Q 36. En déduire I'existence d’un réel A > 0 tel que, pour tout n € N :

Iyl <A 207N,

/

C
Pour tout n €N, on a 2" > 1 donc ||p/, || o < (Ilpgllo<> + m)Z"(l_“).

On a donc bien un réel A > 0 tel que, pour tout n €N :

P! lloo <A2079

Q37. Montrer que, pour tout (x,y) € R, [f(x)—f(y)] < C21™* 4+ A 20~ |x —y|.

Soit (x,y) € R? et n €N.
Par inégalité triangulaire on a :

Or p, est de classe C! donc :

IPn(x) = pa(¥)l < @, (Ix =y D) S lIpplloo Ix = ¥1.

On obtient finalement :

(2m)a

et ainsi on a bien obtenu la majoration |f (x) — f (¥)| < C 217 + A20-9)1 |x — y|.

1f G = F I < 1f () = pr GOl + [pa() = pa(¥)] + 1Pn(¥) = F (I < 211 = Palloo + 1Pa(x) = pa (Y] -

/ C —a)n
£ = F I < 282(F) + Py lloo 1x = ¥ S 2 = + A207 | — |

Q38. En déduire que f est a-holdérienne.

Indication : lorsque 0 < |x — y| < 1, on pourra choisir n € N tel que

on+1
de la question précédente.
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On souhaite montrer que f est a-holdérienne.

On cherche donc une constante K telle que, pour tout (x, y) € R%, on ait |f(x)— f(y)| < K|x — y|*.

Soit (x, y) € R2.

» Si x = y l'inégalité est vraie quel que soit K.

» La fonction f est continue sur le segment [—7, 7t]. Ell est donc bornée sur ce segment et donc bornée sur R par
2m-périodicité. Soit M un majorant de [f|, e.g. M = || f || oo -

»Silx—y|=1onalf(x)—f(y) <2M <2M|x—y|*

» Supposons maintenant que 0 < |[x —y| < 1.

L 1 1 S e
Choisissons n € N tel que Sl <|lx—y| < 5 d’aprés ce qui précede on a :

1 _2C+A _27(2C+A)

_ 1—na (1—a)n
F)—fOI < C21 44207 < ZEE < o

< 2%(2C+A) |x—y|*.

» Finalement en posant K = max(2M,2%(2C + A)) on aura bien |f(x) — f(¥)| < K|x — y|* pour tout (x, y), et
ainsi f est a-holdérienne.

10. Bonus

Q 39. Démontrer le résultat admis a la question Q 2., i.e. : }11in(1) wg(h) =0, pour tout g € %207[-

Soit g € 6, .
e Une autre expression de w,(h) pour h €]0,21t]. — Fixons h € ]0,2m].
Par définition :
wg(h) :=sup&g ou &= {Ig(s)—g(t)l : (t,5) €R? tel que |t —s| < h} .
Nous allons démontrer que :
Enr = Enfanan = {18(s)—g(D)| : (t,5) € [—4m,4n]* tel que |t —s| < h}
pour en déduire que :
() wg(h)=sup&y [ 4n4n -

Clairement &, [_47 4] C Epr- Etablissons I'inclusion réciproque, en considérant (t,s) € R? tel que |t —s| < h
et en prouvant que :

8() = 8()| € Bnfoanany  [ie (s, t) €[—4man]* |t/ —s'|<het|g(s)—g(t) =]g(s)—g()l ] .
Soit k 'unique entier tel que :
s+k2me[0,2n] [observons que k = —|s/2m] ou | - | est la fonction partie entiére] .

Alors :
[t+k2n|<|t—s|+|s+k2n|<h+2n <471.

Les réels s’ :=s+ k2m et t’ := t + k 27 vérifient donc :
(s',t") € [—4m,4n]* et |t’—s’| =|t—s|<h
de sorte que :
lg(s)—g()l =18(s) —g(t)N € [ anan)  [g est 2n-périodique] .
Apport du théoréme de Heine. — Fixons € > 0.

La fonction g est continue sur le segment [—4 7, 47t]. D’apres le théoreme de Heine, elle y est uniformément
continue. Ainsi existe-t-il a > 0 tel que :

(%%) V(s,t)€[—4m4n]? |s—t|<a = |g(t)—g()|<e.
Soit h €10, ], ot B := min{a, 27} > 0. D’aprés(x*), le nombre ¢ majore 'ensemble &}, _4, 4, €t donc :
wg(h) (f) SUP 6 [—4man] S € -
Nous avons établi que :
Ve>0 3Ip>0 VheR, [h—0/<p = |w,(h)—0|<e

ce qui est la définition de hlirg wg(h) =0,
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