LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

Un corrigé du devoir surveillé n°4 — piste vermillon

U A WN =

1. Questions de cours
1. Rappeler la définition de I'exponentielle d’'une matrice A € .#,(R).

1 1
2. Donner la valeur de exp(A) dans le cas ou A := ( 0 1).
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5.1. Enoncé et démonstration du thEOrEME .......vvurnnne ettt
ST N o) o) e 1o 2 7=
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3. Enoncer la régle de d’Alembert pour les séries numériques et démontrer le résultat dans le cas ot £ < 1.

1

—) est-elle sommable ?
(Tl + m)a (n,m)eN*xN*

4. Pour quelles valeurs de a > 0, la famille (

5. Pour quelles valeurs de a > 0, la famille ( est-elle sommable ?

n*+m* )(n,m)eN*xN*

2. Natures et sommes éventuelles de séries

o
1. Démontrer que la série ————— converge et calculer sa somme, a I'aide de {(2) := —.
d ; n2(n+1)>2 8 <2 6
On décompose la fraction rationnelle —————— en éléments simples :
X2(X +1)2
1 2 1 2 1
—_— =t =t ——
X2(X+12 X X2 X+1 (X+1)2
Ainsi pour tout n € N* :
n n n n n
1 1 1 1
Do = 2> 4> — 42 +>.
2 2 2 2
—k (k+1) —k —k —k+1l = (k+1)
3 2( n 1+n+11)+n 1+n+11
- T L T %2 72
ok Tk ok gk
B ( 1 ) i o1 L1
B n+1 — k2 (n+1)2
+00 1
s 2
k=1
2
= I _3
3
1 = 1 n
Donc la série ———— converge et —_— =0
g;nz(n+1)2 s nzzl:nz(n%-l)2 3

. (s 1
2. Démontrer que la série E In (1 — —; | converge et calculer sa somme.
n
n=2
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Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

Apreés télescopages :

1 1
Donc la série Zln (1 — —) converge et Z In (1 — —) =—In(2).

n=2

anln(1——) Zl ((k 1)(k+1)) Zln(k 1)+Zln(k+1) ZZIH(k)—Zln(k)Jern(k) ZZIn(k)
k=2

kz;zln(l = %) =—In(n)—In(2) +In(n+1) = ln(l + %) —In(2) o —In(2).

n+1

, 1\"
3. Etudier la nature de la série Z (e— (1 + —) )
n
n=2

Nous savons :

1 1 1 1
Infl+=-|=———+0| —
n n 2n2 n2

d’ou :
1 1 1
nln|l1+—-|=1——+o0 —|.
n 2n n
Ainsi : 0
(] + 1) = e1_217+°(%) =e (e_zl7+°(%)) =e (1 — i -}—0(1
n 2n n
Comme :

B
ee—(1+—| ~—
n 2n

e
e pour toutn € N*, — > 0;
2n

o la série harmonique diverge;

n=2

)

1 n
le théoreme de comparaison livre la divergence de la série Z e— (1 + —) .
n

, 1
4. Etudier la nature de la série Z — .
= +/n In’(n)

Les croissances comparées des fonctions puissances et logarithme livrent :

1 1
— = ol — .
n3/4 n—+oo (ﬁln7(n))

1
Supposons que la série & termes positifs Z m
n In’(n

est alors (absolument) convergente, ce qui contredit le critére de Riemann.

1
La série Z ———— est donc divergente.
J/n1n’(n)

converge. Par théoreme de comparaison, la série Z

n3/4

. , . (. In(n) ,
5. Soit x € R. Déterminer la nature de la série Z — X

n=2

‘ e Cas ot x = 0. — La série converge pour x = 0.
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u,(x) := In(n) x™# 0.

12

Comme : .
In(n+ 1) = In(n) +ln(1 + —) =

n n

il vient : | )l )
Upyq(x In(n+1)n
+10() _ In(n+1) x| x|

~
n—+0o

lu, ()| In(n) (n+1)2
In(n)

D’apres la regle de d’Alembert, la série Z 3
n

n=2

si |x| > 1.
e Casoux € {—1,1}. — Six € {-1,1}, alors :

In(n)
=~

1
n3/2

lu, (x)] =

= o(
n—+00o
d’apres les croissances comparées. Comme :

o();

n3/2
—— >0-
ey =0;

e |u,(x)l s too

e pour tout n = 2,

e la série Z 3L/2 converge (critere de Riemann) ;
n=2 Iz

In(

2

le théoreme de comparaison livre que la série Z

n=2

e Casou x €R\{—1,0,1}. — Supposons x # 0 et posons, pour tout n = 2 :

= In(n) + o (In(n)) .

x™ converge absolument si |x| < 1 et diverge grossiérement

n .,
x™" est absolument convergente.

MPI-MPI* 2526

—>X.
n—+00

)

3. Regle de Raabe-Duhamel

6. Soit f un nombre réel strictement positif. Pour tout n € N*, on pose v,, = 5
n

Vnt1

. . 1
du quotient a précision o (—) lorsque n tend vers +00.
n

n

. Former un développement asymptotique

Soit n € N*.
n

n+1

Vn+1

Vn

() el

In(1 + x) = x+o(x).

~()

n+1
Nous rappelons :

1
Comme ——

—— 0, nous en déduisons :
n+1 n-+oo

( ) 1 ( ; )
ln 1 - = —_ 0 =
n+1/ no+teo n+1 n+1/ n-+oo
Donc : .
v
n+1 — exp(_ﬁ_i_o(_)) .
V, notoo n n

Nous rappelons :
exp(x) = 1+x+o(x).

Comme —— —— 0, nous en déduisons :
n n—+oo

1—E+o
n

Vn+1

Vn

(=)

n—+00

1
1— —
n+1

)

DAVID BLOTTIERE

VERSION DU 29 NOVEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

7. Soient (U, )pen: €t (Vy)nen: deux suites de nombres réels strictement positifs. On suppose qu’a partir d'un certain rang :

Upt1 Vn+1
— < —.
U, Va

Démontrer queu, = O(v,).
n—+00

Par hypothese, il existe n, € N* tel que :

Comme les suites (1, )pen+ €t (Vy)nen- ONt des termes strictement positifs, nous en déduisons que :

=

n

Un+1
Vn>n, — <—-".
Vni1 Vn

La suite (—") est donc décroissante. Ainsi est-elle majorée par son premier terme, i.e. :
Vn Jnzn
EY)

u, u
Yn=zn, 0SS —<—.
v

U Uy Upg—1 Upy | . .
En posant M := max{ —, —,...,——, — r, il vient donc :
Vi Vs V-1 Vn,

u
VneN* 0<S—=<M
v

n

dotu u, = 0O(v,).

n—-+o00

8. Soit (u,),en- Une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose qu'il existe a > 1 tel que :

u a 1
B 1-Z24o(3).
un n—+0o n n

Démontrer, a 'aide d’'une comparaison avec une série de Riemann, que la série E u, converge.

a+1
Soit B un réel tel que 1 < § < a, par exemple § = — Posons, pour tout n € N* :

D’apres Q6 :
v 1
y, no+oo n n

u V,
n("—“—ﬂ) = pf—a+o(l)—/> B—a<0.
u, Yy n—+090 n—+00

Ainsi :

Uny1 Vit . Upp1 Vpy B3 . . .
Donc n( - — ), et par suite —— — ———  est négatif & partir d’un certain rang, i.e. :
un n

n n
Unt+1 _ Vnt1
Ynt1 o Ynnl
uTl vn
a partir d’'un certain rang.
D’aprées Q7 :
u = 0(v,) .
. =00

La série a termes positifs E v, est convergente (critere de Riemann, 3 > 1). Par théoréme de comparaison, la

série Zun est (absolument) convergente.
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9. Soit (u,),en- Une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose cette fois qu'il existe 0 < a < 1 tel que :

u a 1
ol = 1——+0(—).
u, notoo n n

Démontrer que la série E u, diverge.

a+1
Soit B un réel tel que a < < 1, par exemple § = — Posons, pour tout n € N* :

1
v, = —
n B
D’apres 6 :
v 1
+1 B
ML T
vn n—+0o n n
Ainsi :
Unt1 Vit
nf—--—""=| = B—a+o(l)—/—pf—a>0.
u, v, n—+00 n—+00
Upr1  Vnp . Unp1 Vng 6ni® S : q q
Donc n (”— — -2 |, et par suite ——— — - est positif & partir d’'un certain rang, i.e. :
un vrl n n

Vat1 _ Unt1
n < n
Vn un

a partir d’'un certain rang.

D’apres 7 :
v, = O(u,).

n—+00

Si la série a termes positifs Z u, converge, alors, par théoreme de comparaison, la série Z v, est (absolument)
convergente. Contradiction (critere de Riemann, f§ < 1).
La série Z u, diverge donc.

n—

10. Soient a et b des nombres réels strictement positifs. Déterminer la nature de la série Z
n>1 k=0

ta+k
b+k’

n—1
a+k .
Posons u,, = l_[ e pour tout n € N*. Soit n € N*.
k=0 0T

@:Zﬂz(pﬂ)%
u, +n n/ . b
n
Nous rappelons :
1
= 1l—x+o0(x).
1+x x—0

b .
Comme — —— 0, nous en déduisons :
n n—+oo

b 1 b— 1
(1) (1-7+0(3) vz 1m0 ()
u, n—o+oo n n n n—+00 n n

e Si b—a > 1, alors la série Zun converge d’apres 8.

e Si b—a < 1, alors la série Z u, diverge d’aprés 9. Nous avons établi le résultat pour 0 < a < 1, mais les
mémes arguments livrent le resultat pour a < 1, possiblement négatif.

o Il reste a étudier le cas ol b—a =1, i.e. b = a + 1. Remarquant un télescopage, nous obtenons, pour tout
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neN*:
n—1

y _l—[ atk  a a>0
" v @tk+1l a+n noteo n ’

Comme la série harmonique diverge, le théoreme de sommation des équivalents livre la divergence de la
série a termes positifs E Up,.

4. Transformée d’Abel

n

11. Soient (a,)nen €t (by)nen deux suites de nombres complexes. Pour tout n € N, posons A,, := Z a,. Démontrer que pour

k=0
toutn € N* :
n n—1
Z aib, = ZAk(bk —br1) +A,Db, [transformation d’Abel].
k=0 k=0
Soit n € N*.
n—1 n—1 n—1
ZAk (bx = byy1) +Asb, = ZAk by — ZAk bis1 +Azby
k=0 k=0 k=0
n—1 n
= ZAk b — ZAk’—l b +A,b, [ changement d’indice k' =k + 1]
k=0 k'=1
n—1 n—1
= Aobo+ > Aby— > Arby—A, b, +A,b,
k=1 k=1
n—1
= Ao bo+ ) (A—A) b+ (A —Ai) b,
\a,./ =1 :
0 k an
n
= 2 b
k=0
Remarque (transformation d’Abel vs. intégration par parties). — De la méme maniere que les suites peuvent étre

vues comme des analogues discrets des fonctions, la transformation d’Abel (cf. formule établie ci-dessus) peut
étre considérée comme un analogue discret de la formule d’intégration par parties. Nous tentons d’expliquer plus
précisément cette analogie ci-dessous.

e Reformulation de la formule d’intégration par parties. — Soient a et 3 des nombres réels tels que a < f. Soit
a: [a, 3] —— R une fonction continue et soit b: [a, 3] —— R une fonction de classe €. Si A désigne
une primitive de a sur [a, 8], alors :

B p
J a(t)b(t) dt = [A(t)b(t)]g —f A(t)b'(t) dt .

a a

e Discrétisation de la notion de dérivée. — Siu = (u,),cy €St une suite, on définit la suite u’ par :

/ -—_
u' = (u,— un—l)neN
en convenant que u_; := 0, de sorte que pour tout n € N :

Up — Uy

/= =
T e e n—(n-1)

n n U

Nous reconnaissons un taux d’accroissement.

e Discrétisation de la notion d’intégrale. — La somme Z peut étre vue comme un analogue discret de I'inté-

grale f Le lien est en fait bien plus profond, puisque la construction de I'intégrale de Riemann s’appuie
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sur des sommes (d’aires de rectangles). Il existe d’ailleurs une autre notion d’intégrale, due a Lebesgue,
qui permet de considérer des sommes finies comme des intégrales (point de vue trés fécond, mais hors
programme).
e Version discréte du théoréme fondamental de U'analyse. — Nous remarquons que si u = (u, ),y €St une suite
alors pour tout n € N :
n
u, = Z:u;< .
k=0

e Discrétisation de la notion de primitive.. — Si u = (u,),cy €St une suite, on définit la suite U par :
n
U:= Zuk
k=0 neN

n

de sorte que pour tout n € N, U, = Z u,.. Nous observons que pour toutn € N :
k=0

U =U,—Up =U,.

Nous pouvons reformuler la transformation d’Abel :

n

n—1
Zak bk =Anbn —ZAk b;<+1
k=0

k=0

et mieux mesurer I'analogie entre transformation d’Abel et formule d’intégration par parties.

p B
Formule d’intégration par parties f a(t)b(t) dt = [A(t)b(t)]g —f A(t)b'(t) dt

a a

n

n—1
Transformation d’Abel Z ap b, =A,b, — ZAk by,
k=0 k=0

12. Soient (a,),ey une suite de nombres complexes et (b,),cn une suite de réels positifs telles que :
n
(H1) la suite de terme général A, := Z a, est bornée;

k=0
(H2) la suite (b,),en est décroissante et converge vers O.

Démontrer que la série E a,b, converge.

n=0

D’apres la question précédente :

n n—1

VneN', D labi= D Ac(bi—bin) +Ab, . &)
k=0 k=0
e La série ZAk(bk — by41) est (absolument) convergente. — La suite (A ),y étant bornée, il existe M € R tel

que :
VKkeN |Al<M.

Pour tout k €N :
0< |Ak(bk - bk+1)| M |bk - bk+1| =M (bk - bk+1)
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car la suite (b )y €st & termes réels et décroissante.
Comme la suite (b ),y converge, la série télescopique Z bi — by41 est convergente.
Par linéarité, la série Z M (by — by,1) converge.

D’aprés le théoreme de domination pour les séries a termes positifs, la série ZAk(bk — by,1) converge
absolument, donc converge.

Par définition méme, la suite de ses sommes partielles converge. Donc, il existe £ € C tel que :

n—1
D A (b= b) = L. @)
k=0

o La suite (A, b,),en converge vers 0. — Pour toutn € N :

0<|A,b,|<Mb,.
Comme la suite (b, ),y converge vers 0, le théoréme d’encadrement nous livre |A, b,,| — = 0 et donc :
n—+0Qo

A,b, ——0. 3

n—-+00

e Conclusion. — De (1), (2) et (3), nous déduisons :

Zakbk—>f.

n—+00
k=0

La suite des sommes partielles de la série E a,b, converge, donc la série E a,b, converge.

Remarque (résultat de Q12 vs. critére spécial des séries alternées). — La question Q12 permet de redémontrer la
convergence d’une série vérifiant les hypotheses du critere spécial des séries alternées (mais pas les inégalités, ni
les majorations des restes en valeur absolue, qui sont également importantes). En effet, soit (u,),cy une suite de
nombres réels telle que :

e VneN u,,u,<0;
e la suite (|u,|), ey est décroissante ;
e la suite (Ju,|),cy converge vers 0.

Introduisons la fonction signe définie par :

R — {-1,0,1}
sn -1 six<0
X +—> 0 six=0
1 six>0.

Alors pour tout n € N, u, = sgn(u,) |u,|. Comme la suite (sgn(u,)),cy Vérifie 'hypothése (H1) de la Q12 et
comme la suite (|u,|),y Vérifie 'hypothése (H2) de la question Q12, on redémontre la convergence de la série

Z sgn (u,) |u,| en appliquant le résultat de la question Q12.
~—_————

un

. . - a, .. . o
13. Soit (a,),en~ Une suite de nombres complexes telle que la série Z - diverge. Démontrer que, pour tout o < 1, la série

n=1
a .
E — diverge.
na

n=1

. . . Z. a
Nous raisonnons par I'absurde et upposons qu'’il existe o < 1 tel que la série E —Z converge.
n

Soit n € N*.
a, a, 1

X .
n nae nl—a
Vérifions les hypotheses (H1) et (H2) de Q12.
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n
2.5 adn, . a .
(H1) La série Z —Z étant convergente, la suite (Z —s) de ses sommes partielles est convergente, donc
i n k=1 neN*
bornée.

(H2) Comme 1—a > 0, la suite ( ) est décroissante et converge vers 0.
neN*

nl—a

z . . 2.5 a N ..
Le résultat de Q12 s’applique donc et nous livre la convergence de la série Z —%, d’ot1 une contradiction.
n

. . . cos(n6) .
14. Soit 8 €R tel que 6 # 0 [27t]. Démontrer que la série Z ———— est convergente, mais non-absolument convergente.
n=1
L. cos(nf) .
e La série Z ——— converge. — Pour toutn € N* :
n=1 L

cos(n6 1

# =cos(nf) x —.
n n

Vérifions les hypotheses (H1) et (H2) de Q12.
(H1) Soit n € N*.

Z cos(kB) Re ( eike)
k=

k=1

1—ei®

o no
—2iel% sin(—)
i6 2

= Rele [par factorisation par 'angle moitié ]

K —2iels sin(g)
( .

k
_ ,inf A
= Re (eie 1-e¢ ) [car e!® # 1, cf. 0 £ 0[2n]]

Donc :

Zn:cos(kG) = cos((n +1)6 ) Sin(§)
k=1 2 sin(g)

S _
"(3)
sin| —

2

Z cos(kB)
indépendant de n

et

<

k=1

n
De cette étude, nous déduisons que la suite (Z Cos(ke)) est bornée.
k=1 neN*

. 1 .
(H2) La suite (—) est décroissante et converge vers 0.

N/ nen+

, , . . L. cos(nB)

Le résultat de Q12 s’applique donc et nous livre la convergence de la série Z ——,
n
. cos(nf)| .. . , L. |cos(nB)|
o La série Z ————| diverge. — Nous raisonnons par I'absurde et supposons que la série Z ——— est
n
n=1

convergente.
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Soit n € N*. Comme |cos(n8)| < 1, cos?(n0) < |cos(n8)|, donc :

2
< cos*(nf) 1 4 1 cos(2n6) < |cos(n6)| '
n 2n 2 n n

Par théoréme de domination pour les séries a termes positifs :

1 1 2n6
la série Z 5 + > M converge. 4)
n n

Nous scindons alors ’étude en deux parties.

cos(2n6)

— Cas ot 20 # 0 [27]. D’aprés le point précédent, la série ———— converge. A l'aide de (4) et des
n
résultats de linéarité sur les séries convergentes, nous en déduisons que la série Z — converge.
n
— Cas ou 20 = 0[2m]. Le résultat (4) se ré-écrit alors : la série Z — converge.
n

Dans les deux cas, nous concluons a la convergence de la série harmonique, que 1'on sait étre divergente,
d’oli une contradiction.

15. Soient 6 et a des nombres réels. Déterminer la nature de la série Z

ein@

P
n>1n

ein9 inf

est donc

e Casoua<0. — Alors =n"% ne tend pas vers 0, lorsque n tend vers +00. La série Z

n=1

ne a

grossierement divergente.
inf

e Casotta>0et O =0[2n]. — Dans ce cas, la série Z
n=1

— est une série de Riemann. Elle converge donc

si et seulement si a > 1.
in6

e Casotta>0et O #0[2n]. — Lasériez

n=1

cos(n6) sin(nd)
2 X

n=1 n=1

- converge si et seulement si les deux séries :

convergent. En suivant la démarche exposée dans Q14, nous démontrons que les deux séries précédentes
inf

convergent et donc la série Z

n=1

o converge.

5. Lemme de Cesaro [ENS-MPI-2024]

Soit E une partie de C.
A toute suite (u,),ey a valeurs dans E, ce que 'on note (u,),ey € EN, on associe la suite (0,),,cy des sommes partielles de
Cesaro définie par :

1 n
n=z0 o,= u
v n n+1;k

et la suite (e, ),en des écarts définie par :

Vnz=0 e,=u,q1—U,.

A toute série Zan avec (a,),en € EN, on associe la suite (S,,),cy des sommes partielles définie par :

DAVID BLOTTIERE

n=0

n

¥n>0 S,=> a.

k=0

10 VERSION DU 29 NOVEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Si la série E a, est convergente, on note S sa somme définie par :
n=0

N—+o00

+00
S=Zan= lim Sy
n=0

et (R,) en la suite des restes définie par :

+00
¥n>0, R,=S—S,= > .

k=n+1

Nous nous proposons de démontrer le lemme de Cesaro, voir Q16, d’en proposer des applications et d’établir certains variantes
puis des réciproques partielles.

5.1. Enoncé et démonstration du théoréme

16. Soient (u,),en € CN et £ € C. Démontrer que :

( lim u, = E) 0 ( lim o, = Z). (Cesaro)
n—+00 n—-+00
Si (u,,),en est a valeurs réelles, démontrer que le résultat subsiste si £ = +00 ou { = —c0.

e Supposons que la suite (u,) converge vers £.
n
Puisque u,,—¢ = © (1) etque Z 1 est une série divergente a termes positifs, on sait que Z(uk—ﬁ) =
n—+0oo n—+00
k=0

n

o Zl ,i.e.que (n+1)(o,—1) e o(n+1).

—+
k=0
Ainsi (o,) converge vers £ si (u, ) converge vers £.

e Supposons maintenant que la suite de nombres réels (u,,) tende vers +oo.
Alors 1 = © (u,) et Z u, est une série (grossierement) divergente a termes positifs (a partir d'un certain
n—+0oo

rang).

n
On en déduit que Z 1 = o Zuk ,l.e.quen+1 = o((n+1)o,), ce qui montre que la suite
n—+0oo
k_

n—+00 o
(lo,|) tend vers +o0.

Or, comme Z u, est une série divergente a termes positifs, la suite de ses sommes partielles tend vers +00
donc o, > 0 a partir d’'un certain rang.
On en déduit que (o ,) tend vers +oo si (u,,) tend vers +oo.

e En considérant la suite (—u, ), on montre que (o, ) tend vers —oo si (u,,) tend vers —oo.

5.2. Applications

17. En utilisant (Cesaro), calculer la limite de la suite (v,,),>; définie par v, =

n

1
e kn

Puis, a 'aide d’'une comparaison série-intégrale, donner un équivalent de (v,,),,>1-

DAVID BLOTTIERE

=

: . 1o 1 .

e Comme lim =0, le lemme de Cesaro assure que lim — E —— =0, i.e. (v,) converge vers 0.
n—+oo n+1 n—>+0°nk:0k+1

e Soient n et k des éléments de N\ {0, 1}.

1 1
Pour tout t € [k —1,k], % < T <

1 donc, en intégrant sur le segment [k — 1, k], il vient :

1
<Ink—In(k—1) < —— .
nk=In(k=1)< 7=

| =

En sommant la premiere majoration pour k variant de 2 a n et la seconde pour k variant de de 2 a n+1, on
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obtient In(n+1) < nv, <lnn+1, donclnn < nv, <Inn+ 1 puis :

MPI-MPI* 2526

nv, 1
1< —-< =
Inn Inn
P .y . Inn
Le théoréme des gendarmes assure alors que lim —* =1,i.e.v, ~ —.
n—+oo Inn n—»4+o00 n
18. Soient (u,),ex € RN et a € R*. On suppose que lim e, = a.
n—+00
En utilisant (Cesaro), donner un équivalent de (u, ) en-
Retrouver ce résultat par un théoréme de comparaison de séries a termes positifs.
n—1
. a q . . Up —Ug
e Comme la suite (e, ) converge vers a, le lemme de Cesaro assure que lim — E e =a,ie. lim —— =
n—+0o n n—+00 n
k=0
a.
. Uy
Or, lim — =0.

n—+00 n

. u
Par somme, lim —* = qa, donc, comme a #0,u, ~ an.
n—+00 n n—+00

n—+0o
un signe constant, on sait que :

n—1 n—1
Z(ukﬂ —uy) et oo Z a
k=0 k=0

ie.u,—uy, ~ an.En particulier (|u,|) tend vers +0o doncu, —u, ~ u,.
n—+00 n—+00

Finalement,u, ~ an.
n—+00

e Puisque u,,; —u, ~ aetque Z a est une série (grossierement) divergente dont les termes gardent

Unyy =/

19. Soient (u,),en € 10, +0o[N et £ €0, +0o[. On suppose que ligrn
n—+0oQ un
Démontrer que nlgrnoo i, =1,

Démontrer que le résultat subsiste si £ =0 ou £ = +00.

n
y 1. . n . n

En déduire lim Vnlet lim "\ —.
n—+00 n—+00 n!

u

g +1

en supposant que lim —/—— =/,
n—+oo Uy

n
Avec notre convention, li£n In(u,4,) —In(u,) = In(£) donc d’aprées le lemme de Cesaro :
n—+0oo

n—+00

n—1
lim % > n(uy) —In(uy) = In(¢)
k=0

1 —1
e, lim ) =In(wo) _yopy
n—+o0o n

n—+0o n

In(u,)

Par somme, li£n<><> =In(¢), i.e. ligrnoo In(v/u,) = In(?).
On en déduit que ligrnoo Vu, = L.

o : . (n+1)!
En considérant la suite (n!), comme lim ———
n—-+00 n! n—+00

Enfin, comme :

(n+1)n+1

nl

DAVID BLOTTIERE 12

Traitons les cas £ € ]0,+0o[, £ =0 et £ = +00 ensemble en décrétant que In(0) = —oo et que In(+00) = +00 et

= +00, on en déduit que lim Vn!=+oo.

1\" 1
%=(1+—) =exp(nln(1+—)) = exp(l+0(1)) = e+o0(1)
n n n—+00 n—+00
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(n+1)“+1
(n+1)! n [ nt

onalim,_,, o, —5— =e,donclim,_,,, /75 =e.

n!

20. Soient (a,),en € CN, (by)nen € CY, a € Cet b € C. On suppose que 1i£ﬂoo a,=aet ligrnoo b, = b. Démontrer que :
n— n—

n

. 1
lim_ ;;akbn_k =ab.

Posons, pour tout n € N, u, = a, —a et v, = b, — b. Soit n € N*. On remarque que :

1 n 1 n a n b n 1 n
;kz(:)akb"—k = sz:()(a+uk)(b+vn_k) =ab+ ;kz(:)vk + ;kz(:)uk + ;Zukvn_k.

k=0

n
1
Comme lim v, =0, le lemme de Cesaro assure que lim — E v, =0.
n—+00 n—+0oo n
k=0
1 n
De méme, lim — E u, =0.
n—+o0o n

k=0
n

Montrons pour finir que lim — » wv, ,=0.
n—+oo n =y

Les suites (u,) et (v,) étant convergentes, elles sont bornées : on dispose de M > 0 tel que pour tout n € N,
lu,| <M et |v,| < M.
Soit € > 0.
Comme lim u,= lim v, =0, on dispose de n, € N tel que pour tout n > ny, |u,| < € et |v,| < e.

n—+o0o n—+00o
Pour tout n > 2n,, on a donc :

n n n

o Ny

1 1 1 1 1

Euv_ <—E up||v,_i| + —— E ug||v,— <—EM><3+ E exM=DMe

n+1k_ kVn—k \Tl-‘rl 4 | k||nk| ! 4 Ik”nk|\n+1 4 R 4
=0 k=0 k=ng+1 k=0 k=ng+1

ce qui montre par définition de la limite (rappelons que le réel M ne dépend pas de ¢) que :

n

1
li E =
n—}-Ii—noo n+1 = UkVn—k v

n

. .1
puis que lim — E UV = 0.
n—+o0o n
k=0
n

. .1
Finalement lim — Z aib,_ = ab.
n—+00 n =

21. Soient Zan et Z b, deux séries de nombres complexes, convergentes de sommes respectives A et B. On note (c,),en

n=0 n=0
n n
la suite de terme général ¢, = Z arb,_i et (C,)nen la suite des sommes partielles associées définie par C, = Z Ck-
k=0 k=0
Démontrer que :
1 n
lim [ — Z C. | =AB. (Cauchy)
n—+o0o |\ n
k=0
n n
Posons, pour toutn €N, A, = Z a, etB, = Z b;.
k=0 k=0

X o 1y
D’apres la question précédente, lim — E AB,_x =AB.
el i
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Or, pour toutn € N :

ZAB = S A= Y S Sap= S b Y1

(k,0)l[o,nT? (k, Z)e[[o n]? i€[[0,n]] je[[0,n]] (i,j)ello,nT? (k,O)<l[i,n]]x[[j,n]]
k+{=n {=n i< jst i+j<n k+l=n

= > card({(k,0) € [i,n] x [j,n]l; k+ € =n})ab;
(i,j)elo,n]?
i+j<n
= > cad({(k,n—k); ke[li,n—jl Dab,
(i,j)elo,n]?
i+j<n
(i,/)elo,n]?

i+j<n
et
6= 2 2 b=, > a 2, wb > 1= X (—imj+lab;
k=0 kel[o,n]] £€[[0,n]] (i,j)€l[0,n]]? kel[0,n]] (i,j)e[[0,n ] (i,j)ello,n]? ke[[0,n]] (i,j)ello,nT?
<k i+j={ i+j<k i+j<n k>i+j i+j<n

1< 1<
Finalement, pour tout n € N*, - Z AB, = - Z Cr.

n—+00

1 n
On conclut que lim Z C,=AB
k_

5.3. Réciproques partielles

22. Vérifier que la réciproque de (Cesaro) n’est pas toujours vraie en exhibant une suite (u,),cy € RN qui ne converge pas et
telle que (0 ,,),en converge dans R.

Considérons la suite (u,) = ((—1)").

et 04,11 = 0, la suite (o,) converge

. 1
Alors la suite (un) ne converge pas et comme, pour tout n € N, Oon = —2 11
n

(vers 0).

23. Soit (u,)en € RN et £ € R. Démontrer que :

( hm 0, =1L et (Uy)nen monotone) = ( lim u, = K)

n—+ n—+090

Démontrer que le résultat subsiste pour £ = +00 ou { = —00.

Supposons d’emblée que £ € RU {—00,+00}, que (o,) tend vers £ et que (u,) est monotone.

Cette derniére hypothése assure que (u,) tend vers une limite £’ € RU {—o00, +00}, donc d’apres (Cesaro), (o,,)
tend vers £’.

Comme (o,) tend vers £, I'unicité de la limite assure que ¢’ = £ donc (u,,) tend vers une £.

24. Soient (u,),ey € CN et £ € C. Démontrer que :

( lim o,=/{ete, = o(l)):»( lim u, —Z) (Hardy faible)

n—+00 n—+ n n—+00

n
Indication : on pourra démontrer que pour tout n = 1, Z ke = nu, ., — Z Uy.
k=0 k=1
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L'indication peut se montrer via un calcul direct mais une récurrence immédiate donne le résultat encore plus
n n

rapidement : l'initialisation vient de la définition de e, et si n = 1 est tel que Z ke, = nu, ., — Z uy, alors :

k=0 k=1
n+1 n n
Z kep =nu, ., — Z W+ (n+1)epyy = nyyy — Z W+ (n+ 1 (Upyo —Uppr) = (M + Dupy — Z U — Unyq
k=1 k=1 k=1
ce qui prouve I’hérédité.
n n
Finalement, pour tout n = 1, Z ke = nu, . — Z Uy.
. = k=il
Supposons maintenant que lim o, =/{etque lim ne,=0.
. N n—+00o n—+00
Alors d’aprés ce qui précede, pour tout n = 2,
1 —1
1 n— n uO
—1 Lt n T
k=0 k=1

. 3 .1
Or, comme lim ne, =0, le lemme de Cesaro assure que lim — E ke, =0
n—+00 n—+00 n

Comme d’autre part ligrn 0,_1 ={, on en déduit finalement que hm u, =4.
n—+0oo n—+00

Soient (u,,),en € CN et £ € C. Le but des trois questions suivantes est de démontrer que :

1
( lim o,=Lete, = O(—)) =>( lim u, E). (Hardy fort)
n—-+o00 n—+00 n n—+00
0 li =/{et = 0 1
nsuppose que lim o,=~(ete, = =)

25. Soit 0 < n < m. Démontrer que :

m

m—1
> we—(m—nu, = Y (m—je; .
j=n

k=n+1

Ici encore, un calcul direct peut aboutir mais une récurrence sur m = n+1 (a n € N fixé) donne le resultat plus
m

rapidement : l'initialisation vient de la définition de e, et sim = n+1 est tel que Z u—(m—n)u, = Z(m— Je;

k=n+1
(remarquons que cette derniére somme peut aussi s’arréter a j = m), alors :
m+1 m
D = (Mt 1=y = Uy —ty+ Y, up—(m—nu, Z(u,ﬂ ; )+Z(m Me; —Z(ej +(m—j)ej)
k=n+1 k=n+1 j=n

ce qui prouve 'hérédité.
m m—
Finalement, pour tous n = 0 et m > n, Z u—(m—n)u, = Z(m—j)ej.

k=n+1

26. En déduire qu’il existe une constante C > O telle que pour tous2<n<mona:

et

n

(m+1)o,—(n+1)o,
m—n

—1
<cm(m )
n—1
m— 1) m+1

lu, — €] < Cln( +—(| m—L+lo,—L]).
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Soit n et m des entiers tels que 2 < n < m.
m

Remarquons que (m+ 1)o,, —(n+1)o, = Z u; donc, d’apres la question précédente :

k=n+1
(m+1o,—(n+1)o, 1 "i( N
—u, = m— .
m—n " m-—n 4 708
j=n
donc : ) .
(m+1)o,—(n+1)o, 1« ) -
— — ity € —— > (m=le; | < D lejl.
j=n j=n
1
Or, commee; = O (—,), on dispose d’une constante C > 0 (qui ne dépend donc pas de n ni de m) telle que
Jj—+00 J

C
pour tout j € N, [e;| < —.
En exploitant I'inégalité :
1
ViZz2 =<In(j)—In(j—1)
J

établie a la Q17 (on peut aussi montrer cette inégalité en exploitant la concavité du logarithme), on a donc
finalement :

<n§£<sz_f(1n'—ln('—l))—C(ln(m—l)—ln(n—l))—Cln(m_l)
<27 j—In(j = = 1)

j=n
—1

<Cln(m )
n—1

(m+ 1o, —(n+1)o,

m—n

Uy

j=n

(m+1)o,—(n+1)o,
—u
m—n

D'ot, en notant C = 1+ sup(jle;|) > 0, on a, pour tous m > n > 2,
jeNr
Soit n et m des entiers tels que 2 < n < m. On écrit :

n

_(m+Do,—(n+1)o, N (m+1)(o,—0)—(n+1)(o,—£)

m—n m—n

u,—{=u,

donc, d’apres ce qui précede :

f, — 0] < Cln(m_1)+ (m+1lo,—L|+(n+1)]|o,—L]

— 1 — 1 -
<Cln(m 1)+(m+ Nom—Ll+(m+1)|o, —£]
m—n

n—

m—n

—1 +1
donc pour tousn =2 et m>n, |u, —¢| < Cln(m 1)+m—(|0m—fl+|0n—€|).
n m—n

27. En déduire (Hardy fort). Indication : on pourra prendre m = 1+ | an| avec un parameétre a > 1 a choisir, ou | x| désigne
la partie entiere de x € R.

Soit @ > 1 (que l'on choisira ultérieurement).
Posons pour tout n = 2, m, = 1 + | an] (remarquons que m, > an > n et que m, est un entier).
D’apres la question précédente, pour tout n = 2, on a donc :

—1 +1
Iun—Z|<Cln(m" )+m" (o, — €] +]o, —E]).
n—1 m,—n n

n

. m,—1 .oom,+1 a . .
Or,m, ~ andonc lim In|—" =lna, lim —/—— = et lim o, =/{.Ainsi
n—+00 n—+00 n—1 n—+00 m, —n a—1 n—+00o n

—1 +1
lim Cln(m” )+m” (lo, —£|+|o,—£])=Clna.
n—+0o n—1 m,—n "

Comme Clna < 2CIna, on dispose donc de n, = 2 tel que pour tout n = n, :

—1 +1
cm(m" )+m" (lo, — € +]o,—€))<2Clna donc |u,—¢|<2Clna.
n—1 m,—n "

Finalement, pour tout a > 1, il existe n, = 2 tel que pour tout n = ny, |u, —£| < 2CIna.
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2 5ls € q .
On en déduit que pour tout € > 0, en posant a = exp (E) > 1, il existe n, = 2 tel que pour tout n = ny :

lu,—f|<2Clna=¢

ce qui montre que lim u, =/¢.
n—+00

6. Surjectivité de 'exponentielle de .#,(C) dans ¥.%,(C)

28. Démontrer que I'application :
MH(C) — 92,(C)

exp M —  exp(M)

est bien définie et surjective.

Soit A une matrice inversible de .#,(C).

e Le spectre de A ne contient pas 0. — Remarquons déja que 0 ne peut étre valeur propre de A.
e Un nombre complexe non nul est Uexponentielle d’'un nombre complexe. — Ensuite, si A est un nombre com-

plexe non nul, alors il existe r > 0 et 6 € R tels que :
A= rei(i’ — eln(r)+i9

Un nombre complexe non nul est donc toujours 'exponentielle d’'un nombre complexe.

e Cas ot A est diagonalisable sur C. — Supposons A est diagonalisable sur C.
Il existe donc une matrice P € ¥.¥,(C) et des nombres complexes non nuls A, A, tels que :

_ )Ll 0 -1
azp(y 2)p.

Comme A; et A, sont non nuls, il existe des complexes a;, a, tels que A; = e* et A, = e*2.
Alors, d’apres le cours :

_ e 0 1 a; O 1 a; O -1
A—P(0 e“Z)P —Pexp((o az))P —exp(P(O a p .

La matrice A est donc 'exponentielle d’une matrice de .#,(C).

e Cas ol A n’est pas diagonalisable sur C. — Supposons A est non diagonalisable sur C. Alors A possede une
unique valeur propre complexe A (non nulle) et, comme toute matrice de .#,(C) est trigonalisable sur C, il
existe une matrice P € 4.%,(C) et un nombre complexe u (non nul) tels que :

_ A w5
amp (3 1)

Puisque A est non nul, il existe un nombre complexe a tel que A = e®. Ainsi :

a

_ e u -1
A—P(O ea)P . (5)

Considérons un complexe f3. Les matrices :

D:=(g 2) et N:=(8 g)

commutent. De plus N2 = 0. Nous en déduisons que :

exp ((g g)) =exp(D + N) = exp(D) exp(N) = (e(;x e%) ((1) /15) = (e(;" ﬁeia) .

Par suite :
a e “u\\_ (e wu
(s “a")=(s &) ®
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D’apres (5), (6) et le cours :

B (L T R a eu -1 a e fu)
A—P(O e"‘)P —Pexp((o a P~ =exp| P 0 a p .

La matrice A est donc 'exponentielle d’'une matrice de .#,(C).
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