LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Devoir surveillé n°3 — piste carmin

samedi 8 novembre de 8h07 a 12h07

N.B. : vous attacherez la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
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1. Questions de cours
1

1. Démontrer que l'intégrale j In(t) dt converge et calculer sa valeur.
0

oo sin(t)

2. Démontrer que l'intégrale j dt est convergente, mais non absolument convergente.

0
Dans la suite de cette partie, (E, N;) désigne un R-espace vectoriel normé et A une partie compacte de E.
3. Démontrer que la partie A est fermée et bornée.

4. Soit (a,),eny € AN une suite qui posséde une unique valeur d’adhérence. Démontrer que la suite (a,),cy
converge.

5. Soient (F, Np) un R-espace vectoriel normé et f : A—— F une application continue. Démontrer que f (A) est
compacte.

2. Intégrales de Wallis et de Gauf’
Pour tout n € N, on note :
/2
W, zf (sin(t))" dt.
0
On se propose de déterminer un équivalent de W, quand n tend vers +00.

6. Etablir pour n € N une relation simple entre W, , et W,,.

7. En déduire que pour tout n € N :
i

WaWii1 = 2t D)

8. Démontrer que la suite (W,),en est strictement décroissante et qu’elle converge.

9. Déterminer la limite de la suite (W,,),en €t donner un équivalent de cette suite.
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On se propose de démontrer que J e dx = v/

+00
2
10. Justifier que l'intégrale f e * dx est convergente et que :
—0oQ
+00 +oo
2 2
f e dx=2 f e dx.
—00 0
11. Démontrer que, pour tout n € N*, pour tout réel x vérifiant 0 < x < y/n :
2\ 2\
(1—"—) <e™ < (1+x—) .
n n
12. Soit n € N*. Déduire de la question précédente :
vn /2
2
Vn Wy, g < f e dx < +vn f (sin(t))*"2 dt.
0 /4
On pourra considérer les changements de variables x = 4/n cos(t) et x = an(0)’
an
+00o
2
13. En déduire la valeur de l'intégrale J e dx.
—00
3. Groupe orthogonal
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On munit .4, (R) de la norme || - ||, et on considére :
0,(R) := {AE ,R) : A xAl = In} et SO,(R):={A€0,(R) : det(A)=1}.
14. Démontrer que O, (R) est un sous-groupe de (4.4 ,(R), x).
15. Démontrer que O,,(R) est compact.
16. Démontrer que O,,(R) n’est pas connexe par arcs.
17. Démontrer que SO, (R) est compact.
18. On admet que :

—00

_J{cos(8) —sin(6))
S0,(R) = {(sin(@) cos(@)) P 6 ER} :

Démontrer que SO, (R) est connexe par arcs.

MPI-MPI* 2526
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4. Lemme de Riemann-Lebesgue

Nous nous proposons de démontrer :
+00
Y f € LY([0,4+oo[,R) J f(t)sin(nt) dt — 0. [lemme de Riemann-Lebesgue]
n—
0

Ce résultat peut s’interpréter comme un phénomeéne asymptotique de compensation d’aires algébriques, que nous
illustrons ci-dessous, en considérant quelques fonctions f,: t — e~ ' sin(nt), ou n € N*.

Graphe de la fonction f; Graphe de la fonction f5
0.3+ 0.6 1
0.4 -
0.2 1
0.2
0.1+ /\
\/’“‘f +
5 10 15 20
=5 10 15 20 —0.2
Graphe de la fonction fg Graphe de la fonction f,,
"
0.5
0.4 1
0.2 /\
N A | | | 5 10 15 20
V V75 10 15 20
—0.2 1
—0.5 A
—0.4 ¢

Soient a et b des réels tels que a < b. On note &([a, b],R) I'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans R,
64 ([a,b],R) I'ensemble des fonctions continues par morceaux de [a, b] dans R et €°([a, b],R) I'ensemble des
fonctions continues de [a, b] dans R. Enfin, L!([0, +oo[ , R) désigne 'ensemble des fonctions continues par morceaux
de [0,+o0o[ dans R, intégrables sur [0, +00[ .

19. Démontrer que :

b
Vf €&(a,b],R) f f(t)sin(nt) dtmO.

20. Soit f € €°([a, b],R). Démontrer, a 'aide du théoréme de Heine, que :

Ve>0 3Jp.€8([a,b],R) |If—¢cllec<e.
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21. Démontrer alors que :
b
Vfe¢°a bl,R) J f(t)sin(nt) dt — 0
a
puis :

b
Vfe<és(a,b],R) J f(t)sin(nt) dtmo.

22. Démontrer enfin que :

+00
Y f € LY([0,4+0oo[,R) J f(t)sin(nt) dtmo.
0

5. Théoréeme du point fixe de Markov-Kakutani

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n = 1 dont le produit scalaire est noté ( - , - ) et la norme eucli-
dienne est notée || - ||.

On note . (E) 'espace vectoriel des endomorphismes de E et 4. £ (E) le groupe des automorphismes de E.

Pour tout endomorphisme u de E, on note u! I'endomorphisme uouo---ou (i fois) avec la convention u® = Idg
(identité). Lensemble vide est noté (.

On rappelle qu’un sous-ensemble C de E est convexe si pour tous x, y dans C ettout A € [0,1],ona Ax+(1—A)y € C.
De plus, pour toute famille ay, ..., a, d’éléments de C convexe et tous nombres réels positifs ou nuls A,...,A, dont

p
la somme est égale a 1, on a Z)Liai eC.

i=1
Soit (x,,),en une suite d’éléments de E pour laquelle il existe un réel € > 0 tel que pour tous entiers naturels n # p,
on ait [|x, —x,|| > e.

23. Démontrer que cette suite n’admet aucune suite extraite convergente.

Soit K un sous-ensemble compact de E. On note B(x, r) la boule ouverte de centre x € E et de rayon r.

p
24. Montrer que pour tout réel € > 0, il existe un entier p > 0 et xy,...,x, éléments de E tels que K € U B(x;, €).
i=1
On pourra raisonner par 'absurde.

On considére une famille (£2;);c; de sous-ensembles ouverts de E, I étant un ensemble quelconque, telle que K €

e

i€l

25. Montrer qu'’il existe un réel a > 0 tel que pour tout x € K, il existe i € I tel que B(x, a) soit contenue dans
I'ouvert ;. (On pourra raisonner par 'absurde pour construire une suite d’éléments de K n’ayant aucune suite
extraite convergente.) En déduire qu'il existe une sous-famille finie (Q; , ..., Ql-p) de la famille (©;);¢; telle que

KQOQW
k=1

Soit (F;);e; une famille de fermés de E contenus dans K et d’intersection vide, i.e. ﬂFi =0.
i€l
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p
26. Montrer qu'il existe une sous famille finie (F; ,..., Fip) de la famille (F;);¢; telle que m F, =90.
k=1

Pour toute la suite du probléme, nous admettrons le :

Théoreme. — Toute application linéaire entre deux R-espaces vectoriels de dimension finie est continue.

qui sera démontré la semaine prochaine en classe.

Ce résultat nous permet en outre de justifier que I'application :

Y(E) — Rt
- 111 u +—>  sup [lu(x)||
x€B(05,1)

est bien définie. Nous admettons qu’il s’agit d’une norme et nous munissons . (E) de celle-ci.

Soient G un sous-groupe compact de ¥ % (E) et, pour tout x € E, Ng(x) := sup |[u(x)]|.
ueG

27. Montrer que N est bien définie et que c’est une norme sur E.

28. Montrer en outre que N vérifie les deux propriétés suivantes :

e pourtousu € G et x € E, Ng(u(x)) = Ng(x);
e pour tous x,y € E avec x non nul, Ng(x + y) = N;(x) + Ng(y) si et seulement si Ax =y ol A €R*.

Pour la deuxieme propriété, on pourra utiliser le fait que si z € E, 'application qui a u € G associe ||u(z)|| est
continue.

Soit K un sous-ensemble non vide, compact et convexe de E. On considere un élément u € £ (E), et on suppose que

-1
- . 150 .
K est stable par u, c’est a dire que u(K) est inclus dans K. Pour tout x € K et n € N*, on pose x,, = — E u'(x). Enfin,
n
i=0

on appelle diamétre de K le réel §(K) = sup ||x — y||, qui est bien défini car K est borné.
x,y€K

29. Montrer que la suite (x,),en+ €St a valeurs dans K et en déduire qu’il en existe une suite extraite convergente

(14 . o(K o
vers un élément a de K. Montrer par ailleurs que pour tout n € N*, |lu(x,) — x,|| < Q En déduire que
n

I'élément a de K est un point fixe de u.

On suppose maintenant que le compact non vide convexe K est stable par tous les éléments de G. Soit r 2 1 un
r
, iy 1
entier, uq, u,,...,u, des éléments de G et u = — Zui.
]
30. Montrer que K est stable par u et en déduire I'existence de a € K tel que u(a) = a.

1< 1<
31. Montrer que N | — E u;(a) | = - E Ng(u;(a)). En déduire que pour tout j € {1,...,r},ona:
r4 r4
i=1 i=1

Ng | wi(@)+ D ui(a) | = No(u;(@) +Ng | Y ui(a)

i=1 =1
#] i#]
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+1
32. En déduire, pour tout j € {1,...,r}, 'existence d'un nombre réel A; > 0 tel que u(a) = ! u;(a).
r

33. Déduire de la question précédente que a est un point fixe de tous les endomorphismes u; oui € {1,...,r}.

34. En utilisant le résultat de la question 26, démontrer qu'’il existe a € K tel que, pour tout u € G, u(a) = a.

Nous avons ainsi démontré le théoréme de Markov-Kakutani.

Théoreme. — Soient E est un
espace euclidien, G un sous-
groupe compact de Z (E) et K
une partie de E qui est non
vide, convexe et stable par tous
les éléments de G. Alors il
existe x € K tel que, pour tout
Andrei Markov (1856-1922) ueaG,u(x)=x.

Shizuo Kakutani (1911-2004)
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