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1. Questions de cours
1

1. Démontrer que l'intégrale J In(t) dt converge et calculer sa valeur.
0

e sin(t)

2. Démontrer que l'intégrale f dt est convergente, mais non absolument convergente.

0
Dans la suite de cette partie, (E, Ny) désigne un R-espace vectoriel normé et A une partie compacte de E.

3. Démontrer que la partie A est fermée et bornée.

4. Soit (a,),cy €A une suite qui posséde une unique valeur d’adhérence. Démontrer que la suite (a, ),y converge.

5. Soient (F, Ny) un R-espace vectoriel normé et f : A—— F une application continue. Démontrer que f (A) est compacte.

2. Intégrales de Wallis et de Gau

Pour tout n € N, on note :
/2
w, =J (sin(t))" dt.
0

On se propose de déterminer un équivalent de W,,, quand n tend vers +00.

6. Etablir pour n € N une relation simple entre W, et W,,.

Soit n € N.

/2
Wopn = J sin(t) (sin(t))™! dt .
0

Les fonctions :
t — —cos(t) et t — (sin(t))"*!

T o2 g . ol -8
sont de classe € sur [0, 5] Par intégration par parties, il vient :

/2
W, 5 = [—cos(t) (sin(t))"* ]g/ F(n+1) J cos?(t) (sin(6))" dt = (n+ W, — (n+ 1D)W,,,
0o T
=0 =1—sin?(t)
et ainsi : o
n
=—W,.
n+2 n+2 n
7. En déduire que pour toutn € N :
T
WWo=———.
T o(n+ 1)
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D’apres la question précédente, pour tout n € N :
(M+2) Wiy Wiy = (n+ 1) W, Wiy

. s & s
La suite ((n + 1) W,W,,;1),en est donc constante. Comme W, = 2 et W; =1, nous en déduisons :

T
VneN, (n+1)Wan+1=E.

8. Démontrer que la suite (W,,),en est strictement décroissante et qu’elle converge.

e Soit n € N. Par linéarité et croissance de I'intégrale :

/2 /2 /2
Wy —W, = f (sin(£))™™! dt —f (sin(t))" dt = f (sin(t))" (sin(t)—1) dt <O.
0 —_——————

0 0 20 <0

La suite (W, ),en €st donc décroissante.

que W,,; —W, = 0. La fonction :
gn: t—> (sin(t))" (sin(t) — 1)

. . . T 5
est continue et de signe constant sur l'intervalle [O, E] Par hypothese :

/2
0=Wn+1_Wn:f gn(t) dt .
0

La fonction g, est donc nulle (propriété de séparation de I'intégrale). Or :

(5)-(2) (4

d’ot1 une contradiction. Ainsi, la suite (W, ),y est-elle strictement décroissante.

e Par croissance de l'intégrale :

/2
w, = J (sin(t))* dt = 0.
o T

Donc la suite (W,),cn €st minorée par O.

£, vérifie £ = 0.

e Démontrons que pour tout n € N, W, # W, ,,, en raisonnant par 'absurde. Supposons qu'’il existe n € N tel

e D’apres ce qui préceéde et le théoréme de la limite monotone, la suite (W, ),cy converge et sa limite, notée

9. Déterminer la limite de la suite (W,),ey et donner un équivalent de cette suite.

Soitn € N. Comme W, ., S W, <W,_;etW,=20:
W, W, SW2 S W, W,

D’apres la question 7 :

/s 9 T
m :Wn+1Wn < Wn <Wn—1Wn = E
et donc :
n 2n
‘l S\ —W,<1.
n+1 J i

Par théoréme d’encadrement, il vient :
T

n_~ P
n—+00 2n

etdonc W, —— 0.
n—+00
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+00
x2

On se propose de démontrer que f e dx =+m.

—0Q

+0o0

.. . 7 — 2
10. Justifier que l'intégrale J e dx est convergente et que :

—0Q
+00 +00
—52 42
J e ¥ dx=2f e ™ dx.
—00 0

g —x2 g 00
e La fonction x — e™* est continue par morceaux et positive sur ]— 0o, +00[.

e On observe que, d’apreés les résultats sur les croissances comparées :

x2 1
e = o(—) .
x—+00 x2

D’apres le critere de Riemann, la fonction x — —; est intégrable au voisinage de +00. Par théoreme de
x

X

g . —x2 7 . 7 9.5
comparaison, la fonction x — e™ est également intégrable au voisinage de +0co.

e La fonction :
]0; +OO[ — ] — 00, O[
X — —Xx

est une bijection de classe 4! qui est strictement décroissante. Comme nous savons que lintégrale

+00
—x2 , N 9 o . Je
f e~ dx converge, le théoréeme de changement de variable nous livre la convergence de l'intégrale :
0

0
2
f e ™ dx
—0Q
0 400
=5 —5
e dx = e dx .
—00 0

+00

5 \ . 7\ 9e 7 —x2 .
e D’apres ce qui précede, 'intégrale e dx converge et :
—0Q

+o00 0 +00 +o00o
2 2 2 2
f e dx:= J e ™ dx +J e X dx=2 f e ™ dx.
—0c0o —00 0 0

ainsi que lidentité :

11. Démontrer que, pour tout n € N*, pour tout réel x vérifiant 0 < x < y/n :

2\ 2\
(1—x—) <e‘x2<(1+x—) .
n n

Soit n € N*.
e Si x = 4/n, alors I'inégalité a établir s’écrit 0 < e < 27", Elle découle de 2 < e.

e Soit x € [0, ﬁ[
x2
— Comme —— > —1, nous déduisons de la concavité du logarithme que :

n
2 2
ln(l—x—) <-X
n n

puis, comme la fonction u — exp(nu) est croissante sur R :

) (l—x;)n:exp(n ln(l—x;)) <exp(n (—x;))=e_x2 .
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2
X & ibes " .

— Comme — > —1, nous déduisons de la de la concavité du logarithme que :
n

2 2

x x
ln(1+—)<—
n n

puis, comme la fonction u — exp(—nu) est décroissante sur R :

2 x? x? 2\
(x%) e =exp (—n —) < exp (—n In (1 + —)) = (1 + —) .
n n n

De () et (xx), nous déduisons :

12. Soit n € N*. Déduire de la question précédente :

Jn n/2
Vi Wy,q < J e dx < v/n J (sin(t))*" 2 dt.
0 n/4
On pourra considérer les changements de variables x = /n cos(t) et x = wan(t)’
an

Soit n € N*.

e Par croissance de l'intégrale, nous déduisons de la question précédente que :

e x2\" N i x2\ ™"
(x) f (1——) dx < f e dx < f (1+—) dx .
0 L 0 0 L

=:1, =uJ,

e Calculons I,,. A I'aide du changement de variable x = /n cos(t), il vient :
0 /2
(%) I, = f (1—cos?(1))" v (—sin(t)) dt = ﬁf (sin(6))**! dt = Vn Wy, -
n/2 0

e Calculons J,,, que I'on peut considérer comme l'intégrale convergente de la fonction continue par morceaux

10,v/n] — R

2 —n
o (Hx_)
n

sur lintervalle semi-ouvert ]0, 4/n]. On lui applique le théoréme de changement de variable pour x = : ‘/(ﬁt) .
an
Il livre la convergence de l'intégrale :
e 1 \™ 1
1+ —— — 1+ tan®(t de
LM () /P Orar'©) o

ainsi que l'identité :

vn 2\
(% % %) f (1 + ?) dx
0

e De (), () et (x » x), on déduit :

n/4 —n
J (1 + ;) (—v/n) (1 +tan’(t)) 1 4
/2

i tan2(t) tan?(t)

/2
ﬁf (sin(£))* 2 dt .
n/4

Jn
\/ﬁ W2n+1 < f

0

/2
e dx < vn f (sin(t))**2 dt .
/4
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* dx.

13. En déduire la valeur de l'intégrale J e

—0Q

MPI-MPI* 2526

5 : g 5 T
e D’apres la question 9, W, est équivalent a ‘/ on
n

()

vn W _—
2n+1 D

2
e dx—
n—+00

vn
(%) J
0

/2
f (Sin(t))zn_z dt = WZH—Z - f
n/4 0

0

Pour tout n € N*
n/4

n/4 -
0< f (sin(t))*" 2 dt < =
0

:
n/4
Donc f (sin(¢))*2 dt =0 ((‘/—E
0

2n—2
2
. Comme —1 < £
2 2

/4
f (sin(t))*"2 dt = o(
0

De cette étude et de la question 9, on déduit :
/2

. -2 3, _ T
Jn/4 (sin(t)) dt = ‘/ yr—

/2
(xx*)  W/n f (sin(£))*"2 dt
n/4

parées livrent :

puis :

+00
Vi
J e dx = vk
@ 2
A I'aide de la question 10, nous en déduisons :
+00
J e dx=vT.
—o00

v

Par définition de la valeur d’'une intégrale convergente et par composition de limites :

+00o

(sin(t))>"2 dt .
. V2 s
On observe que pour tout t € [0, t/4], 0 < sin(t) < 5 On en déduit :

ﬁ)ZnZ

7)

(1
+o0

En faisant tendre n vers +0o dans I'inégalité de la question 12 et en appliquant (x), (xx) et (x x %), il vient :

2

2
e ™ dx.

2

< 1, les résultats sur les croissances com-

)

JE
v 2

Jn

n—-+00

3. Groupe orthogonal

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On munit ./, (R) de la norme || - ||, et on considére :

0,(R):={Ae 4,(R) : AxA" =1,} et

14. Démontrer que O, (R) est un sous-groupe de (4% ,(R), x).

DAVID BLOTTIERE
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e Une matrice de O,(R) est inversible a droite donc inversible (cette matrice est carrée). Ainsi O,(R) C
9<% .(R).

e Clairement I,, € O,(R).
e Soient A,B € O,(R). Alors B~' =BT et :
Ax B! x (A><B_1)T =AxB1x (B_l)T xAT=AxB !xBxAT =AxAT =1 .

DoncAx B~ € 0,(R).

15. Démontrer que O,(R) est compact.

e D’apres le cours sur (#,(R), || - ||oo), il suffit de démontrer que O,(R) est fermée et bornée.

e L’application :

f (M, (R, - loo) — (M, (R), || - lloo)
A — AxAT

est continue car, pour tout A € ., (R), les coefficients de f (A) sont des polynémes en les coefficients de A.
Comme {I,,} est un fermé de (.#,(R), || - |loo) :

0,(R) = f'({I.})

est fermée dans (#,,(R),|| - ||eo), comme image inverse d’une partie fermée par une application continue.
e Soit A€ O,(R).
Pour tout (k,£) € [1,n]? :
[AZ, < > [AR,=tr(AxAT)=n
(i,))€l1,n]?

Par croissance de la fonction racine carrée sur R, :

|[AL | < Jn

indépendant de (k,£) € [1,n]?
Par passage au maximum sur I'ensemble des (k,£) € [1,n]?, il vient :

lAlleo < vn
~—

indépendant de A € O,(R)

La partie O,(R) de (#,(R), || - ||oo) est donc bornée.

16. Démontrer que O, (R) n’est pas connexe par arcs.

Démontrons par 'absurde que O, (R) est n’est pas connexe par arcs.
Supposons donc O, (R) connexe par arcs.
Comme I'application :

(AR - lloe) — (R, ]-1)
det A —> Z e(o) l_[[A]k,a(k)

gei, k=1

est continue (le déterminant d’une matrice est un polynéme en les coefficients de cette matrice), det (O,(R)) est
une partie connexe par arcs de R (image continue d’un connexe par arcs).

Ainsi det (0,(R)) est un intervalle de R (les connexes par arcs de R sont les intervalles).

Comme I, et diag(—1,1,...,1) appartiennent a O, (R), les nombres 1 = det(I,,) et —1 = diag(—1,1,...,1) appar-
tiennent a l'intervalle det (0, (R)).

Donc 0 € [—1, 1] appartient a det(O,(R)). Ainsi existe-t-il A € O,(R) tel que det(A) = 0.

Contradiction (une matrice orthogonale est inversible).

17. Démontrer que SO, (R) est compact.
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Comme I'application :
(AR, - Mleo) — R[N

det A — Z e(o) l_[[A]k,a(k)

gei, k=1

est continue et {1} est un fermé de R :
SL,(R) = det ' ({1}) [groupe spécial linéaire]

est fermé de (#,,(R),|| - ||oo) (image inverse d’une partie fermée par une application continue).

Alors SO,(R) = 0,(R) N SL,(R) est fermé dans (,(R),|| - ||co) (intersection de fermés).

Comme O,(R) est compact, nous en déduisons que SO,(R) C O,(R) est compact (un fermé d’un compact est
compact).

18. On admet que :

00 ={(350) o) 0 <R

Démontrer que SO,(R) est connexe par arcs.

L’application :
R -D — (AR - leo)
Iel 0 cos(6) —sin(6)
- (sin(@) cos(6) )

est continue, car ses applications composantes (cos,—sin, sin, cos) le sont.
L'ensemble R est connexe par arcs (convexe).
Nous en déduisons que :

SO,(R) = p(R)

est connexe par arcs (image continue d’'un connexe par arcs).

4. Toutes les normes sur R" sont équivalentes

Soient n 2 1 et N une norme sur R". On rappelle que :

R" — R,

Neo x=(x1,...,x,) = Ng(x)= max |x;]|
1<i<n

est une norme sur R".

L'objectif de ce probleme est de comparer les normes N et N, sur R".

Comme R" est équipé de plusieurs normes, il faudra indiquer laquelle on considere lorsque 'on énoncera une propriété topo-
logique. Par exemple :

e «La partie ... est compacte pour la norme N,. » est une écriture rigoureuse;

e «La partie ... est compacte. » est une formulation ambigué.

19. Démontrer que :
d>0 VxeR" N(x)<pB Ny (x).
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Soit x = (xy,...,Xx,) € R". En notant (ey,...,e,) la base canonique de R", il vient :

n

D7 1l N(e) < Noo(x)
~—

=l N ()

N(x)=N(Zn:xi ei) < Zn:N(ei)
i=1 i=1

indépendant de x

B = Zn:N(ei)
i=1

est strictement positif.
Pou ce choix de 3 > 0, nous savons :

grace a I'inégalité triangulaire et a ’homogénéité pour la norme N. Par séparation de la norme N, le réel :

Vxe€R" N(x)<pBNg(x).
20. Justifier que l'application :
f (R Noo) — (R, [-])
x —>  N(x)

est continue.

Soit (x, y) € R". D’apres la seconde inégalité triangulaire pour la norme N et la question précédente :

FG)=fOII=ING) =N SN(x—y) S fNeo(x—y).

L’application f: (R",No,) —— (R, | - |) est B-lipschitzienne, donc continue.

21. On pose S, :={x € R" : N (x)=1}. Démontrer que I'application :

—

Sco
X

R,

f|S°O — N(x)

admet un minimum m strictement positif.

La partie S, est la sphére unité de (R",N,,). Comme cet ensemble est fermé et borné, le cours nous
compacité.

assure de l'existence de x,, € S, tel que :
Vx eSS,

N(x)=f(x) = f(xy) =N(x,)=:m.

Comme x,, 7 Og» (car Noo(x) = 1), m > 0 par séparation de la norme N.

D’aprés la question précédente, la fonction fi5_ est continue sur S, compact (attention aux normes en jeu : la
source de f est (R",N,) et S, est une partie compacte de (R",N,,)). Le théoreme des bornes atteintes nous

livre sa

22. En déduire que :

da>0 VxeR" aNg (x)<N(x).

e Soit x € R" tel que x,, # Og.. Comme € S, la question précédente nous livre :

_x
Noo (x)

x
N =
(Noo (x)) "
Nous en déduisons que :
1
(*) o= = Noo(x) < N(x).
\nl/

indépendant de x et > 0

DAVID BLOTTIERE
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o L’inégalité () vaut également pour x = Ogx.
e Ainsi:
Vx €R" aN,(x)<N(x).

Nous avons démontré que :
F(a,B)ER, xR, Vx€R" aNg(x) SN(x)<BNe(x).

23. Soit (xy)rxen une suite de vecteurs de R" et x € R". Démontrer que :

N Neo
Xy —>X < X——X.
k—+0c0 k—+00

Nous démontrons 'implication —>, 'implication réciproque pouvant étre établie de maniere analogue.

N
Supposons que X, — X.
k—+00

1
0 < Ngo(xp—x) < —N(xk—x)LOR.
a k—+00

O R . N
Par théoréme d’encadrement N, (x; —x) —> Og, i.e. x, — x.
k—+00 k—+o00

Soit A une partie de R".

24. Démontrer que A est ouverte pour la norme N si et seulement si A est ouverte pour la norme N,.

Nous démontrons I'implication =, 'implication réciproque pouvant étre établie de maniere analogue.
Soit 2 un ouvert de R" pour la norme N. Démontrons que {2 est ouvert pour la norme N,.
Soit w € Q. Par hypothese, il existe r > 0 tel que By(w, ) C £, i.e. tel que :

(*) VxeR" Nx—w)<r = x€

r r
Soit x € R" tel que Ny, (x — w) < B, ie x €By_ (w, —).

B

Nx—w)SPBNo(x—w)<r

D’aprés notre étude précédente :

puis, grace a (x), que x € Q.

r
Nous avons établi que By__ | w, B) C Q.

25. Démontrer que A est fermée pour la norme N si et seulement si A est fermée pour la norme N, .

Le résultat est conséquence de la question précédente « par passage au complémentaire ».

26. Démontrer que A est dense dans R" pour la norme N si et seulement si A est dense dans R” pour la norme N.

Nous démontrons I'implication =, 'implication réciproque pouvant étre établie de maniere analogue.
Supposons A dense dans R" pour la norme N.

Soit x € R".

Par caractérisation séquentielle de la densité pour la norme N, il existe (a; )y €AY tel que a; ﬁ x.

. o N
D’apres la question 23, il vient a, —— x.
k—+00

La partie A est donc dense dans R" pour la norme N, (caractérisation séquentielle de la densité pour la norme
Noo)-

27. Démontrer que A est compacte pour la norme N si et seulement si A est compacte pour la norme N,.

DAVID BLOTTIERE 9 VERSION DU 8 NOVEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Nous démontrons I'implication =, 'implication réciproque pouvant étre établie de maniere analogue.
Supposons A compacte pour la norme N.
Soit (ak)keN GAN.

" N . . N
Par compacité de A pour la norme N, il existe a € Aet ¢ : N—— N strictement croissante tels que a, ) PR
—+00

Neo
D’apres la question 23, a, ) —— a.
k—+o00

Ainsi A est-elle compacte pour la norme N, .

5. Fonction dilogarithme

Lobjectif de ce probleme est I’étude de la fonction dilogarithme définie par :

Li:x'—>f In(t) de
L 1-t

On pose, pour t >0 et t # 1 et pour x > 0,

In(t) X
- et g(x)—ex_l.

flt)=

28. Démontrer que f se prolonge par continuité en 1 et que g se prolonge par continuité en 0.

e La fonction f est définie et continue sur ]0,1[ U ]1,+oo[. Pour tout t €]0, 1[ :

In(t) _ln(t)—ln(l)
1—t t—1

f(t)=

On reconnait 'opposé du taux d’accroissement de la fonction In en 1. La fonction In est dérivable en 1 et
In’(1) = 1. On en déduit :
fO)—>-1.
t—1—

Donc la fonction f est prolongeable par continuité en 1.

e La fonction g est définie et continue sur R*. Pour tout x € R*

=
X e¥ —ed
glx)= =
ex—1 x—0
On reconnait I'inverse du taux d’accroissement de la fonction exp en 0. La fonction exp est dérivable en O et
exp’(0) = 1. On en déduit :

g(x)—>1.
x—0*

Donc la fonction g est prolongeable par continuité en 0.

29. Démontrer que, pour tout x =0, 0 < g(x) < 1.

e L'inégalité a établir est claire pour x = 0, puisque g(0) = 1. Il reste a I’établir pour tout x > 0.

e Comme la fonction exp est strictement croissante sur R, pour tout x > 0, e* > ¢’ = 1. Donc :

>0.

Vx>0 g(x)=ex_1

e La fonction exp est deux fois dérivable sur R, avec une dérivée seconde positive sur R. Elle est donc convexe
sur R. Sa courbe représentative est donc située au dessus de chacune de ses tangentes. En considérant la
tangente au point d’abscisse x = 0, il vient :

Vx>0 e*=>x+1
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d’ou :

Vx>0, g(x)= <1.

= =1l

30. Démontrer que le domaine de définition de la fonction dilogarithme est [0, +00][.

X
In(t
On distingue plusieurs cas pour prouver que Li(x) = J % dt est bien définie pour tout x € R,.
L 1-

e Casou x =0.

In(t
— La fonction f: t — P est définie et continue sur l'intervalle ]0, 1[.

1
. . - o In(t
— La fonction f étant prolongeable par continuité en 1, I'intégrale f L dt est convergente.
1/2 - t
— Par croissances comparées :

7@, 0 =)
1/2

) \ g 98 4 1 7 \ 9e 7 .
D’apres Riemann, I'intégrale 7 dt est absolument convergente. Par théoreme d’intégration des
t

0
In(t)

1/2

relations de comparaison, nous en déduisons que l'intégrale f t est absolument convergente,

0
donc convergente.

1
In(¢t

— Nous avons établi que I'intégrale f % dt est convergente donc :
o 1—

1
In(t
L) :=— [ 2O 4
o 1—t

est bien définie.
e Casou x €]0,1[.

— Notons f le prolongement par continuité de f sur ]0,+o00[, i.e. :

~ In(t
f g sit#1
t —
—1 sit=1.

D’apreés le théoréme fondamental de I’analyse, la fonction :

10,+00[ — R

yN
y — Jf(t)dt
1

est 'unique primitive de f nulle en 1.

1
— La fonction f étant continue sur ]0, 1[, la seule singularité de 'intégrale f f(t) dt esten 1.
X

— Soit y €]x,1[, de sorte que ]x,y[c]0,1[.

Yy Yy
f I3 dr=f f(&) dt = () —p(x)

La fonction ¢ est dérivable en 1, donc continue en 1. On en déduit :

Yy
f f(t) dt =o9(y)—p(x) o P(1)—(x) =—p(x).

DAVID BLOTTIERE 11 VERSION DU 8 NOVEMBRE 2025
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pe
Donc Li(x) := —f f(t) dt est bien défini et :
1

Li(x) = p(x).

e Cas ot x € 1. Dans ce cas, Li(1) = 0 est bien défini. Remarquons que Li(1) = ¢(1).

e Casou x €]1,+00[. On démontre, comme on I’a fait pour le cas x € ]0, 1[, que Li(x) est bien défini et égale
@(x).

e Conclusion. Nous a établi que Li est bien définie sur R, et que :
Vx>0 Li(x)=@(x)

ol ¢ est I'unique primitive de la fonction f sur R? qui est nulle en 1.

31. Justifier soigneusement que la fonction dilogarithme est dérivable sur l'intervalle ]0,+00[ et donner I'expression de sa

32.

dérivée.

D’apres la question précédente, les fonctions Li et ¢ coincident sur R’ . Nous en déduisons que Li est dérivable sur
R} et que:

In(x)
Vx>0  L@)=¢@)=f)=1{ 7%

six#1

—1 six=1.

Pourquoi la fonction Li est-elle continue en 0?

1/2
Soit x €]0, 1[. Nous avons déja établi que I'intégrale f f(t) dt est convergente. Donc :
0

Li(x) = Jf(t)dt
1

1/2 1
= = f f(t) dt + f () dt)
X 1/2

( 1/2 1
— —(J f() dt+f f () dt)
E= 0 1/2

0

Nous avons établi la continuité de Li en 0.

On se propose a présent de calculer la valeur Li(0).

+
. . “ x
33. Démontrer que Li(0) = dx.
o €—1
La fonction :
x — e
1
. . . L v In(t) L
est une bijection, de classe 6" et strictement décroissante. Comme I'intégrale 1t dt converge, le théoreme
o 1—

DAVID BLOTTIERE 12

VERSION DU 8 NOVEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE

de changement de variable nous livre la convergence de l'intégrale :

J/ ln((P(x)) (p/(x) dx :f
0 0

1—¢(x)
dt:_f
0

X
ex—1

dx

ainsi que l'identité :
x
ex—1

dx .

—t

1
—Li(0) = f In(t)
0

qui nous donne le résultat demandé.

MPI-MPI* 2526

34. Justifier que, pour tout k = 1, I'intégrale :

+o0o
f xe * dx
0

est convergente, et calculer sa valeur.

Soit k € N*.
e La fonction x — xe ** est définie et continue sur R, .

e Soit A> 0. Les fonctions :

U: x+—Xx et Vixe— —= ¢ kx

sont de classe 6! sur le segment [0,A]. Par intégration par parties il vient :

e Nous avons démontré que l'intégrale f

xe ** dx converge et que J
0

0

A a1 A
f xe x = [—f e_kx] + = f e dx
@ k o k @
A 4, 111 _kx]A
= ——e "+ |[—e
k k |: k 0
_ A 4 1 44 1
Tk k2 k2
Par croissances comparées :
A 1
A e—kA = kA l _ i eR.
k k2 k2 A>+oco 2
+00 +0o0

xe ™ dx

k2

35. Soit (S,),en- la suite définie par pour toutn =1 :

n

Sn

+00
J xe *dx .
k=1J0

Li(0)—S, = f
0

Démontrer que :

xe ™

ex—1

dx .

DAVID BLOTTIERE
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Soit n € N*. Nous calculons :

+00o 5% n +00
Li(0)—S, = f — dx — Z J xe ** dx [cf.question précédente]
o ¢~ =10
+00 5 +00 n %
_ _ —x
= JO i dx JO x Z(e ) dx
k=1
+0oo +00 —nx
x _x 1—e q &
= f — dx —f xe Fpp— dx [somme de termes en progression géométrique]
o ¢~ 0 -
+00 +00
x 1—e™
= f - dx—f X ——— dx
0 eXx—1 o eXx—1

+00 —nx

5 dx converge et que :

et nous en déduisons, par linéarité, que l'intégrale f
0

+00 xe_nx
Li(0)—S, = dx .
@ ex—1

36. En déduire que :
0<Li(0)-S, <

Sl

Soit n € N*. Soient ¢ et A deux nombres réels tels que 0 < € < 1 < A. D’apres la question 29, pour tout x € [¢,A] :

xe—nx

< < —nx
ex—1

et donc par croissance de I'intégrale :
A —nx A —nA —ne
xe _ e e
0<f 1dx<je"xdx=——+ .
€ €

En faisant tendre A vers +00 dans I'inégalité :

1 —nx A —nx —nA —ne
xe xe e e
0< dx + dx<—+
ex—1 ; e-—1 n n

1 —nx RaCS —nx —ne
xe xe e
0< dx + dx <
. ex—1 q ex—1 n

il vient :

+00o xe_nx
car l'intégrale — dx converge. En faisant tendre puis € vers 0 dans cette derniere inégalité, nous obte-
ex —
1
nons : ) .
oo
xe ™ xe ™ 1
0< dx + dx < —.
o €¥—1 ; er—1 n
Li(0)-S,
1 —nx
car l'intégrale dx converge.
@ —1
+
=1 72 . 2
37. En admettant que 26 démontrer que Li(0) = R
k=1
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Nous avons établi que :

S|
e
[
=

n
1 . 1
Sn= E E<L1(0)<;+Sn:
k=1

N
Il
=N

o3

2 2
T T
En faisant tendre n vers +00, il vient 3 < Li(0) < 3 d’ou Li(0)

+o0o
Int L. . .. .
—— dt ? En déduire l'existence et la valeur limite de Li(x) quand x tend vers

38. Quelle est la nature de l'intégrale f 1=
) —

+00.

. In(t . .. .
La fonction f: t — (©) est continue, négative, sur ]1,+00[ et se prolonge par continuité en 1.

+oo
In(t) . e s
——= dt converge si et seulement si I'intégrale

" In(t)
o dt converge, d’aprés les résultats sur

Lintégrale
- 1
la linéarité des intégrales convergentes.
Nous observons : 1 .
nt
sl o o),
t totoo  \t—1

+00

S TS o 1 .
D’aprés Riemann, l'intégrale T dt est divergente.
2
Par théoreme d’intégration des relations de comparaison pour les intégrales de fonctions positives, nous en dédui-
+00

s Int )
sons que l'intégrale = dt est divergente.
) —

s " Int ., . .. .. s
Lintégrale = dt est une intégrale de fonction positive, qui diverge. D’apres le cours :
. _

Ainsi
Li(x) —— —o0.
+00o

39. Donner l'allure de la représentation graphique de la fonction Li.

On sait que la fonction Li est décroissante sur [0,+0o[. On connait sa valeur en O et sa limite en +00. On en

déduit aisément I'allure de la courbe représentative de Li.

40. On pose, pour tout x €]0,1[ :

u(x) =Li(x)+ Li(1 —x) et v(x)=—In(1—x)In(x).

Démontrer qu'’il existe une constante C € R telle que, pour tout x €10, 1] :

u(x)=v()+C.

Posons h = u—v. On démontre aisément que h est dérivable sur ]0, 1[ et que h/(x) = 0 pour tout x €]0,1[, en

utilisant la question 31. Ainsi h est constante sur l'intervalle ]0,1[.

41. Déterminer C.
2

Gardons les mémes notations et faisons tendre x vers 0. La fonction u est continue en 0 et u(0) = Li(0) = —. La
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fonction v a pour limite O quand x tend vers 0, car au voisinage de O :
v(x) ~ x In(x).
() ~ x In(x)

2
g5 S . ; 258 T
et que cette derniére quantité tend vers O par croissances comparées. On en déduit que C = =
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