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Un corrigé du devoir surveillé n°1
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1. Questions de cours

Enoncer, puis démontrer I'inégalité de Markov.

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-espace vectoriel et f : E—— F un isomorphisme.

Démontrer que F est de dimension finie, de méme dimension que E.

Enoncer, puis démontrer la version géométrique du théoréeme du rang.

Soient K un corps, E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension finie, & = (e;,...,e,) une base de E, & = (f1,..-, fm)

une base de F, ¥ =(g,...,g,) une base de G, u € £ (E, F) et v € £ (F,G). Démontrer que :

Mat, o (v ou) = Matg 4(v) X Matg z(u) .

2. Tirs successifs d’un archer sur une cible

Un archer tire sur n cibles (n = 2).

A chaque tir; il a la probabilité p € 10, 1[ de toucher la cible et les tirs sont supposés indépendants.

Il tire une premiére fois sur chaque cible et l'on note X le nombre de cibles atteintes lors de ce premier jet.

Larcher tire ensuite une seconde fois sur les cibles restantes et l'on note Y le nombre de cibles touchées lors de cette tentative.

Q5.

Q6.

Q7.

Déterminer la loi de X.

Pour tout k € [0,n]], soit X, la variable aléatoire valant 1 si 'archer touche la k-iéme cible lors de la premiere
série de tirs et O sinon. D’apres I'énoncé, les variables aléatoires X, ...,X, sont mutuellement indépendantes et
suivent toutes la loi 9B(p). Ainsi :

X=X~ B(np).
k=1

Nous en déduisons que X(Q) = [0,n] et que :

n

Vke[0,n] P(sz)z(k

Jpra-pr.

Soit k € [0,n]. Calculer, pour tout i € [0,n], P(Y =i|X =k).

Si I'événement (X = k) est réalisé, alors l'archer tirera n — k fleches lors de la deuxiéme série de tirs. Comme
précédemment, on justifie que :
Y/(X =k)~ B(n—k,p).
Ainsi :
0 sii>n—k

)'=k=t sinon.

Vie[o,n] P(Y=i|X=k)={ (n:k)pi(l_p

Déterminer la loi de la variable Z =X +7Y.
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e ’ensemble des valeurs prises par la variable Z est Z(£2) = [0, n].
e Soit j € [0,n]. D’apres la formule des probabilités totales, relativement au systéme complet d’événement ((X =

k)kefo,ng *

P(Z=j)=ZP(X+Y=j,X=k)=ZP(Y=j—k,X=k).
k=0 k=0

Puisque Y prend des valeurs positives ou nulles :

J J
P(Z=j)=p P(Y=j—k,X=k)=) P(Y=j—k|X=K)P(X=k) .
k=0 k=0

D’apres Q5 et Q6 :

J
k=0

e ((2) ()= o w7~ ) ()

P(Z=j)= G)pj(l—p)z”j ZJ:(IJ() (ﬁ)i .

k=0

pz=i= (72 o ra-pr(})pta-pr.

Comme :

il vient :

En appliquant la formule du bin6me de Newton, nous obtenons :
. n . i 1 J n . N2 n . i
pz=n=")pa-p> (1+1=) = (7 )—ppy a-p = () g a -

ouq:=(2—p)p.
e Finalement Z ~ %(n, (2 —p)p).

Q8. Donner les valeurs de E(Z) et V(Z).

D’apres le cours sur la loi binomiale et Q7, E(Z) =n(2—p)p et V(Z)=n(2—p)p (1 —p)>.

3. Nombre de points fixes d’'une permutation
Soit n € N*. On munit &, de la probabilité uniforme. Soit X la variable aléatoire définie par :

G, — [o,n]
o — |{ke[1,n] : o(k)=k}|.

X

Pour tout i € [1,n], on définit la variable X; par :

6,1 — [[0, n:[|
X; 1 sioc@i)=i
o —
0 sinon.

Q9. Soit i € [1,n]. Déterminer la loi de X;, son espérance et sa variance.

e La variable aléatoire X; prend ses valeurs dans {0, 1}. Elle suit donc une loi de Bernoulli.
e Comme G, est muni de la probabilité uniforme :
_ =10 _ & =1
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Q10.

Q11.

e L'application :

Xi=1) — 6&([1,n]\{i}

[[Ln\{i}
[[LnI\{i}

g —

est bien définie et bijective. Ainsi |[(X; = 1)| = (n— 1)\

1
e D’apres ce qui précede, P(X; =1) = — et donc :
n

X; ~ 93(%) E(Xi)z% V(X,) = % (1—%): nn_zl :

MPI-MPI* 2526

Soient i et j des éléments distincts de [1,n]. Calculer Cov (Xl- , X j).

e D’apres la définition de la covariance et la question précédente :

1

Cov(X;,X;)=E(XX;)—EX) E(X;)=E(XX;)— —-

e La variable aléatoire X,;X; prend les valeurs O et 1. Elle suit donc une loi de Bernoulli.
e Comme G, est muni de la probabilité uniforme :

x=1,x,=1)| |X,=1,X,=1)
pta =)= =m0t =0)

e Lapplication :

Xi=1,X;=1) — 6&([1,n]\{ij}

ITLnT\i,j}
T [1,nT\ i, j}

o —

est bien définie et bijective. Ainsi |(Xi =1,X;= 1)} =(n—-2).

e D’apres ce qui précede, P(Xl- =1,X;= 1) = et donc :

n(n—1)

1 1
wi~9(mg) B =y

e Finalement :
1 1 1

COV(Xi’Xj)zm_ﬁ_m'

Déterminer I'espérance et la variance de X.

n
e Observons que X = in‘
i=1
e Par linéarité de 'espérance et Q9 :

E(X)=ZE(X1-)=Z% =1.
i=1 i=1

e D’apres le cours :
n
VX)=> V(X)+2 Y. Cov(X;,X)).
i=1 1<i<j<n
Grace a Q9 et Q10, nous obtenons :

n

n—1 1 n—1 1 n(n—1)
VX)) =Y. +2 >, = +2x x =1.
Py n2 (e n2(n—1) n n2(n—1) 2

4. Structure de I’ensemble des applications lipschitziennes

Soient a et b des réels tels que a < b et Lip([a, b], R) Uensemble des applications lipschitziennes de [a, b] dans R.
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Q12. Démontrer que ¢*([a, b],R) C Lip([a, b],R).

Q13.

Soit f € ¢*([a, b],R).
e La fonction f’ est continue sur le segment [a, b]. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, la fonction f’ est
bornée sur [a, b], d’oti :

dkeR, Vtel[a,b] |f'(t)]<k.

e Soient x et y des éléments de [a, b] tels que x < y. D’apres le théoréeme fondamental de I’analyse :

y
J f/(t) dt

La fonction f est donc k-lipschitzienne.

y y
f )= F )l = <f IX@] dt<f kdr=k(y—x)=klx—yl| .

X

Remarque. On peut donner une preuve alternative reposant sur le théoréme des accroissements finis.

Démontrer que Lip([a, b],R) est un sous-espace vectoriel de Z([a, b],R).

e La fonction nulle sur [a, b] est bien lipschitzienne (elle est k-lipschitzienne pour tout k = 0, comme toute fonction
constante).
e Soient f;, f, € Lip([a, b],R) et A;, A, € R. Par hypothese :

dk €R, V(x,y)€la, b 1AG)— AW <k lx—yl

et:
Jk,€Ry Y(x,y)€la, bl 1f(0)—f(0) <k Ix—y].

Soit (x, y) € [a, b]%. D’apres I'inégalité triangulaire :
|(A1f1 + A2f2)() = (A f1 + A2 £)(0)] < A4 1) = (D [A,] [f2(0) — f2(0)] -

Comme f; est k;-lipschitzienne et f, est k,-lipschitzienne, nous en déduisons que :
[(A1f1+ A2fo)(0) = (A f1 + Ao o) (DI < (A1 kg + (Aol ky) [x =y

La fonction A, f; + A, f, est donc (|A;] k; + |A,] ky)-lipschitzienne.

5. Racine carrée de —I, dans .#,(R)

Soient E un R-espace de dimension finie non nulle et f € £(E) un endomorphisme tel que f? = —idg.

Q14. Justifier que f est bijective et préciser f 1.

Q15.

e oit x € E. Comme f est linéaire, de f(f(x)) = —x, nous déduisons :
fo(=A)=f(=fx)=—f(f(x))=—(—x)=x.
Ainsi f o (—f) =idg.

e De maniére analogue, nous établissons (—f)o f =idg.
e Nous avons démontré que f est bijective, de bijection réciproque —f.

Démontrer que E est de dimension paire.

Par propriété du déterminant :
det(f)* = det(f?) = det (—idg) = (—1)4™® x det (idp) = (—1)4mE) |
Comme f est un endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie, son déterminant est un nombre réel,
d’ou :
det(f)*>0.

De cette étude, nous déduisons que dim (E) est paire.
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Soit p € N* tel que dim (E) = 2p.

Q16. Démontrer que pour tout vecteur a non nul de E, la famille (a, f (a)) est libre.

Fixons un vecteur non nul a de E et considérons des réels A, u tels que :
(L)  Aa+pf(a)=0g.

En appliquant f, il vient :
(L))  —pa+Af(a)=0g.

Nous en déduisons :
(ALl _‘U/Lz) (AZ +M2) a= OE o

Comme le vecteur a est non nul, il vient :
%2 + Hz = OR o

Une somme de nombres réels positifs est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls. Ainsi A =y = 0.

Q17. Démontrer qu’il existe des vecteurs non nuls as,...,a, de E tels que :

E= é Vect ({a;, f(a;}) .

i=1

e Comme E n’est pas de dimension nulle, nous pouvons choisir un vecteur a; non nul dans E.
e Soient k € [1,p — 1]. Supposons construits des vecteurs non nuls ay,...,a, de E tels que les sous-espaces
vectoriels :

Vect(aq, f(a;)),...,Vect(ay, f (ai))

soient en somme directe. D’apres Q16, comme les vecteurs aj, ..., a; sont non nuls :

k
dim (@Vect(ai,f(ai))) =2k < 2p =dim(E) .

i=1

k

Nous pouvons donc choisir un vecteur a;,; dans E \ EBVect (a;, f (a;)). Nous allons démontrer que les espaces :
i=1

Vect(ay, f(a1)), ..., Vect(ay, f (ax)), Vect (a1, f (ax+1))

sont en somme directe. Soient :

x; € Vect(ay, f(ay)), ..., xx € Vect(ay, f(ay)) , Xx41 € Vect (a1, f(a41))

tels que x; + ...+ x + xx 1 = 0p. Comme X, € Vect (a1, f (axi1)), il existe des réels Ay, Uiyq tels que :

X1 = M1 @er1 + Mirf (@) -

Nous savons donc que :
k
(L1) Aer10rir + M f (@) + in =0g.
i=1

En appliquant f, il vient :

k
(L) =BG + A f (@) + D F () =05 .

i=1
En combinant les lignes L, et L, (cf. A;qL; — Ugsq1Ls), il vient :

k

() (Afq + ) @ + Z Ars1X; + s f () = O [Vect(a;, f (a;)) est stable par f ] .
i=1

eVect(a;,f (a;))
Si le couple de réels (A1, Uxs1) €st non nul, alors :

)'i-%—l + “12<+1 7é OR
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k
et () implique a;,; € @Vect (a;, f (a;)), ce qui n’est pas. Donc :
i=1

Aks1 = M1 = Og

et:
X1 = O -

L’identité (L) s’écrit alors :
k
Z Xl' = OE o
i=1

Comme les sous-espaces vectoriels :

Vect(ay, f(a1)), ..., Vect(ay, f (ax))
sont en somme directe, il vient finalement :

X1=...=x1<=OE.

Vect(ay, f(a;)),..., Vect (ap,f(ap))

sont en somme directe. D’apres Q16, comme les vecteurs a,, .. .,a, sont non nuls :

dim (éVect (al-,f(al-))) =2p =dim(E) .

i=1

Ainsi éVect (a;,f(a;)) =E.

i=1

e Nous construisons ainsi, par récurrence finie, des vecteurs non nuls a,, . .., a, tels que les sous-espaces vectoriels :

MPI-MPI* 2526

Q18. Constuire une base de E dans laquelle la matrice de f est :

0 -1
1 O

=Ey1—Ejp+Ej3—Egq+...+Eyop 1 —Eyp 19

e Soiti € [1,p]. D’apres Q16, (q;, f (a;)) est une base de Vect(a;, f (a;)).
e Grace a Q17, nous savons alors que :

B = (al,f(al),...,ap,f(ap))

est une base de E (concaténation de bases dans une somme directe).
e Clairement Matg(f) =R.

Q19. Soit A€ #,,(R) telle que A% = —I,,. Démontrer que la matrice A est semblable a la matrice R.

e Soit 9. la base canonique de ./, ;(R) et :

'%ZP,l (R) — ‘%Zp,l(R)

fA X — AX

l'application linéaire canoniquement associée a A, de sorte que Matg (f) = A.
e Nous calculons :

Mat%c (_ id‘/ﬂZP,l(R)) = _Izp =A2 = Mat%c (fA)Z = Matgc (fAZ) .

DAVID BLOTTIERE 6
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Comme :
& (Map (R) —  Mop(R)

Mat%C( : ) u — Matgc (u)

est un isomorphisme de R-algebres (son injectivité suffit ici), il vient :

2 _ .
fi=—dg,® -

fa- I existe donc une base B de %, ;(R) telle que :

Matg(f4) =R.

e Par théoreme de changement de base :

Matggc (fa)= P:@C_ygg x Matg(f,) x P%—n@c

identité qui se réécrit :
A=PxRx P!

en posant P := Py _, 5 € GL,(R). Les matrices A et R sont donc semblables.

e D’apres ce qui précéde, nous pouvons appliquer Q18 au R-espace vectoriel ./, 1(R) muni de 'endomorphisme

MPI-MPI* 2526

6. Action d’un groupe et théoreme de Cauchy

6.1. Action d’un groupe

Soient E un ensemble fini et (G, *) un groupe, dont le neutre est noté e;. On se donne une application :

GXE — E
Pl (gx) — g-x:=p(gx)
vérifiant les deux propriétés suivantes :
(A1) VX€E eg-x=x ;
(A2) YV (81,82)€G* Vx€E g (g x)=(g1%8) X.
NN

€E €G
Une telle application p est appelée action du groupe (G, *) sur E.

Q20. Soit x € E. Le stabilisateur de x est 'ensemble Stab(x) défini par :
Stab(x):={g€G : g-x=x}CG.

Démontrer que Stab(x) est un sous-groupe de (G, *).

e D’apres la propriété (A1) de I’action de groupe, e; € Stab(x).
e Soit (g, g,) € G>. Alors :

(g1%8)x = g -(g-x) [(A2)]
81X [g, € Stab(x)]
x [g; € Stab(x)].

Ainsi g; * g, € Stab(x).

e Soit g € Stab(x). Alors :

g ' (g-x) [geStab(x)]
(e7'xg)x  [(AD)]

e X

0q
=
1 [

[(AD)] .
Ainsi g7! € Stab(x).

est donc un sous-groupe de (G, *).

¢ Conclusion. La partie Stab(x) de G contient son neutre et est stable par la loi et par passage au symétrique. Elle

A tout x € E, on associe son orbite @ (x) définie par :
O(x):={g-x:g€G}CE.
Q21. Soient (x;,x,) € E2. Démontrer que @ (x;) N O (x,) =@ ou O (x;) = O (x,).
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Nous supposons @ (x;) N @ (x;) # @ et en déduisons qu’alors @ (x;) = 0 (x,), ce qui établit le résultat demandé.
e D’aprés notre hypothése, nous pouvons considérer un élément y € @ (x;) N @ (x,). Il existe donc (g;, g,) € G*

telque y =g;-x; ety = gy Xs.
e Nous observons que :

= gl (g1 x)=g" (g2 X2)

= (gl x&1) x1=(g7"*g2) x2  [(AD)]
= eG-xlz(gl_l*gz)-xz

= xlz(gl_l*gz)-xz [(AD].

81°X1 =82 X2

z=g-((g7"%82) %) = (g% 8, *82) X2 €O (xy).

Ainsi @ (x;) C O (x5).
¢ En échangeant les roles de x; et x5, nous obtenons aussi @ (x,) C @ (x;).

e Soit z € 0 (x). Il existe donc g € G tel que z = g - x;. Comme x; = (gl_1 * gz) - X5, il vient grace a (A2) :

Q22. Soient @ (x;),...,0 (xp) une liste exhaustive et sans répétition de toutes les orbites. Justifier :
P
E= |_| 0 (xi) [réunion disjointe]
k=1

et en déduire une expression de card (E) en fonction des cardinaux des orbites € (x;),..., 0 (xp) .

e Comme chacun des ensembles & (x;),...,0 (xp) est une partie de E, I'inclusion D est claire.

toutes les orbites, il existe i € [1, p] tel que & (x) = & (x;). Alors :

x€0(x)=0(x;)C Oﬁ(xk).
k=1

Linclusion C est donc établie.

e Soit (i,j) € [1,p]? tel que @ (x;) N @ (x]-) # (). D’aprés la question précédente, il vient & (x;) = 0 (xj).
la liste 0 (x;),...,0 (xp) de toutes les orbites ne contient aucune répétition, nous en déduisons i = j. La
est donc disjointe.

p
e Nous avons démontré que E = |_| 0 (x;). En considérant les cardinaux, il vient :
k=1

]

card(E) = Z card (0 (x)) .

k=1

e Soit x € E. D’aprés (Al), x = e - x et donc x € 0 (x). Comme O (x1),..., ﬁ(xp) est une liste exhaustive de

Comme
réunion

Q23. Nous savons qu'une relation d’équivalence sur E livre une partition de E : celle donnée par les classes d’équivalences.
Proposer une relation d’équivalence ~ sur E dont la partition de E associée est celle obtenue a la question précédente.

e Nous définissons la relation ~ sur E par, pour tout (x, y) € E? :
x~y &= 0(x)=0(y).

Il est clair que la relation ~ ainsi définie est une relation d’équivalence sur E. Grace a Q21, on établit
classes d’équivalences sont les orbites.
¢ On peut démontrer, en outre, grace a (A1) et (A2), pour tout (x, y) € E? :

O(x)=0(y) < (dgeG,y=g-x).

Lexercice est laissé (et vivement conseillé) au lecteur.

que ses

6.2. Formule des classes

Nous considérons ici un ensemble fini E, muni d’'une action de groupe p par un groupe fini (G, *) et nous fixons un élément x € E.
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Q24. Soit T l'application définie par :

G — 0(x)
T g —> g X .
Justifier que :
G= || 7.
yeo(x)
Comme 7 est une application de G dans @ (x) :
G=1Y(0x)).

De la décomposition & (x) = |_| {y}, nous déduisons :
yeo(x)

G=r1( L {y}).
Y€0(x)

Comme les images réciproques respectent les réunions disjointes, nous obtenons finalement :

G= || 7.

y€o(x)

Q25. Soit y € @(x). Démontrer que les ensembles Stab(x) et T~} ({y}) sont équipotents.

Comme y € 0 (x), il existe g € G tel que y = g - x. Nous allons démontrer que I'application :

Stab(x) — 7T ({y}

@ h —> g+*h

est bien définie et bijective.
e Caractére bien défini de 6. Pour tout h € Stab(x) :

T(g *h) (gxh)-x
g-(h-x)  [(A2)]
= g-x [h € Stab(x)]

= "y.

Nous en déduisons que, pour tout h € Stab(x), g«xh € v ({y}).
e Injectivité de &. Soit (hy,h,) € Stab(x)? tel que 7(h;) = t(h,), i.e. tel que :

gxhy =gx*h, [identité entre éléments du groupe (G, *)] .

En multipliant & gauche par g™, il vient h; = h,.
e Surjectivité de 5. Soit k € T71({y}). Alors 7(k) =y, i.e. :

k-x=y=g-x.

Nous observons que :

= g (k-x)=g1(g-x)

= (g7'xk)-x=(g7'*g)-x  [(A2)]
= (g7'xk)-x=eg-x

= (g_l*k)-xzx [(AD)] .

k.x:g.x

Nous avons établi que g~*  k € Stab(x) et il est clair que 5 (g7! xk) = k.

Q26. En déduire la formule des classes, qui s’énonce comme suit :

card (G)

card (0 () = 3 smb) °
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D’apres Q24 :

yeo(x)

D’apres la question Q25 :
Ainsi :

Y€O0(x)

card (G)

card (0 (x)) = card (Stab(x)) °

card(G) = Z card (t71({y})).

Vyeo(x) card(r'({y}))= card(Stab(x)) .
card(G) = Z card (Stab(x)) = card (@ (x)) - card (Stab(x)) .

Comme Stab(x) est un sous-groupe de G, il est non vide. Nous pouvons donc conclure que :

6.3. Théoreme de Cauchy

Soient (T, x) un groupe fini de cardinal n et p un diviseur premier de n.
Nous nous proposons de démontrer que :

dyeT v#e et yP=ep

ol ey désigne le neutre du groupe (T, ). Il s’agit d’'un théoréme dil d
Cauchy.

Nous introduisons Uensemble :

E:= {(yl,)/Z,...,yp)er : yl*y2*...*}fp=er}CFp.

Q27. Démontrer que E est un ensemble fini, de cardinal nP~!.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Nous démontrons que 1’application :

E — rr-1

est bijective, ce qui livrera le résultat car card (Fp_l) =nPL,

Nous en déduisons que :

Vleﬂ:l’p_l]]’ Yiz)t’i
puis :
D’aprés la définition de 'ensemble E et (y, 1) € E? :

De (*) et (*x) nous déduisons y, = A,, puis y = A.
e Surjectivité de 7. Soit (Y1,Y2,--+>Yp-1) € I'?~!. On remarque que :

appartient a E et que 7 (y) = (y1,72,--+»Yp-1)-

T (YIJYZ""’Yp) = (Y17Y2:~"9Yp71)
o Injectivité de 1. Soit y = (yl,yz, . ..,yp) €EetA= ()\1,12, . ..,}kp) € E tels que :

TE(YI?YZ"“?YP)ZTC(A];AZ,---,AP).

() YikYo k. kY pq = Ak Agk. x4, .

y = (Yl,)/z;---:}/pfli(’)/l iy --'*fol)_l)

(x*) }fpz(yl*yz*...*yp_l)_l et Apz(ll*lz*...*)tp_l)_l.

Soit ¢ € &, le cycle de longueur p défini par :
c:=(1 2 ... p—1 p)

de sorte que c(p) =1et:
Viel[l,p—1] c(@)=i+1.
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Q28. Démontrer que :
G:= {ck : k€[0,p—1]]}

est un sous-groupe du groupe symétrique (GP, 0) et que card (G) =p.

e Comme ¢’ = idf; 7, lensemble G contient le neutre du groupe (GP, 0).
e Le cycle p étant de longueur p, nous savons que :

(*) c? = idﬂ:l,p]] .
e Soient k, £ € [0, p—1]. La division euclidienne de k +¢£ par p livre I'existence de g € Net r € [0,p—1] tels que :
k+f=qp+r.

Nous calculons, grice a (x) :
ckoct =kt =P+ = (P)loc" =c" €G.

Lensemble G est donc stable pour la loi o.
e Soit k € [0,p—1].

— Si k=0, alors :

k —1 (s —1 _ s
()" =(idp,p1) =idp, €G-
— Sike[1,p—11], alors grace a (x) :
(ck)_1 =ck=crk,
Comme p—ke[1,p—1]:
(ck)_1 =cP*eqG.

Lensemble G est donc stable par passage au symétrique.

e La partie G de &, contient son élément neutre, est stable pour la loi o et par passage au symétrique. Elle forme

donc un sous-groupe de (GP, o).
e Par définition de G, 'application :

f [[0,pk—1]] — Gk

— C

est bien définie et surjective. Nous démontrons son injectivité pour en déduire que |G| = p.
e Démontrons que I'application f est injective en raisonnant par I'absurde.
Soient k,£ € [0,p — 1] tels que :

k<t et cF=fk)=FfU)=c".
En posant i :={ —k, nous en déduisons que :
1<i<p—1 et c'=idp,y.

puis : '
i+1= Cl(].) = 1d|[1,P]](1) =1

ce qui n’est pas.

Pour tout y := (yl,)fz, . ..,yp) €I? et tout 0 € G, on définit o -y €I par:
o-y:i= (Ya(1)’ Yo(2) - ya(p)) [permutation des composantes de v] .

Q29. Soity := ()/1,}/2, . ..,yp) € E. Démontrer que :

YoeG o-y€E.

e Comme ord(c) = p, nous savons que :

G=(c):{ck 2 ke[[O,p—l]]}.
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Par conséquent, il nous faut établir que :
Vke[0,p—1] c*-ye€E.
e Commencons par démontrer que ¢ -y € E. Nous calculons :

Y= (YZ)YS"“aYp—l:YpaYI)'

Comme y €E :

e Clairement :
- y=idp,r=v€E.

Soit k € [0,p — 2] tel que c* -y € E. De :

Ck+1 o = (}/Ck+1(1), }’Ck+1(2), coag }’Ck+1( ))
= - (Yck(l): Yck(2)s---» Yck(p)s
= c-(ck-y

et de (x), nous déduisons :
.y €E.

D’apreés ce raisonnement par récurrence finie, il vient :

Vke[0,p—1] c*-ye€E.

-1
YoX*Yg*...kYpo*Yp1*Yp*Y1 = VYaXxVz*...*Yp 2%Yp g *(Yll*)/z*l—u*)’p—z*l)’p—l)l *71
= yz*y3*...*yp_2*yp_l*yp’_l*y;_z*...*yg XY *Y1
er
onabienc-y €E. Ainsi :
(x) I'ensemble E est stable par I'action de c.

MPI-MPI* 2526

Q30. D’apres la question précédente, 'application p définie par :

GXxE — E

Pl(oy) — oy

est bien définie. Démontrer qu’elle définit une action du groupe G sur I'ensemble E, i.e. que les propriétés (Al) et (A2)

de la partie I sont vérifiées.

e Vérification de la propriété (A2). Soient (0y,0,) € G* ety = (y1,Y2,-.-,7,) €E.

01:(021) = 01 (Yo,00 Yo, -5 Tou(p)
Yo,(05(1))2 Y o1(05(2))+ * > Vo1 (02(p))
Yo’locrz(l)’ Yo’loaz(2): coop Y(71°<72(P)

(01 © 0-2) . (Yl: Y25---5 Yp)

= (010057

e Vrification de la propriété (Al). Le neutre du groupe G est idp; 7. Soit ¥ = (v1,72,---,7p) €E.

idpyppey = (Yid“l,]](l): Yidp y(@) - > Yid“l,]](p)) =1, Y2 Tl = T

Fixons un élément y = (yl,}fz, . ..,yp) €E.

Q31. Démontrer que card (@ (y)) est égal a 1 ou p.

D’apres la question 26, card (& (7)) est un diviseur positif de card (G) = p premier. Donc card (& (y)) € {1,p}.

Q32. Démontrer :
card(0(y))=1 = yl=er.

DAVID BLOTTIERE 12

VERSION DU 13 SEPTEMBRE 2025



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Supposons que card (@ (y)) = 1. Comme :

o) ={r.c-r,c®v,....c" -y}

il vient :
Vke[l,p—1] y=c -y
i.e.
Vke[l,p—1] (Yl:YZ’ . --7Yp) = (Yck(l)’Yck(Z)’ 0 --chk(p)) = (Yk+1’7’ck(2)’ ° --:Yck(p)) °

En observant les premieres composantes des (p — 1)-uplets ci-dessus, nous obtenons :

Yi=Y2=---=7%p-

Comme y €E :
eF=Y1*Y2*'-'*Yp=Y1'

Q33. En déduire qu’il existe k €T tel que k # ey et kP =ey.

e D’apres Q22 :
.
(0 card(E) = card(0 (1))
i=1
ol 0(y1),0(y,),...,0(y,) est une liste exhaustive et sans répétition des orbites de I’action de G sur E définie

en Q30.
e Q27 nous permet de réécrire (x) :

.
(%) =) card(0(yy) )
i=1
e Nous observons que :

A:=(er,er,...,er) €E.

vérifie :
C-A=A.

Son orbite est donc :
o) ={A,c- A2 AP AL ={A}.

Cette orbite apparait donc une et une seule fois dans la liste & (v1), @ (v5), ..., O (y,) exhaustive et sans répétition
de toutes les orbites. Quitte a renuméroter les y4,...,7,, on peut supposer que & (y;) = 0 (A). Lidentité (xx) se
réécrit :

(% * %) nP~! =1+anrd(ﬁ(yi)) .

i=2

e Si toutes les orbites @ (y,),..., @ (y,) ont cardinal p, alors :
0=1 [p] [considérer lidentité (* x x) modulo p]
ce qui n’est pas. Donc il existe i € [2, p] tel que :

card (0 (1)) # p.

D’apreés la question 31 :
card (@ (v;)) =1.

Alors, comme nous 'avons vu dans la question 32, il existe k € I' tel que :
vi =(x,K,...,K) et kP =er.

¢ Nous démontrons finalement que x # er, en raisonnant par 'absurde, ce qui permettra de conclure au théoréme
de Cauchy. Supposons donc x = ep. Alors :

Yi =(6F,€F,...,er)=l

etdonc @ (y;) = 0 (1) = 0 (y,), ce qui contredit qu’il n’y aucune répétition dans la liste @ (y;), @ (y3),..., 0 (y,).
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