LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2526

Révisions sur les espaces préhilbertiens

(1) Définition d’un produit scalaire. — Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel E est une application :
( ) ExXE — R
’ (x,y) — (x,y)

qui vérifie les axiomes suivants.

(a) (-, -) estbilinéaire :

(Ax+uy,z) = A{x,z)+u(y,z)
VW ER® V(x,y,z)€E {<x,xy+uz> = 2l y)+plxz)

(b) (-, -) estsymétrique :
V() eE? (x,y)=(y,x)

(¢) (-, ) estpositive :
Vx€E (x,x)=0
(d) (-, -) estdéfinie :
Vx€E (x,x)=0= x=04

(2) Produits scalaires usuels. — Il convient de savoir démontrer que chacune des applications suivantes est un
produit scalaire.

R" x R" — R
(a) <., ) ((XI:-":xn)’(.yly---’yn)) i inyi
i=1
'/ﬂn,l(R) X '/ﬂn,l(R) - R
(b) (‘3') (X,Y) — XTXY
R[X]xR[X] — R
© (-, ") N,
4B)  — > [AL[B]
i=0
¢°([0,1],R) x €°([0,1,R) — R
d (-, - !
(@) (f.8) — J F(O5(0) de
0
M (R) X My (R) —> R
n_p
(e) (-, ) (A,B) — tr(ATxB):ZZ[A]i,j[B]i,j
i=1 j=1
(3) Trois identités remarquables. — Fixons un espace préhilbertien réel (E, ( -, - )) pour la suite. On pose :
Vxe€E ||x]||l:=+(x,x) [norme du vecteur x] .

On dipose de trois identités remarquables.

(a) Développement du carré de la norme d’'une somme de deux vecteurs.

Vo) €E* llx+ylP=llxIP+1lyI*+2 (x, y)

(b) Développement du carré de la norme d’une somme d’un nombre fini de vecteurs.
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p

2%

i=1

V(Xl,...,xp)EEp

2 p
=Dl +2 D> (x,x5)
i=1

1<i<j<p

(c) Identité de polarisation.

1
V(x,y)€E? (X,}')=Z (x+yIP=llx=y1?)

Q) D’apres lidentité de polarisation, l'application || - ||: E —— R, détermine le produit scalaire
v (-, ):EXE——>R.

(4) Inégalité de Cauchy-Schwarz et son cas d’égalité. — Le premier résultat saisissant est l'inégalité de Cauchy-
Schwarsz et son cas d’égaliteé.

(a) Pour tout (x,y) € E? :

|G, <l Iyl

(b) Pour tout (x,y) € E2, |{x, y) =|Ix|| || ¥ || si et seulement si la famille de vecteurs (x, y) est lide.

La démonstration de ce résultat est a connaitre. Dans le cas ol x € E et y € E \ {0z}, on peut remarquer que
I'application :
R — R

e — lx+tyP=lylP+2(x,y) t+||x?]|

est polynomiale de degré 2 et ne prend que des valeurs positives ou nulles, pour en déduire que :

A(f):=4(x,y)=4llxIPllyI*<o0.
@ | Ce résultat est un outil précieux dans des problemes d’optimisation (e.g. recherche d'un maximum).

(5) Inégalité de Minkowski et son cas d’égalité. — De I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de son cas d’égalité,
on déduit l'inégalité de Minkowski et son cas d’égalité.

(a) Pour tout (x,y) € E2

lx+y I <Ilx|l+ ¥l

(b) Pour tout (x,y) € E2, ||x+y|| = ||x||+ ||yl si et seulement si x = Oy ou il existe A € R, tel que
y=AX.

(6) Un espace préhilbertien réel est naturellement muni d’'une norme. — Lapplication :

T R
x — |lx]l:= Vx5, %)

est une norme sur E.

(a) Homogeénéiteé.
VA, x)ERXE |[Ax][|=|A] x|

(b) Séparation.
Vxe€E ||x||=0= x=0g
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(c) Inégalité triangulaire (inégalité de Minkowski).

Vo, y)eE? lx+yll<lxl+yll

En conséquence, 'application norme

EIN-1D) — R,[-1)

-l x o |lxll=V{x,x)

est 1-lipschitzienne, i.e. :

Yoo,y)€E2 [lixll=llylll<|lx=yl| [seconde inégalité triagulaire] .
(7) Vecteurs orthogonaux. — Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux si (x, y ) = 0. Dans ce cas, on
note x L y.
(8) Famille orthogonale/orthonormale de vecteurs. — Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.

(a) La famille (x;);¢; est dite orthogonale si :
Vi, j)el* i#j=> x;Lx;.
(b) La famille (x;);c; est dite orthonormale ou orthonormée si :

Vi, )er? (xi,x)=5;;.

(9) Orthogonalité et liberté. — Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

En conséquence, si E est de dimension finie, une famille orthogonale de vecteurs non nuls comportant dim (E)
vecteurs est une base de E.

(10) Théoreme de Pythagore. — Le théoréme de Pythagore stipule que, pour toute famille orthogonale (x1,...,x,)
de vecteurs de E :

n

2 n

2

PN NEA
k=1

k=1

(11) Vecteur normalisé d’un vecteur non nul. — Le normalisé d’un vecteur non nul x € E est le vecteur il
X

(12) Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. — Soit (e, ..., e,) une famille libre de vecteurs de E.
On construit une famille (81, cees e;) de vecteurs de E de proche en proche comme suit.

(i) si est le vecteur normalisé de &; :=e;.
(ii) Pourtouti€[[1,n—1]:

i

¢/ . est le vecteur normalisé de ¢;,, :=e;,, — <e~ el > e

i+1 i+1 - — %i+l i+1> €k k
k=1

Alors :

(a) la famille (¢7,...,¢€,) est bien définie et orthonormale;
(b) pour touti € [1,n], Vect(ey,...,e;) = Vect (81, . ..,8f).

1

La démonstration des propriétés (a) et (b) est a connaitre (récurrence forte). De plus, on doit savoir appliquer
cet algorithme, dans les cas n = 2 et n = 3, dans un espace préhilbertien réel « concret ».
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(13) Matrice de passage d’une base a son orthonormalisée par ’algorithme de Gram-Schmidt. — Supposons
que l'espace E est de dimension finie. En appliquant ’algorithme de Gram-Schmidt a une base 8 = (ey,...,e,)
de E, on obtient une base orthonormée € = (81, e, E;) de E et la matrice de passage :

Py :=Maty g (idg)
est triangulaire supérieure, avec des coefficients diagonaux strictement positifs.

(14) Espaces euclidiens et bases orthonormées. — Supposons que le R-espace vectoriel E, muni d’un produit
scalaire ( -, - ), est de dimension finie n > 1. On dit alors que (E, ( -, - )) est un espace euclidien.

L'espace E posséde une base orthonormée (conséquence de I'algorithme de Gram-Schmidt déja expliquée).

(15) Théoréme de la base orthonormée incompléte. — Si (ey,...,e,) est une famille orthonormée (donc libre)
de vecteurs de E (p < n), alors on peut la compléter en une famille orthonormée (e,..., €ps€pils---s e,) de
vecteurs de E, qui est une base orthonormée de E.

(16) Coordonnées dans une base orthonormée, produit scalaire et norme. — Les trois propriétés suivantes
mettent en lumiére qu’il est aisé de travailler dans un espace euclidien muni d’une base orthornormé.

Munissons E d’une base orthonormée % = (e;,...,e,) et considérons deux vecteurs x,y de E.

(a) Coordonnées dans une BON.

n
x = (x,e)e
i=1
X1 Y1
(b) Produit scalaire et norme dans une BON. Soient X =| : |etY =| : | les coordonnées des vecteurs x
Xn yn

et y dans la base 23. Alors :

n
(X,J’):XTXY=ZXiyi et [[n]|=vVXT xX =

i=1

Dans un espace euclidien de dimension n muni d’'une base orthonormée, on calcule de la méme
v maniére que dans ./, ;(R) muni de son produit scalaire usuel.

(17) Sous-espaces vectoriels orthogonaux. — On ne suppose plus le R-espace vectoriel E de dimension finie.

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont dits orthogonaux si :
VxeF VyeG (x,y)=0.
(18) Des sous-espaces vectoriels deux a deux orthogonaux sont en somme directe. — Si Fy,... ,F, sont des
sous-espaces vectoriels de E deux a deux orthogonaux, alors la somme F; @ ... F, est directe.
(19) Orthogonal d’une partie. — Soit A une partie de E. Lorthogonal de A est la partie A de E définie par :
At:={x€E :Va€E (a,x)=0}.
L'orthorgonal de A est un sous-espace vectoriel de E.

(20) Calcul de 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel engendré. — Si xq,...,x, sont des vecteurs de E :

p
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(21)

(22)

(23)

(24)

1
Vect(xl,...,xp) = {yGE s {y,xy) =...=<y, xp>=0}

Pour déterminer 'orthogonal du sous-espace vectoriel Vect (xl, . ..,xp), on est ainsi ramené a résoudre le
systéme linéaire homogéne :

(y » X1 ) =0

(y,x;) =0
d’inconnue y € E.
Somme d’un sous-espace et de son orthogonal, orthogonal de son orthogonal. — Soit F un sous-espace

vectoriel de E. Alors :
(a) la somme F @& F* est directe;
(b) Fc(FL)"

. . . . 1
@ | Si le sous-espace vectoriel F est quelconque, il peut arriver que F @ F- #E et F # (F L) .

Projeté orthogonal d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel de dimension finie. — Le résultat suivant
est fondamental et « sa » démonstration est a connaitre.

Soient F un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E et x € E. Ft

(a) Il existe un unique vecteur y de E tel que :

YE€F et x—yEFL

x x —pr(x)
Ce vecteur y est noté pp(x) et est appelé
projeté orthogonal de x sur F.
(b) Si(fi,...,f,) estune base orthonormale de pp(x)
F: F O,

M@

pF(x = X fl i

i=1

Pour calculer pz(x), on dispose de deux grandes méthodes :

e déterminer une base orthonormée de F (e.g. en appliquant 'algorithme de Gram-Schmidt a une base de
F), puis appliquer la formule (b) ;

e déterminer un vecteur y tel que :

y€E€F et x—yeFl.

Définition d’un projecteur orthogonal. — Un projecteur p de E est dit orthogonal si Ker(p) L Im (p).

Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie. — Soit F un sous-espace vectoriel
de dimension finie de E.

(a) Projection orthogonale de E sur F. L'application :

E — E

PF oy pr(x) qui est 'unique vecteur y € F tel que x —y € F*

est un projecteur orthogonal, appelé projection orthogonale de E sur F.
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(25)

(26)

(27)

(b) Noyau et image de la projection orthogonale de E sur F.

Ker(pp)=F' et Im(pp)=Ker(pp—idg)=F

(c) Expression de la projection orthogonale de E sur F a lUaide d’une base orthonormale de F. Si (fy,..., f,) est
une base orthonormale de F, alors :

p

VxeE pp(x)=>(x,f;) fi -

i=1

Rappel sur la distance d’un vecteur a une partie non vide. — Soit x € E et A une partie non vide de E. La
distance de x a A est définie par :
d(x,A) :=inf{||x—a]|| : a€A}.

Nous savons démontrer que I'application :

E — R,
dt-a) | . d(x,A) :=inf{||x —a|| : a €A}

est 1-lipschitzienne (avec des passages a la borne inférieure soignés), donc continue. En outre, nous savons
établir que :
Vx€E d(x,A)=0 < x€A |:A désigne 'adhérence de A:| .

Somme d’un s.e.v. de dimension finie et de son orthogonal, orthogonal de son orthogonal. — Soit F un
sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors :

(a) FOFL=E
L
(b) F=(F4)".
Pour établir ces deux résultats, on peut prendre appui sur la projection orthogonale de E sur le sous-espace
vectoriel F de dimension finie.

Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel F de dimension finie. — Soient F un sous-espace vec-
toriel de dimension finie de E et x € E. On note py: E—— E la projection orthogonale de E sur F.

Fl
(@) | d(x,F)=|lx—pp(x)|
(b) Pourtout y € F :
Yy #pr(x)=|lx =yl >d(x,F) . .
g
@ | NxI?=1lprG)II*+d(x, F)>? 2
x —pp(x)

La distance de x a F est donc atteinte en un unique point de F, qui est le projeté orthogonal pz(x) du vecteur
x sur F.

@ | Ce résultat est un outil précieux dans des problémes d’optimisation (e.g. recherche d’'un minimum).
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(28) Projection sur un hyperplan d’un espace euclidien, distance d’un vecteur a cet hyperplan. — Supposons
E de dimension finie (E est donc euclidien). Considérons un hyperplan H de E et u un vecteur non nul normal
4 H (i.e. un vecteur de base de la droite vectorielle H*). Alors, pour tout vecteur x de E :

(a) le projeté orthogonal de x sur H est :

(b) la distance de x a H est :
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(x,u)
pH(x)=x—ﬁu
de, ) = LWl
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