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Un orrigé

Exerie 1

1. Ls ontons f t g sont  lss C∞ pr t́orms ’op́rtons. Ell sont on ́rntls
n tout pont t ls onns sont

J(f)(x, y) =

2x os(x2 − y2) −2y os(x2 − y2)



J(g)(x, y) =

(
1 1
1 −1

)

2. () On  lmnt

∀(x, y) ∈ R2, f ◦ g(x, y) = sn((x+ y)2 − (x− y)2) = sn(4xy)

On n ́ut qu

d(f ◦ g)(x, y) : (u, v) 7→ ∂f ◦ g
∂x

u+
∂f ◦ g
∂y

v = 4(yu+ xv) os(4xy)

() On put uss r qu

J(f ◦ g)(x, y) = J(f)(g(x, y))× J(g)(x, y)

=

2(x+ y) os(4xy) 2(x− y) os(4xy)

( 1 1
1 −1

)

=

4x os(4xy) 4y os(4xy)



On otnt l’m  (u, v) n multplnt l onn pr l mtr olonn sso́ 
(u, v). On otnt n sûr l m̂m r́sultt.

Exerie 2

Comm ls mlls propos́s sont  vlurs postvs, l rtr somml ́quvut u rtr
orn́ s somms ns. Et ns  s, on st qu l’on put otnr l somm n sommnt ns
l’orr qu l’on vut.

3. A q x́,


( 1
p2q2

)p≥1 st un s́r onvrnt t s somm st Sq =
π2

6q2
.


(Sq)q≥1 onvr t
l mll propos́ st ns somml t

∑

p,q≥1

1

p2q2
=

(
π2

6

)2

4. Il sut  montrr qu’l xst s sous-mlls ns  somm rtrrmnt rn. Rmr-
quons qu p2+ q2 ≤ (p+ q)2. On onsr l sous-mll onsttu́ s ́l́mnts ’n (p, q)
v p+ q ≤ r. L somm sso́ st

r∑

k=2

∑

p+q=k

1

p2 + q2
≥

r∑

k=2

∑

p+q=k

1

(p+ q)2
=

r∑

k=2

k + 1

k2

Comm k+1
k2

∼ 1
k st l trm ́n́rl ’un s́r postv vrnt, ls somms pr́́nts

puvnt tvmnt ̂tr rtrrmnt rns t l mll st non somml.
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Proleme : séries trigonométriques

Prtie 1 : exemples

5. On 

∀x ∈ R,
∣∣∣∣
1

2n
os(nx) +

1

3n
sn(nx)

∣∣∣∣ ≤
1

2n
+

1

3n

L mornt st n́pnnt  x t st l trm ́n́rl ’un s́r onvrnt. L s́r 
ontons st on normlmnt onvrnt sur R.
Pour l lul, on rmrqu qu pour p ≥ 2, eixp st  moul < 1 t qu on (somm
́om́trqu)

∞∑

n=0

(
eix

p

)n

=
1

1− eix

p

=
p

p− eix

En pssnt ux prts r́ll t mnr, on  on

∞∑

n=0

os(nx)

pn
=

p2 − p os(x)

p2 − 2p os(x) + 1
t

∞∑

n=0

os(nx)

pn
=

p sn(x)

p2 − 2p os(x) + 1

Il rst  omnr ls r́sultts pour p = 2 t p = 3 :

+∞∑

n=0

(
1

2n
os(nx) +

1

3n
sn(nx)

)
=

4− 2 os(x)

5− 4 os(x)
+

3 sn(x)

10− 6 os(x)

6. En utlsnt l DSE  l’xponntll, on 

∀x ∈ R, xp(eix) =

∞∑

n=0

einx

n!

Or, xp(eix) = xp(os(x)) xp(i sn(x)) t l prt r́ll  tt quntt́ st

∀x ∈ R, xp(os(x)) os(sn(x)) =

∞∑

n=0

os(nx)

n!

7. Posons an = 1
n+1 t un(x) = an os(nx). (an) st  lmt null ms un(0) =

1
n+1 st l trm

́n́rl ’un s́r vrnt.


(un) n’st on ps smplmnt onvrnt sur R.
8. L norm nn sur R  x 7→ sin(nx)√

n
st mm́tmnt ́l  1√

n
qu st l trm ́n́rl

’un s́r vrnt. L s́r  onton propos́ n’st on ps normlmnt onvrnt
sur R.

Prtie 2 : propriétés

Une condition susante

9. On 
∀x ∈ R, |an os(nx) + bn sn(nx)| ≤ |an|+ |bn|

L mornt st n́pnnt  x t st l trm ́n́rl ’un s́r onvrnt. L s́r 
ontons st on normlmnt onvrnt sur R.

Une condition nécessaire

10. On  ((|) ́tnt l prout slr nonqu sur R2)

∀x ∈ R, |a os(x)+ b sn(x)| = |((a, b)|(os(x), sn(x)))| ≤ ‖(a, b)‖ · ‖(os(x), sn(x))‖ =
√

a2 + b2

D plus, l y  un s ’́lt́ :
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- ’st mm́t s a = b = 0 (n’mport qul x onvnt) ;

- s (a, b) 6= (0, 0), (a
√
a2 + b2, b

√
a2 + b2) st un vtur norm́ t l xst on un x tl

qu  vtur sot (os(x), sn(x)).

11. Posons un(x) = an os(nx) + bn sn(nx). On suppos  qu


(‖un‖∞) onvr. On  (v l
quston pr́́nt t r nx vr ns R qun ’st l s pour x s n > 0)

∀n ∈ N∗, ‖un‖∞ =
√

a2n + b2 ≥
{

|an|
|bn|

Pr omprson s s́rs postvs,


(an) t


(bn) onvrnt solumnt.

Autres propriétés

12. L onvrn norml sur R ntr̂ın l onvrn unorm sur R t tt rnr onsrv
l ontnut́. Ls ontons  l s́rs ́tnt ontnus sur R, l n st  m̂m  f .
L onvrn norml sur R ntr̂ın l onvrn smpl sur R. L onvrn smpl
onsrv l 2π-p́rot́ (s Sn(x + 2π) = Sn(x), on put pssr  l lmt pour otnr l
2π-p́rot́  l lmt). I, f st on 2π-p́roqu t

f ∈ C2π

13. On tu un ln́rston : os2(nx) = 1
2(os(2nx) + 1). On  on

∀n ≥ 1,

∫ π

−π
os2(nx) dx =

[
1

4n
sn(2nx) +

x

2

]π

−π

= π

D m̂m, sn(kx) os(nx) = 1
2(sn(kx + nx) + sn(kx − nx)). sn(px) st ’nt́rl null sur

[−π,π] (́vnt s p = 0, pr prmtvton n − cos(px)
p snon). On n ́ut qu

∀n, k,
∫ π

−π
sn(kx) os(nx) dx = 0

14. Sot n ∈ N. On 

∫ π

−π
f(x) os(nx) dx =

∫ π

−π

∞∑

k=0

(ak os(kx) os(nx) + bk sn(kx) os(nx)) dx

Posons nor uk(x) = ak os(kx) + bk sn(kx). On  ∀x, |uk(x) os(nx)| ≤ |uk(x)| ≤ ‖uk‖∞. L
mornt st n́pnnt  x t st l trm ́n́rl ’un s́r onvrnt (pr l’ypots 
norml onvrn). On  on sous l’nt́rl un s́r  ontons normlmnt onvrnt
sur l SEGMENT [−π,π] t on st ns l s smpl ou on put ntrvrtr :

∫ π

−π
f(x) os(nx) dx =

∞∑

k=0

(
ak

∫ π

−π
os(kx) os(nx) dx+ bk

∫ π

−π
sn(kx) os(nx)) dx

)

Dns l somm, tous ls trms sont nuls su lu ’n k = n qu vut anπ s n 6= 0 (quston
pr́́nt t r́sultt ms) t 2πa0 s n = 0. Ans,

∀n 6= 0, an = αn(f) t a0 =
1

2
α0(f)

15. Il s’t ’utlsr l quston pr́́nt v a0 = α0(f)2, b0 = 0 t pour n ≥ 1, an = αn(f)
t bn = βn(f). L somm st  ́l  g t on otnt on

∀n ∈ N, αn(f) = αn(g) t βn(f) = βn(g)
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16. h 7→ αn(h) t h 7→ βn(h) ́tnt ln́r, on   αn(g − f) = βn(g − f) = 0 t, v l r́sultt
ms g − f = 0.

17. S f st pr, x 7→ f(x) sn(nx) st mpr t s onton st on ’nt́rl null sur un ntr-
vll ntr́ sur 0 ( qu l’on vot pr l nmnt  vrl n t = −x). En prtulr,

∀n, βn(f) = 0

x 7→ f(x) os(nx) st pr t

∀n ∈ N, αn(f) =
2

π

∫ π

0
f(x) os(nx) dx

18. Utlsons un ptt srpt Pyton. Pour lulr f(x), on r un ntr k tl qu x − 2kπ =
y ∈ [−π,π] t on rnvo y2.

from numpy import *

from matplotlib import pyplot as plt

def f(x):

k=floor((x+pi)/(2*pi))

return (x-2*k*pi)**2

a,b=-3*pi,3*pi

pas=(b-a)/1000

lx=[a+k*pas for k in range(1000)]

ly=[f(x) for x in lx]

plt.plot(lx,ly,’k’)

plt.axis(’scaled’)

plt.show()

L onton f ́tnt pr, ls onts βn(f) sont tous nuls. D plus

αn(f) =
2

π

∫ π

0
x2 os(nx) dx

Un oul nt́rton pr prts onn, pour n 6= 0,
∫ π

0
x2 os(nx) dx = − 2

n

∫ π

0
x sn(nx) dx = − 2

n

([
−x os(nx)

n

]π

0

+
1

n

∫ π

0
os(nx) dx

)
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t ns

∀n 6= 0, αn(f) =
4(−1)n

n2

On  uss

α0(f) =
2

π

∫ π

0
x2 dx =

2

3
π2

Comm


(αn(f)) t


(βn(f)) onvrnt solumnt, on put utlsr  qu pr́ t onlur

∀x ∈ R, f(x) =
π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
os(nx)

l s́r ́tnt normlmnt onvrnt sur R.
19. Pour x = 0, on otnt

∞∑

n=1

(−1)n

n2
= −π2

12

Pour x = π, on otnt
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6

On ́oup l somm n solnt ls trms ’n pr t ux ’n mpr (’st lt r
l s́r st solumnt onvrnt) :

∞∑

n=1

1

n2
=

∞∑

n=1

1

(2n)2
+

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2

On n ́ut qu
∞∑

n=0

1

(2n+ 1)2
=

π2

6
− 1

4

∞∑

n=0

1

n2
=

π2

8

20. x 7→ ln(1+x)
x st ontnu sur ]0, 1]. En 0, l onton st ́quvlnt  x

x = 1 t st on
prolonl pr ontnut́. Notr onton st on nt́rl sur [0, 1] ( n’st m̂m ps
un nt́rl ́n́rls́).
Utlsons l DSE  x 7→ ln(1 + x) :

∀x ∈]0, 1[, ln(1 + x)

x
=

∞∑

n=1

(−1)n−1x
n−1

n

On n ́ut qu ∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx =

∫ 1

0

∞∑

n=1

(−1)n−1x
n−1

n
dx

On vut ntrvrtr somm t nt́rl. J oss l t́orm ’nt́rton trm  trm.

- gn : x 7→ (−1)n−1 xn−1

n st l trm ́n́rl ’un s́r  ontons ontnu qu onvr

smplmnt sur ]0, 1[ vrs x 7→ ln(1+x)
x .

- L somm smpl st ontnu sur ]0, 1[.

- gn st nt́rl sur ]0, 1[ t
 1
0 |gn(x)| dx = 1

n2 st l trm ́n́rl ’un s́r onvrnt.

L’ntrvrson st lt t onn

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx =

∞∑

n=1

∫ 1

0
(−1)n−1x

n−1

n
dx =

∞∑

n=1

(−1)n−1

n2
=

π2

12
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21. Dns l’xmpl  l quston 18, on  otnu un s́r normlmnt onvrnt sur R. Cpn-
nt l somm f n’st ps ́rvl. En t, f st ́rvl  rot t u n π v s
nomrs ́rv́s 2π ( u) t −2π ( rot).
Supposons qu


(nan) t


(nbn) sont s s́rs solumnt onvrnt. Montrons qu’lors n

posnt un(x) = an os(nx) + bn sn(nx),


(un) onvr normlmnt sur R vrs un onton
 lss C1 sur R. On utls pour l l t́orm  r́ulrt́ s somms  s́rs ontons.

- ∀n, un ∈ C1(R) t u′n(x) = −nan sn(nx) + nbn os(nx).

-


(un) onvr smplmnt sur R.
- ‖u′n‖∞ ≤ |nan| + |nbn| st l trm ́n́rl ’un s́r onvrnt t


(u′n) st on

normlmnt onvrnt sur R.
L t́orm s’pplqu on t nqu non sulmnt qu l somm st  lss C1 ms qu
s ́rv́ st l somm  l s́r ́rv́.

22. On  vu n quston 5 qu

∀x ∈ R,
∞∑

n=0

sn(nx)

3n
=

3 sn(x)

10− 6 os(x)

On st ns l r  l onton pr́́nt v an = 0 t bn = 13n. On n ́ut (n
́rvnt) qu

∀x ∈ R,
∞∑

n=0

n os(nx)

3n
=

3

2

5 os(x)− 3

(5− 3 os(x))2
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