LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

TD — Procédés sommatoires discrets

Exercice de la banque CCINP n°5. —
1
1. On considére la série de terme général u, = ———— oun > 2 et a € R.
n (Inn)

(a) Cas a < 0. En utilisant une minoration trés simple de u,, démontrer que la série diverge
1

(b) Cas a > 0. Etudier la nature de la série. On pourra utiliser la fonction f: x —> ﬁ
z(lnx)*

(oot

(In(n? + n))2

2. Déterminer la nature de la série E
n>2

Exercice de la banque CCINP n°6. — Soit (uy),.y une suite de réels strictement positifs et £ un réel positif

strictement inférieur a 1.

un+1 s . . . .. , ..
=/, alors la série E Uy, converge. On pourra écrire, judicieusement, la définition de

1. Démontrer que si lim
n—-+oo Up,

. un+1 . . , s 5 . , sy e
lim = {, puis majorer, pour n assez grand, u, par le terme général d’une suite géométrique.

n——+oo Un

n!
.. n o,
2. Quelle est la nature de la série E i
n>1

Exercice de la banque CCINP n°7. —
deuz suites réelles telles que (Vn)nen est non nulle d partir d’un certain rang.

1. Soit (un),cy €t (Vn),en
(a) Prouver que si u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe d partir d’un certain rang.
o0

(b) Dans cette question, on suppose que (vy,) est positive. Prouver que :

Up, +~ Uy —> g Uy et g v, sont de méme nature
o0

((=1)™ +1i)sin () Inn
n . Le symbole i désigne le nombre complexe de carré

2. Etudier la convergence de la série
n%:z (Vn+3-1)
égal a —1.
Exercice de la banque CCINP n°46. — On consideére la série Z cos (7T\/ n?+n-+ 1).
n=1

1
(2 ot v est un réel que l’on déterminera.
n

1. Prouver que, au voisinage de +oo, mv/n? +n+ 1 =nm + g + al +0
n

2. En déduire que Z cos (7‘(‘\/ n?+n+ 1) converge.

n=1
3. Z oS (ﬂ'\/ n?+n+ 1) converge-t-elle absolument ?
n>1
Exercice de la banque CCINP n°54. — Soit E l’ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

1. Prouwver que E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des suites a valeurs réelles.
2. On pose, pour tout u = (Up)nen € E, ||u|| = sup |u,|.
neN

(a) Prouver que || .|| est une norme sur E.
Un

(b) Prouver que, pour tout uw = (un)nen € E, Z T
—+oo

converge.

(c) On pose, pour tout u = (up)nen € E, f(u) = Z 2:11, Prouver que f est continue sur E.

n=0
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LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425
Exercice 1 %Yo — FEtudier la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants.

1) un_(l—l)n—i @) w= VAT i (3) = (n+ 1)Y= pt/n

@ = % G)  un= \/(;217):” 6)  un— ;h(gg)
(-)" n vy =1
(7) Unp 1+ \/ﬁ 1 (8) n nn (9) n Jn? 1 \/712 1

1 n sin(n)
16 = 17 = 18 =
(16)  un 124224 ... 4 n2 7). un 3 + cos(n) (18)  un n3/2
3 n In(n)
(19)  wu, = nt
2n+1
natureSerieNiveaul [indication(s)]
Exercice 2 %% — Dans chacun des cas suivants, démontrer que la série Zun converge et calculer sa somme.
1 1 n? +3n+2
1 = 2 =~ 3 —In{—="t=
(1) un n?—1 @) un n(n+1)(n+2) ) un n( n?+3n
convergenceCalculSommeNiveaul
Exercice 3 x%7 — Etudier la nature de la série de terme général u, dans chacun des cas suivants.
U+214+... +n! (=)™
1 = 2 =
W =y N T
k=1 vk
natureSerieNiveau2
Exercice 4 %%+t — FEtudier la nature de la série de terme général u,, dans chacun des cas suivants, ot «, B et x sont
des réels.
nlz™ 1
1 = ch (n®) — sh (n® 2 = 3 = —
natureSerieAvecParametre
Exercice 5 kv — Donner une équivalent de u, lorsque n tend vers +oo dans chacun des cas suivants.

2n

(1)  up =1In(n!) (2) up= Z

k=n-+1

GRS |
®) =) 7 (k)

k=2

Sl-

n

@) un =) (k)

equivalentAvecComparaisonSerieIntegrale
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Exercice 6 kv — Soit (u,)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que

1
Un+1 _ 1_ g +o <)
Uy n—+00 n n

ot « € R. Remarquons que la régle de d’Alembert ne s’applique pas (¢ cas limite ou £ =1 »).

1
1. Soit B € R. On pose, pour tout n € N*, v, = -3 Déterminer des constantes réelles a et b telles que
n

Un+1 b 1
n+l = a——+4ol =
Vyp n—+oo n n
2. Démontrer que si a > 1, alors la série g U, converge.

3. Démontrer que st o < 1, alors la série Z Uy, diverge.

2x4x6x%x...%x(2n)
I1x3x5x...x(2n+1)"
a+1)...(a+n)
b+1)...(b+n)

4. Déterminer la nature de la série Z

en fonction du couple (a,b) € R2.

5. Déterminer la nature de la série Z C;)E

regleRaabeDuhamel

Exercice 7 k¥ — Soit (up)nen une suite de nombres complexes convergeant vers un compleze £.

1. Démontrer que

1 n
n+ 1 I;)Uk I 14 [théoréme de Cesdro]

2. Soit o un réel strictement positif fixé. Considérons une suite réelle (v, )nen telle que vg > 0 et, pour tout n € N

1
Un+1l = Upn + E

(a) Etudier le comportement asymptotique de la suite (v,)nen .
(b) Déterminer un équivalent de v, lorsque n tend vers +00. On pourra chercher un exposant > 0 tel que la

suite de terme général vfﬂ — v/ posséde une limite finie non nulle.

theoremeCesaroEquivalentSuiteRecurrente

Exercice 8 k%% — Soit (un)nen une suite de nombres réels positifs. On suppose qu’il existe un réel € tel que

1. Démontrer que si £ < 1, alors la série Zun converge.
2. Démontrer que si ¢ > 1, alors la série Zun diverge.

3. Soit o € R et z € C. Déterminer la nature de la série Zna 2",

regleCauchy [indication(s)]

In(n)

Exercice 9 xkxk — Démontrer que la série Z(—l)"

développement asymptotique

converge et calculer sa somme. On pourra utiliser le

n 1
H, = - = 1 1
;k L= )+ +o(1)

convergenceCalculSommeSerieAvecDeveloppementAsymptotiqueHnPrecisionol [indication(s)]

(—1) vl
Exercice 10 %% — Déterminer la nature de la série Z -
n

natureSerieCondensationSommesPartielles [indication(s)]
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Exercice 11 %%¥c — Soit (u,)neN une suite d termes réels strictement positifs. Supposons qu’il existe un réel a tel
que :
U a 1
S = 1--40 (2)
Uy  N—+00 n n
A

Démontrer qu’il existe A € RY tel que up, ~  —
n—+oco N9

regleRaabeDuhamelVersionFaible

u —1)k C
Exercice 12 k%% — Démontrer qu’il existe C > 0 tel que H 14 (=D ~ —.
bl \/E n—+o00 \/ﬁ

equivalentProduit [corrigé]

Exercice 13 %% — Soit o > 1.

n
1. Démontrer que Z o~

ne
n—-+oo o
k=1

2. Soit P € R[X] tel que deg (P) > 2. Déterminer un équivalent de Z P(k) lorsque n tend vers +oc0.

k=1

equivalentSommeValeursPolynome

Exercice 14 k¥ — Soit (a,)neN une suite de réels strictement positifs.
1. Supposons que la série Zan converge. Démontrer que la série Z /@y any1 converge.
2. Donner un exemple de suite (ap)nen de réels strictement positifs telle que la série Z \/Qp, Gnt1 converge et la série

Z a, diverge.

serieRacineCarreeDeuxTermesConsecutifs

n

Exercice 15 %%y — Pour tout n > 1, posons S,, = Z |log(k)| et T, = Sion—_1, ot log est le logarithme décimal.
k=1
1. Déterminer des équivalents de Sy, et T, lorsque n tend vers +oo.

2. Calculer T,,, pour tout n > 1, et retrouver le résultat précédent.

seriePartieEntierelLogDecimal

Exercice 16 %k — Soit z un nombre complexe tel que |z| < 1. Justifier que la série an" converge et calculer sa
somme.

sommeSerieGeometriqueDerivee

Exercice 17 %vrvc — Pour tout couple (n,m) € N?, notons

1
— sin>m+1
n!

Un,m =

0 sin<m.
1. Soit m € N. Démontrer que

21 1 2 1
Yn>m+2, —<— (1 _
nzmt2 Y, g m!< p> k(kl))

k=m-+1 k=m+2

2. En déduire que, pour tout m € N, la série g Un,m converge, et que sa somme est majorée par ol

n>=0
—+oo 1 +oo —+oo 1
3. Démontrer que la série de terme général Z ] converge, puis que Z Z = e.
n=m-+1 m=0n=m-+1

ecritureExponentiellelSommeRestes
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+o00 k
-1
Exercice 18 %% — Pour tout n € N*, posons u,, = E (=1 .

k=n

1. Justifier que la suite (uy), cn- est bien définie.

2. Démontrer que la série E u, converge et calculer sa somme.

sommeRestesSerieHarmoniqueAlternee

1

5 5 est sommable et calculer sa somme.
m*n + n*m + 2mn (n,m)EN* x N*

Exercice 19 k% — Démontrer que la famille (

calculSommeDoubleX

n

T
Exercice 20 %k — Démontrer que pour tout x €] — 1,1[, la série E — converge avec une somme donnée par
n
+oo n
T
E — =—In(1—2x)
n
n=1

developpementSerielLogarithme [corrigél

Exercice 21 %%k — Soient x € [1,4+00[ et (pn)nen+ la suite des nombres premiers rangés dans l'ordre croissant
p1:2 ’ p2:3 ’ p3:5 ’ p4:7 ) P5:11 5

1. Soient I, J deux ensembles, o: J —— I une bijection et (u;);c; une famille de réels positifs. Démontrer

Zui = Zu”(j) [identité entre éléments de Ry U {400}]

el jeJ
m
[ . 1 .
2. Vérifier que la suite (H x) est croissante. On pose

k=1 1 _pk meEN*

= I | I |
—_— = lim ———- = Ssup —_— TnEN’k €R+U{+OO}

}11—%1 motee i lop” {H1—pkz }

3. Soit m € N*. On pose
m
I, = {pr” Do, am) € Nm} C N*
i=1
Démontrer que
MY
Peie il S pr° n*

4. Soit n € N*. Démontrer qu’il existe m € N* tel que

1 1 " 1
>ws X -l
k=1 k® n€ln, e ey

5. En déduire que
“+oo
Lo
- —x
neN ‘ n=1 1 —DPn
¢(z) st x>1

1
puis que la série Z — diverge.
Pn

developpementProduitEulerienFonctionZetaRiemann
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natureSerieNiveaul [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 1

1. Déterminer un équivalent de

Appliquer ensuite

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries & termes réels positifs.

2. Il s’agit d’une série télescopique.

3. Déterminer un équivalent de

1\ /" 1 1
Uy = (n+1)Y/" —pl/m = pt/n <1+n) —1) =nt/m (exp(nln(l+n>>—1>

Appliquer ensuite

— le critere de Riemann

— le théoréeme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
37l
4. Appliquer les résultats sur les croissances comparées pour étudier la limite de u,, = — lorsque n tend vers +oo.
n

5. Calculer un développement asymptotique de

(-n)m (=~ 1 (_1)n< 1>1/2

Uy = = = 1+ —
n

1
avec précision O <2> Appliquer ensuite
n

— le critére des séries alternées

— le critére de Riemann

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs
— le résultat sur la somme de deux séries convergentes.

6. En observant que

n

et +e " e e
2

(e o

n——+00 ?
ch(n)
ch(2n)
— le critere de convergence des séries géométriques

donner un équivalent de u,, = , Appliquer ensuite

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

7. Déterminer un développement asymptotique de

Up = 4 [1+ (?/15)” —1= (1+ (_1)n)1/2—1

1
avec précision o <> Appliquer ensuite
n

— le critere des séries alternées

— le critére de Riemann

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs

— le résultat sur la somme d’une série convergente et d’une série divergente.

8. e Premiere approche. Appliquer la formule de Stirling et les résultats sur les croissances comparées pour obtenir

1
U = o| —5
" n——+0o 7’L2

Appliquer ensuite
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LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

e Deuxiéme approche. Appliquer la regle de d’Alembert, en justifiant
Upt1 (n+1)! n» n \" 1 1
Up (n+ )71 nl n+1 P n+1 n—+oo €
1 1

VnZ—1 2+l
e Premicére approche. Prendre appui sur la quantité conjuguée
CVn?4+1-vn2—1 Vn?4+1-vVn2-1vVn2+1+vn2—-1 2
nt—1 nt—1 VZ4+1+vn2—1 Vnf—1 (Vn2+1+vVn?-1)

9. u, =

n

qui permet d’obtenir aisément un équivalent de u,,. Appliquer ensuite

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

e Deuziéme approche. Déterminer un développement asymptotique de

1 1 1 1 1

1 1\ -1/2 1\ 12
Vvn2—=1 +Vn241 n 1 1 n ( ”2) ( nz)
1-= 1+

1
avec précision O <3> Appliquer ensuite
n

— le critere de Riemann
— le théoreme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

1 1

— ou « est un réel positif
_ l)a (n2 + 1)0() p

@) Cette deuxiéme stratégie se généralise a la série Z
(n?
fixé.
. . . . 1 1 . 1 . .
10. Déterminer un développement asymptotique de u,, = tan | — | —sh | — | avec précision O — |- Appliquer ensuite
n n n

— le critere de Riemann
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

| 1
11. Comparer u,, = n(n) a —, pour tout n > 3. Appliquer ensuite

vn n

— le critére de Riemann

— le théoreme de domination pour les séries a termes positifs.
In(3 In(2
u, = 34" —2Y/" = exp <n()) — exp < a )>
n n

— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

12. Déterminer un équivalent de

Appliquer ensuite

— le critere de Riemann

13. Observer que

un = (cos(n) +sin(n))e™ = O ((i>n>

Appliquer ensuite

— le critere de convergence des séries géométriques
— le théoréme de domination pour les séries a termes positifs.
: . o e
14. Appliquer la formule de Stirling pour obtenir un équivalent de u,, = 4%, puis
— le critere de Riemann
— le théoréme de le théoreme de domination pour les séries & termes positifs.
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La regle de d’Alembert ne s’applique pas ici. Certes, pour tout n € N, u, > 0 et u, est « de nature
U
@ multiplicative », mais ntl

Up, n——+oo

1 1 1
15. Déterminer un développement asymptotique de u,, = e'/™ — cos <> —sin (> avec précision O <2> Appliquer
n n n
ensuite

— le critere de Riemann
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
n
16. D’apres la formule donnant la somme de Newton g k2
k=1
1 6

T 12422+ . +n2 nn+l)(2n+l)

Un

Déterminer alors un équivalent de u,,, puis appliquer
— le critére de Riemann
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

Grace a la décomposition en éléments simples
6 6 24 6

XX+D)eX+1) X+1 2x+1 X

au développement asymptotique
n 1 7
H, = ; T i In(n) +~v+4+0(1) [y €]0,57;0,58] est la constante d’Euler]

- et a l'identité .

1 1
VYn e N* —— =H. - —-H
Z 2k’ n 1 2n+1 2 n
k=0
on peut non seulement proposer une démonstration alternative de la convergence de la série E Uy, Mais

encore obtenir la valeur de sa somme :

+oo
>t =18 — 24 In(2)
n=1

z 2 = tout n € N
——— & —, pour tout n .
3+cos(n) 4 P

— le critére de Riemann

17. Comparer u,, =

— le théoréme de domination pour les séries & termes positifs.
3
18. Observer que, si « ] 1, 3 [, alors
sin(n) 1
Un = =372 oo O\ o
n n—-+400 n

puis appliquer
— le critére de Riemann
— le théoréeme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.

19. Observer que

n+3 1 1+3 1 3 1 1 1 5 1
2n+1 21+ 5 notoo 2 ( +n> ( 2n+0<n2>> n—+oo 2 ( +2n+0<n2>)

En déduire

n In(n)
1 1
Up, ~ nb/? <2) = 0 <2) [bien justifier la derniére relation]
n—-+oo n—-—4oo n

Appliquer enfin

— le critere de Riemann
— le théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs.
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regleCauchy [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 8

1. Soit g €14, 1[. Comme | — 00, g[ est un ouvert contenant £

ANeN Vn>2N *»u, <q
d’ou
Vn>N 0<u, <¢"
On applique alors le théoreme de domination pour les séries a termes positifs.

2. Soit ¢ €]1,4]. Comme ]g, +0oo[ est un ouvert contenant ¢
ANeN Vn>N ™»u, >q
d’ott
VYn>=N wu,>q"

On en déduit la divergence grossiere de la série E Uy -

3. e Cas ot |z] # 1. On peut étudier le comportement asymptotique de
«@
"/ne zn| = n®™ |z| = exp (— ln(n)) |z
n
lorsque n tend vers 400, puis les résultats des questions 1 et 2. La regle de d’Alembert peut aussi étre appliquée.
o Cas ot |z| = 1.
— Pour a > 0, la série Z n® est grossierement divergente.
— Si a < —1, le critere de Riemann livre la convergence absolue de la série Z n z".
— Siwe [-1,0] et z =1, le critére de Riemann permet de conclure sur la nature de la série Z n® z".
— Sia e [~1,0] et z # 1, on introduit § €]0,27[ tel que z = € et on applique une transformation d’Abel.
DAVID BLOTTIERE 9
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convergenceCalculSommeSerieAvecDeveloppementAsymptotiqueHnPrecisionol [énoncé]
Indication(s) pour I’exercice 9

In(n
La convergence de la série Z(fl)" L peut étre établie en appliquant le critere des séries alternées. Pour déterminer

sa somme, il suffit de déterminer la limite de la suite de terme général

2n n n—
In(k) In(2k) In(2k + 1)
—1)k — —
D D D AR Dl e
k=1 k=1 k=
(2 1 &In(k) [ S n@k+1)  <In(2k) < In(2k)
2 H"+§Z k _<Z 2k +1 2 2k -2 2k
k=1 k=1 k=1 k=1
(2 1 &K In(k) <<In(k)  In(2) 1 < In(k)
= = Hn+§z i oty Hat g p
k=1 k=1 k=1
2n
= In(2)H, — lnl(f)
k=n-+1

On démontre ensuite

puis qu’il existe une constante réelle C' telle que

~Ink) 1
kz::l . n_;_ooiln(n)—&—C—I—o(l)

a l'aide du théoréme de sommation des relations de comparaison.
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natureSerieCondensationSommesPartielles [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 10

0 tout n € N*, S i(_l)wﬂ
n pose, pour tout n € N*, S, = —_— .
p p 2 2
e Soit n > 2.
(n+1)%-1 | VE] n (k+1)%-1 | Vi n (k+1)2-1
(=1 =1 . 1
S 3 SOy s B Sy
k=1 k=1 i=k? =1 i=k2
——
Up

e Démontrer que la suite (u,)nen+ est décroissante, en effectuant une comparaison série-intégrale.

e Conclure quant a la convergence de la série Z(fl)” Uy, donc de la suite (S("+1)2_1)n>2'

e Considérer un entier p € N* et 'entier naturel n tel que
n<yp<n+l [n est donc la partie entiére de p)

puis comparer la somme S, aux deux sommes S,2_1 et S(,41)2_1, que l'on sait converger et avoir une limite
commune.
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equivalentProduit [énoncé]

Un corrigé de I’exercice 12

e Pour étudier la limite éventuelle de

k=2

el )

>0
lorsque n tend vers +oco, nous portons notre attention sur

In(u,) = kz;ln (1 + (:/%)k)

afin de pouvoir appliquer les résultats sur les séries numériques.

7 Comme la fonction exponentielle est continue en 0, un développement asymptotique de In(u,, ) avec précision
- o (1) nous permettrait de conclure quant au comportement asymptotique de la suite de terme général w,,.

_1>n

e Nous calculons

et posons, pour tout entier n > 2

on = In (1 + (\/1%”> - (\/1;2“ T % i O (n;/?)

e En sommant, nous obtenons l'identité suivante

N (D" _~(DF -1
ln(un)—kzﬁln (1+ Tn )- 7 _kzzéﬂ—i_k:;)k (1)

k=2

pour tout entier n > 2, qui nous invite a scinder la suite en trois parties.
(_1)’”
NG

0 en décroissant. D’apres le critere des séries alternées, la série E

1
ont des signes opposés et la suite de terme général — converge vers

NG
=
NG

o Deux termes consécutifs de la série E

converge. Ainsi

N R N G VA = S G D L N GO D
}; 7 —k:Q 7 _k:;rli\/g et 2 7 +o(1) (2)

e Le développement asymptotique

n 1 7
H, := ’; T oo In(n) +~v+o0(1) [y €]0,57;0,58[ est la constante d’Euler]

nous livre
~ 1 1 ~ In(n) y-1
=g 0, 5 g o) ®
k=2
e De
1
Un nﬁ:Jroo 0 n3/2
—~—
>0

du critére de Riemann et du théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs, nous déduisons que la série
E vy, converge. Ainsi

n +oo +00 +o0
ka:ka— Z ve = ka+o(1) (4)
k=2 k=2 ) k=2

k=n+1
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o Diapres (1), (2), (3) et (4)

In(n) 1—v <X /(=1)k
mW“7Qim_2+2+g;<\@

=:K (constante réelle)

+u) o)

Nous en déduisons que
Up, = exp (1 - o(1) LK
n = exp (In(uy,)) o vn xe O NG

DAVID BLOTTIERE 13 VERSION DU 4 DECEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

developpementSerielLogarithme [énoncé]
Un corrigé de ’exercice 20

Remarquons que l'assertion est claire si x = 0. Fixons n € N et considérons la fonction

10,1] — R
n+l

N y
k:lk

dérivable sur | — 1, 1[. Nous calculons
n+1 n
1 anrl
iy — Z k=1 _ Z k_
vxe}il?l[ fn(x)_kflx _k—ox _1_1'71—1'

Fixons z €] — 1,0[U]0, 1[. D’apres le théoréme fondamental de 'analyse

n+1 .’L'k x tn+1 o 1 un—i—l
kz_:lk:fn(x):—ln(l—x)—/o 1_tdt:—ln(1—x)—x /0 - du [u=t/z] (5)

L’intérét du changement de variable réside dans 1’ordre entre les bornes de I'intégrale (I’ordre entre 0 et x n’est pas connu,
mais 0 < 1), cf. inégalité triangulaire appliquée ci-dessous. De (5) et de

Vuel0,1] |1—zul>1—|zul>=21—]z|>0

nous déduisons

n+1
.’L‘k

Z & In(1 — z)
k=1

1 n+1 |x‘n+2 1 |x|n+2
< n+2/ u du < ntl gy —
SEE T S LY M T ) a ) e

En appliquant le théoréeme d’encadrement, nous obtenons la convergence de la série de terme général — et
n

400 s
Z — =—In(1—2)
n=1 n
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