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TD — Calcul différentiel 2

Exercice de la banque CCINP n°41. — Soient f Uapplication de R? dans R définie par
fi(zy) — 42* + 122y — o>

et C={(z,y) eR? : #? +y* =13}.
1. Justifier que f atteint un mazimum et un minimum sur C.
2. Soit (u,v) € C un point ot f atteint un de ses extrema.
(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel X tel que le systéme (S) suivant soit vérifié :

(8) {4u + 6v = Au

6u — v = v

(b) Montrer que (A —4)(A+1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de \.

3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le mazimum et le minimum de f sur C.

Exercice de la banque CCINP n°56. — Soit f la fonction définie sur R? par :
Y (z,y) € R? flz,y) =22+ 62y —3y* +2

1. f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si ous, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R? 2 Justifier.

3. On pose K =1[0,1] x [0,1]. Justifier que f admet un mazimum global sur K, puis le déterminer.

Exercice 1 k¥t — Soit f la fonction définie par :

R? — R

f (z,y) — (x2+y2) et —y°

1. La fonction f posséde-t-elle un maximum global ¢
2. Justifier que la fonction f posséde un minimum global, atteint en un unique point de R2.

3. Etudier les extrema locauz de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariablesl [indication(s)]

Exercice 2 % — Soit la fonction f définie par :

R?2 — R

Pl @y — ot gt —2(—y)?

1. La fonction f posséde-t-elle un mazimum global ?
2. Etudier les extrema locauz de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

3. Soit (z,y) € R2. Factoriser lexpression f(x,y) + 8 et en déduire son signe. Qu’en déduire ?

extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariables2 [indication(s)]

Exercice 3 %% — On considére la fonction f définie par :

R? — R

! (z,y) +— a*4y*—day

1. La fonction [ posséde-t-elle un maximum global ¢
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2. Démontrer que :

fle,y) ————— +00

[l (@y) || —+00
puis que la fonction f posséde un minimum global.

3. Etudier les extrema locauz de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariables3 [indication(s)]

Exercice 4 k¥ — Soit la fonction f définie par :
R} — R
1
/ (a,b,c) — / (t3—at2—bt—c)2 dt
-1
1. La fonction f posséde-t-elle un mazimum global ?

2. Démontrer que la fonction f posséde un minimum global, atteint en un unique point de R3.

3. Etudier les extrema locauz de la fonction f et les points en lesquels ils sont atteints.

extremalocauxGlobauxFonctionTroisVariablesl [indication(s)]

Exercice 5 *%¥c — Soienta >0 et :

10, +oo[™ —> R

f (T1,...,2n) +— il’iln(l‘i) et = {(x1,...,xn)€]0,—|—oo[" : in:a}

i=1

1. Etudier les variations et la convezité de la fonction  définie par :

10,400] — R
t —  tIn(t)

En déduire que la restriction de la fonction f a X est bornée.

La partie ¥ de R™ est-elle compacte ?

a
Démontrer que la restriction de la fonction f a X est minorée par a In <7)
n

Etudier les extrema locauz, globauz de f sur X et les points en lesquels ils sont atteints.

extremalies [indication(s)]

Exercice 6 k%% — On munit M, 1(R) de son produit scalaire usuel, noté { - , - ). Onnote || - || la norme euclidienne
associée et S la sphére unité de (M, 1(R),|| - ||). Soit f Uapplication définie par :

f Mn,l(R)" — R
(Cl,...,C’n) — det(Cl,...,Cn)

1. Démontrer que la restriction de la fonction f a S™ posséde un mazimum global et que ce dernier est strictement

positif.
2. Soit (Cq,...,Cy) un point de S™ en lequel la restriction de la fonction f a S™ atteint son mazimum. Démontrer
que la matrice (C1,...,Cy) est orthogonale.

3. En déduire que :

V(Cy,...,Cn) € My (R)™ |det (Cy,...,Co)| < []IICkIl  [inégalité de Hadamard
k=1

inegaliteHadamardExtremalies [corrigé]
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extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariablesl [é&noncé]

Indication(s) pour l’exercice 1

2. Pour tout (z,y) € R?, f(x,y) > f(0,0) = 0.
Le nombre 0 est donc le minimum global de la fonction f et il est atteint en (0,0).
Il est clair que la fonction f prend des valeurs strictement positives sur R? \ {(0,0)}.

3. Justifier que la fonction f est de classe C!, en appliquant le critére C?.
Remarquer que R? est une partie ouverte de R2.
Soit (z,y) un point de R? en lequel f admet un extremum local. Alors :

Vf(x,y) = (Qxe””z_y2 (x2 + 4% + 1) , —2yem2_y2 (x2 +y? - 1)) = (0,0)

Nous en déduisons que (z,y) = (0,0). Nous savons qu’en (0,0) la fonction f atteint un minimum global. La fonction
f ne possede aucun autre minimum local, ni aucun maximum local.
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extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariables2 [é&noncé]

Indication(s) pour l’exercice 2

2. Justifier que la fonction f est de classe C' sur R2, puisque polynomiale.
Remarquer que R? est une partie ouverte de R2.
Soit (z,y) un point de R? en lequel f admet un extremum local. Alors :

Viwy) =4 =" —z+y),4 (x+y°—y)) =(0,0)

On en déduit que (z,y) € {(0,0), (f, —\/5) , (—\/5, \/?)}
Pour tout (z,y) € R? :
1222 -4 4

Comme la trace et le déterminant de :

20 4
(B =i (~a0) = (7 4)
sont strictement positifs, f (\/5, —\/5) =f (—\/57 \/5) = —8 est un minimum local de la fonction f, atteint en les

deux points (f, —\/ﬁ) et (—\/i, \/5)
H(0,0) = <_44 _44)

Comme :

a pour valeurs propres 0 et —8, H;(0,0) ¢ S5 (R), la fonction f ne peut pas atteindre de minimum local en (0, 0).
Comme :

£(0,0) — f(t,t) = —2t* <0
la fonction f(0,0) — f ne peut étre positive sur un voisinage de (0,0). La fonction f n’atteint donc pas un maximum
local en (0,0).
3. Comme : ) )
V(z,y) eER* f(z,y)+8=(2*—-2)"+ (4" —2) +2(@x+y)* >0

la fonction f admet —8 comme minimum global. Ce dernier est atteint en les seuls points (\[ , f\@) et (f\@, \@)
La fonction f ne posseéde aucun autre minimum local, ni aucun maximum local.
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extremalocauxGlobauxFonctionDeuxVariables3 [énoncé]

Indication(s) pour ’exercice 3

2. Considérons (z,y) € R? et notons r := || (z,y) || .. Comme r € {|z|,|y[}, z* > 0et y* > 0:

:1:4+y4>7"4

De plus :
4oy <4 x|yl <4r°
Ainsi :
flz,y) =7t —4r? —— 400

r——+00

Comme la fonction r est coercive, il existe un réel » > 0 tel que :

V(z,y) € R*\ B((0,0),7)  f(x.y) > £(0,0)

La fonction f est continue (polynomiale) sur le compact Bo,((0,0),7) (partie fermée et bornée de R?, de dimension
finie). D’apres le théoréme des bornes atteintes :

3 (T, Ym) € Bo((0,0),7) V(z,y) € Bx((0,0),7) f@,y) = f(@m, ym)

Justifier que f(x,,ym) est le minimum global de f sur R? (et non seulement sur B, ((0,0),7)).

3. Justifier que la fonction f est de classe C! sur R2, puisque polynomiale.
Remarquer que R? est une partie ouverte de R2.
Soit (x,y) un point de R? en lequel f admet un extremum local. Alors :

Vi(z,y) = (4 (x3 —y) .4 (y3 —a:)) = (0,0)

On en déduit que (x,y) € {(0,0),(1,1),(—1,—1)}.
Pour tout (z,y) € R? :
1222 —4

Comme la trace et le déterminant de :

== (55

sont strictement positifs, f((1,1) = f(—1,—1) = —2 est un minimum local de la fonction f, atteint en les deux
points (1,1) et (—1,—1).
Comme :

m0.0-(", )

a pour valeurs propres —4 et 4, H(0,0) ¢ ST(R) et —Hf(0,0) ¢ ST(R). La fonction f n’atteint donc aucun
extremum local en (0,0).

Comme nous savons que f posséde un minimum global et que le seul minimum local de f est —2, le nombre —2 est
le minimum global de f. Il est atteint en les seuls points (1,1) et (=1, —1). Elle ne posséde aucun autre minimum
local, ni aucun maximum local.

Remarque. — On peut démontrer que f posséde —2 comme minimum global d’une maniére plus élémentaire. En effet, si
(z,y) € R, alors :
2 2
x
ry < ;y

d’ou :
2

flay) zat+y =2 (@ +) = (= 1)+ (1* - 1)* —2> =2 = f(1,1) = f(~1,-1)
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extremalocauxGlobauxFonctionTroisVariablesl [énoncé]

Indication(s) pour l’exercice 4

1. On calcule, pour tout (a,b,c) € R?;

2q? 212 dac 4b 2
bo)= 2L L 20 192 200 20 2
flabe)= ==+ -+ 2004 = = =+ 5

Ainsi, f(a,0,0) —— +o0
a——+o0

2. La fonction f est minorée par 0, donc inf {f(a7 b,c) : (a,b,c) € R3} est un nombre réel bien défini.
Si nous munissons R[X] du produit scalaire :

R[X] x R[X] — R
e = [ roew «

et notons :
R[X] —

R
LR NN 1//1P(t)2dt

inf { f(a,b,c) : (a,b,c)eR?’}:inf{||)<'i’>43}|2 : PGRQ[X]}::d(X3,R2[X])

la norme associée, alors :

2

Si nous notons ag X?+bg X + ¢ le projeté orthogonal de X? sur Ry[X], alors nous savons que la fonction la fonction
f admet pour minimum f(ag, bo, co) et que ce dernier est atteint en 'unique point (ag, by, ¢o)-
3. Justifier que la fonction f est de classe C! sur R3.

Remarquer que R3 est une partie ouverte de R3.
Soit (a, b, c) un point de R? en lequel f admet un extremum local. Alors :

4da 4c 4b 4 4a
= —_— - = 4 —
Vf(ab.c) (5 T 3> (0,0,0)
On en déduit que (a,b,c) = { 0, 5 0 |. Nous savons que f posséde un minimum global atteint en un unique point et

3 3 8
que (0, 5,0) est le seul candidat. Ainsi f (O, 5,0) =15 est le minimum global de f sur R3, atteint en I'unique

point (O, 5 O). Elle ne possede aucun autre minimum local, ni aucun maximum local.

3 2414
Remarque. — D’aprés notre étude, le projeté orthogonal de X3 sur Ro[X] est BX et d(X3, Ry[X]) = 5 Ces

résultats auraient également pu étre obtenus en calculant une base orthonormée de Ro[X], en appliquant lalgorithme de

Gram-Schmidt a la base (1, X,Xz) de Ry [X], par exemple.

DAVID BLOTTIERE 6 VERSION DU 29 MARS 2025



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

extremalies [énoncé]

Indication(s) pour I’exercice 5

1. La fonction ¢ est prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = 0, strictement décroissante sur }O, } et
e

strictement croissante sur %, +o00].

La fonction ¢ est dérivable sur 'intervalle ]0, 4+00[, avec pour dérivée t — In(¢)+ 1, qui est une fonctino croissante.
2. D’apres la question 1, pour tout ¢t €10, al, p(t) € {i,max {0, cp(a)}].

Comme X C ]0,a]" :

n

V(x1,...,op) € flz, ... zn) = Z(p(xi) € [—g,max{()mgo(a)}}

i=1
. , a a a a a
3. La partie ¥ de R™ n’est pas compacte car non fermée dans R". En effet, | —, - =, S
k'n—-1 k' n-1 n—1/,5,
. . . a a a
est une suite de points de ¥ qui converge vers | 0, , Y e ¢ 3.
n—1"n-1 n—1
4. Soit (x1,...,x,) € X. L’inégalité de Jensen pour la fonction convexe ¢, appliquée aux n points z1 > 0,...,x, > 0,
avec comme poids — > 0,..., — > 0 de somme 1, livre :
n n
n n n
a a a T e(@i) zi In(z;) _ f2y,...,20)
Pu(®)=o(2) o (2] e S e Frbi
n n ?\n v Z n) Z n , n n
=1 i=1 =1
5. Soit (z1,...,x,) €]0,+00[™. Fixons ¢ € [1,n]. La fonction :
10, +o0] — R
x — f(T1, ., T, T T, -, X)) = @ In(z) + ij In(x;)
j=1

J#

est dérivable en x;, avec comme In(x;) + 1 comme nombre dérivée en z;.
La fonction f admet donc des dérivées partielles suivant toutes les variables, en tout point de ]0, +oo[™.
De plus, pour tout i € [1,n], on vérifie que la fonction :

af 10, +oc[ — R
axi (mla"wxn) — ln(ml) +1

est continue (par exemple & l'aide du critére séquentiel de continuité). D’apres le critére Ct, la fonction f est de
classe C! sur 0, +o0[™.

6. La fonction g définie par :
10, 400[™ — R

91 (21, 2n) — in—a
i=1
est de classe C! (affine) et ¥ = g=*({0}). De plus :
YV (z1,...,2,) €]0,+00[" Vg(xi,...,zn)=(1,...,1) #0

Soit (z1,...,2,) un point de ¥ en lequel la fonction f|y atteint un extremum local. D’apres le théoréme des extrema
liés (multiplicateurs de Lagrange), il existe A € R tel que :

In(z1)+1 = A

In(z,)+1 = A

DAVID BLOTTIERE 7 VERSION DU 29 MARS 2025



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

a a
Nous en déduisons que 1 = ... = z,, puis (21,...,2,) = (7, e, 7).
n n
a a
Le point (7, .. ,7> est le seul point en lequel la fonction f|x peut atteindre un extremum local, d’apres ce qui
n n

précede. Comme :
n
a a a a a
... 9=3"12 (7): 1 (7>
f(n’ n) Zn "0 “Mm\n
i=1
a a
et a In (f) est un minorant de la fonction f|x, la fonction f|x posséde a In (7) comme minimum global. Ce
n n

. . . . a a . .. .
dernier est atteint dans 'unique point (7, ceey 7>. La fonction f|x n’admet aucun autre minimum local, ni aucun
n n

maximum local.

Remarque. — D’aprés notre étude, pour tout 1 > 0,...,x, >0 :
r1+...+Tp
<1+n+n> <ot gt
De plus, en remplacant la fonction f de l’énoncé par la fonction :
10, o[ —> R
n
f (.’El,...,l‘n) — Zln(ﬂ?i)
i=1
on peut établir, mutatis mutandis, que, pour tout x1 > 0,...,x, >0 :
/T .. Ty < 17” [megalzte amthmetzco—geometmque]
n
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inegaliteHadamardExtremalies [énoncé]

Un corrigé de ’exercice 6

1. La fonction f est continue puisque, pour tout (C1,...,Cy) € M, 1(R)™ :
F(Cyyo Cp) =det (Cr, .., C) = Y e(0) [T [Cilyiya
eSS, k=1

est polynomiale en les coefficients des vecteurs colonnes Ci,...,C,. La sphére unité S de M,, 1(R) est compacte,
car fermée et bornée dans M,, 1(R) de dimension finie. Comme la partie S™ de I'espace produit M,, 1(R)" est un
produit fini de compacts, S™ est compacte. Le théoreme des bornes atteintes livre alors :

3(017.“,071)65% V(Xl,...,Xn)ESn f(X17,Xn)<f(Cl,,Cn)
Si (En, ..., Ey) désigne la base canonique de M, 1(R), alors (E1,...,E,) € S™ et :
1=det(I,) = f(E1,...,E,) < f(Ch,...,Cy)

Le maximum f(C1,...,Cy) de la restriction de f & S™ est donc strictement positif.

2. Fixons i € [1,n] et considérons l'application :

‘ X — f(Cl,...,Ci_l,X,Ci+1,...,C’n):det(C’l,...,Ci_l,X,Ci+1,...,Cn)

L’application f; est de classe C!, puisque linéaire. De plus :
VXEMn,71(R) VHEMnl(R) dfi(X)'H:fi(H)idet(cl,...,Cl'_l,H,Ci_i_l,...,On)

La fonction g définie par :
Mml (R) — R
7 X — (X, X)—1

a S pour ligne de niveau 0, i.e. S = g=*({0}). De plus, 'application g = <idMn71(R) s idag, L (R) > est de classe C1,
car (-, - ) est bilinéaire et idr,, ,(r) est de classe C'. On calcule :

VXeMui(R) VHEM, (R) dg(X)-H=2(X,H)

Ainsi, pour tout X € S, dg(X) =2 (X, - ) # 0z, (R).R)
Comme la restriction de la fonction f a S™ atteint son maximum en (Ct,...,C;—1,C;, Ciy1,Ch) :

vXeS fi(X) = f(Cq,...,Ci21, X, Cigq,...,Cp) < f(Ch,...,Ci21,Ci, Ciga,...,Cy) = fi(Cy)

La restriction de la fonction f; a .S possede donc un maximum, atteint au point Cj.
D’apreés le théoréme des extrema liés (multiplicateurs de Lagrange), il existe \; € R tel que :

dfi(Ci) = A dg(Cy)
d’ot :
VHGMTLJ(R) det(Cl,...,Ci_l,H,CiH,...,Cn):2)\i <CZ,H> (].)
En spécialisant H & C; dans (1), il vient :
det(Cl,...,C’i_l,Ci,CiH,...,C’n) :2)\1 <Cl, Ci> :2>\1

maximum strictement positif de f| gn

puis A\; > 0.

Soit j € [1,n] \ {i}. En spécialisant H & C; dans (1), il vient :
2)\1’ <Ci,Cj>: det(Cl,...,Ci_l,Cj,Ci+1,...,Cn) =0
#0 deux des colonnes Ci,...,C;_1,C;,Ciy1,...,Cy, sont égales

puis (C;, C;) = 0.
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3. D’apres la question précédente, si (C,...,C,) est un point de S™ en lequel la restriction de la fonction f a S™
atteint son maximum, alors (Cy,...,C,) € O,(R) et donc f(Cy,...,Cp) = det (Cy,...,Cy) € {—1,1}. D’aprés la
question 1, f(Cy,...,Cy) >0, d'ou f(Cy,...,Cy) = 1. Nous en déduisons :

V(X1,...,X,) €8"  f(X1,.... X, <1 (2)

Si(Xy,...,Xn) € M,(R)\ GL,(R), alors :
et (X1,..., Xn)| = 0< [ I Xk |l
k=1

Considérons a présent (X1,...,X,) € GL,(R). Alors chacun des vecteurs colonnes Xy, ..., X, est non nul, donc :

( . )
eS( un VGCEGUI bleIl défilll de S . D a[)Ie\S (2) .

X1 Xn >
det( e <1
HXlH ||X7LH

Comme le déterminant est linéaire en chacune des colonnes, nous en déduisons :
det (X1,..., Xn) < [T 1 Xk |l (3)
k=1
Le résulat (3) établi pour (X1, Xs...,X,) vaut également pour (—X7, X5...,X,,), ainsi :
—det (X1,..., X,) = det (=X1,..., Xp) < || =Xy [ [| X2 || - ([ Xnll = [ 11 Xl (4)
k=1
De (3) et (4), on déduit :

|det (X1, ..., X,)| = max {det (X1,..., X,), —det (X1,..., Xn)} < [] || Xe |
k=1
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