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Notation. — Dans ce chapitre, n est un entier naturel non nul K désigne le corps R ou C.

1. Séries a valeurs dans un espace vectoriel normé
1.1. Sommes partielles, convergence et divergence
Définition 1. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (u,)nen € EN.

n
1. Soit n € N. La n-iéme somme partielle de la série Zun est définie par S, := Zuk
k=0

2. La série Z uy, est dite convergente si la suite (Sy),cn € E™ converge dans (E, || - ||). Elle est dite divergente dans
le cas contraire.

1
FEzxzemple 2. — La série numérique Z (7 converge. En effet, pour tout entier n > 2
n(n —

1)

S T gy bomme thscoriau
— = —_———=1-= somme télescopique
k(k—1) k-1 & n pid
k=2 k=2
FExemple 3. — La série numérique E —, appelée série harmonique, est divergente et il existe une constante v (constante
n

d’Euler) telle que

3

[la constante 7 est comprise entre 0,57 et 0, 58]

x| =
3

|

—
=]
—
3
S—
+
2
+
o
/"\
~__

k=1
XTL
Ezemple 4. — La série Z — est divergente dans (R[X], || - ||, ). En effet, supposons qu’elle converge, notons S € R[X]
n
sa somme et considérons un entier naturel fixé d > deg (.5). Alors
n
XF R
e M)
k=0 o
Nous calculons
n n n 3
X* X* X* 1
vnzd 1) o8| 2 [Zk_s :sz = @)
k=0 0o k=0 d k=0 d
1
En faisant tendre n vers +o00, nous déduisons de (1) et (2) que 0 > 7 Contradiction.
1.2. Somme et restes d’une série convergente
Définition 5. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen € EN telle que la série Zun converge.
1. La somme de la série convergente Zun est définie par
+oo n
Z Uy 1= lim Zuk [la somme est la limite de la suite des sommes partielles]
n——+00
n=0 k=0

2. Soit n € N. Le reste d’ordre n de la série convergente Zun est défini par
n

+oo “+oo n
g ug = lim ukzgukfguk
n—-+oo
k=0 k=0

k=n-+1 k=p+1
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En conservant le contexte de la définition 5

+oo
6 g U, SRR E [la suite des restes converge vers le vecteur nul|
- & 1 n—-+o0o

=n

et on pourra s’intéresser a estimer la vitesse de cette convergence.

1
Ezemple 6. — Nous avons vu que la série numérique Z (7 converge (cf. exemple 2). De notre étude, nous déduisons
n(n

—1)
que sa somme vaut 1 et que
R | G 1
Vn>2 —_=1- — ==
" D (k1) Zk(k—l) n
k=n+1 k=2

(71)71 P . , too (71)71
, appelée série harmonique alternée, est convergente et sa somme Z

Ezemple 7. — La série numérique Z

n n

n=1
vaut — In(2).

1.3. Série géométrique

Proposition 8. — Pour tout g € C, pour tout n € N

zn: . n+1 stqg=1
qa = _ . n+l
k=0 1-4

Proposition 9. — Soit ¢ € C\ {1}.
1. La suite de nombres complexes (q"), cn converge si et seulement si |q| < 1. Dans ce cas, sa limite est nulle.

2. La série de nombres complexes Zq” converge si et seulement si |q| < 1.

+oo
1
3. Si|q| <1 alors Zq” =12
n=0 —4a
+o0 n+1

4. Si|q| <1 alors, pour tout n € N, Z ¢ = g =
b—rt1 ]_ —q n—-4o0o

(0] (q"“).

1.4. Série exponentielle

n
z

+o00
2z z
Proposition 10. — Soit z € C. La série de nombres complexes g — converge et E — = e~
nl n!

n=0
1.5. Linéarité de la somme d’une série convergente

Proposition 11. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé, A\, u € K et (uy)nen, (Vn)nen € EN. Si les séries

vectorielles Z Un et Zvn convergent alors la série vectorielle Z AUy + pv, converge et
+oo +oo +o0o
Y OEUTRUTINES S
n=0 n=0 n=0

2

n
Ezercice 12. — En remarquant que, pour tout n > 2, n? = n(n — 1) + n, démontrer que la série E — converge et
n!

calculer sa somme.

1.6. Le terme général d’une série convergente tend vers le vecteur nul

Proposition 13. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen € EN.
-1l

1. 57 la série g U, converge, alors u, ——— Op.
n——+o0o

, Il .. , . .
2. Siu, /~—— 0g alors la série E u, diverge. Dans ce cas, on parle de divergence grossiére.
n—-+oo

Ezemple 14. — La série ZX" est grossierement divergente dans (R[X], || - ||
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1.7. Lien suite-série et série télescopique

Proposition 15. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen € EN.
1. La suite (up)nen converge dans (E,|| - ||) si et seulement si la série ZU”H — uy, converge dans (E,|| - |]).
+o0o
2. Sila suite (up)nen converge alors Z}unﬂ — Uy = nll)l:r_loo Uy, — UQ-
n=

p 1
Ezemple 16. — FEtudier la nature de la série numérique Z In (1 + )
n

2. Séries a termes réels positifs ou nuls

2.1. Critere de convergence pour les séries a termes réels positifs ou nuls

Proposition 17. — Soit (u,)nen une suite de nombres réels positifs ou nuls.
n
1. La série numérique Zun converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles | S, = Zuk est
s k=0 neN
magorée.
—+oo
2. Si la série numérique Zun converge alors Z un, =sup{S, : n € N}
n=0

3. Si la série numérique g uy, diverge alors Sy, —+> +00.
n——+00

Eléments de démonstration. Pour tout n € N, Sp4+1—5Sn = up4+1 = 0. La suite (S")nEN est donc croissante. Les assertions
découlent alors du théoreme de la limite monotone pour les suites. O

N 1
Ezxercice 18. — A Taide de 'exemple 2, démontrer que la série numérique z — converge.
n

2.2. Théoréme de domination pour les séries a termes réels positifs ou nuls
Théoréme 19. — Soient (un)neN €t (Un)nen deux suites de nombres réels telles que
dNeN Vn>N 0<u, <uv,

1. 57 la série E v, converge, alors la série E Uy, COMVETJE.

2. Sila série E u, diverge, alors la série g v, diverge.

L’hypothese de signe dans le théoreme 20 est importante et doit étre soulignée lorsqu’on l'applique. La série

1
Z o) converge et
1 1
@ Vn e N* — — < -5
n o n

1
Cependant la série Z —— diverge.
n

2.3. Théoréme de comparaison pour les séries a termes réels positifs ou nuls
Théoréme 20. — Soient (un)nen et (Vn)nen deuz suites de nombres réels positifs. Supposons que

U ~ (¥
n n—4+oo n

Alors les séries numériques g U, et g v, ont méme nature.

DAVID BLOTTIERE 4 VERSION DU 9 DECEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

L’hypotheése de signe dans le théoreme 19 est importante et doit étre soulignée lorsqu’on 'applique. En effet la

—1)"
serie E (=1 converge (critére des séries alternées) et

T
(1) Cyr 1
Jn noiee vn Th
(="
Tn

1 1
Cependant la série Z + — diverge, puisque la série Z — diverge.
n n

1"
FExercice 21. — Déterminer la nature de la série Z In (1 + H)

n
n>2

3. Technique de comparaison série-intégrale et intégrales de Riemann

Considérons ng € N et f: [ng, +0o][—— R une fonction continue par morceaux, positive et décroissante. La
+o00o

technique de comparaison entre la série Z f(n) et Vintégrale / f(t) dt repose sur les inégalités géométriques

no

suivantes.

Aire rose = f(k)

(4)

Aire rose
Cy = Aire bleue
= f(k)
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Théoréme 22. — Soient ng € N et f: [ng, +oo[—— R une fonction continue par morceauz, positive et décroissante.
+oo
Alors la série numérique Zf(n) converge si et seulement si l'intégrale / f(t) dt converge.
ng

Eléments de démonstration. Comme la fonction f est positive

n
e la série Z f(n) converge si et seulement si la suite numérique < Z f (k:)) est majorée;
k:no n}no
+oo

e l'intégrale /

A
f(t) dt converge si et seulement si la fonction A — / f(t) dt est majorée, si et seulement si la
no no

n
suite numérique ( / (@) dt) est majorée.
no

nzng

Soit n > ng + 1. En sommant les inégalités géométriques (3) entre ng et n — 1, il vient

n

n n n—1
St + Y f = S f) < / [ < S fm <Y f)

k=ng k=nog+1 k=ng k=ng
puis
n n
0< Y W)~ [ £(0) dt < f(m)
k‘:no o
O
1
Corollaire 23. — Soit & € R. Démontrer que la série numérique (de Riemann) Z — converge si et seulement si
n
a>1.
, 1
Ezercice 24. — Soit a > 0 et 8 > 0. Etudier la nature de la série numérique (de Bertrand) Z —g .
n® In”(n)

Condidérons ng € N et f: [ng, +00[—— R est une fonction continue par morceaux, positive et décroissante.
En additionnant membre & membre les inégalités géométriques (3) et (4) on peut
—+oo
e obtenir un équivalent des restes Z f(k) lorsque n tend vers 400, si la série Z f(n) converge;
k=n+1
n
e obtenir un équivalent des sommes partielles Z f (k) lorsque n tend vers +o0, si la série Z f(n) diverge;
k=ng

si ’on connait une primitive explicite de la fonction f. De plus, cette démarche s’adapte aux fonctions continues
par morceaux, positives et croissantes sur [ng, +00[.

FEzxercice 25. — Déterminer un équivalent de u,, =1+ 2 V243V3+...4+n \/n lorsque n tend vers +oo.

Ezercice 26. — Soit « un réel strictement positif.
+oo
1. Supposons « > 1. Déterminer un équivalent de Z — lorsque n tend vers +oc.
k=n+1

n
1
2. Supposons a = 1. Donner un équivalent de Z T lorsque n tend vers +o0.

k=1
n

1
3. Supposons a < 1. Donner un équivalent de Z T lorsque n tend vers +oo.
k=1

Ezercice 27. — Déterminer un équivalent, lorsque z tend vers 17, de la fonction ¢ définie par
1,400 — R

x — —
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4. Séries absolument convergentes

4.1. Définition d’une série vectorielle absolument convergente

Définition 28. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (u,)nen € EN. La série vectorielle Zun est dite

absolument convergente si la série numérique E || un || converge.

(=n"

Ezemple 29. — La série numérique Z
n

est convergente, mais non-absolument convergente.

@ ‘ Une série vectorielle absolument convergente n’est pas nécessairement convergente, comme l’illustre I’exemple
suivant.

n
Ezemple 30. — La série Z o de I’espace vectoriel normé (R[X], || - || ) est absolument convergente (la série numérique

Z 27" converge), mais elle diverge dans (R[X],|| - [|,,) (adapter les arguments donnés dans I'exemple 4).

4.2. Série absolument convergente de vecteurs d’un K-espace vectoriel de dimension finie

Théoréme 31. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (up)nen € EN. Si la série vectorielle Zun
est absolument convergente alors elle converge dans E.

sin(n
Exercice 32. — Déterminer la nature de la série Z (2 )
n
n>1
Ezxercice 33. — Soient un entier p > 1 et || - || une norme sous-multiplicative sur M, (K).

1. Soit H € B (0, (k),1). Démontrer que la série matricielle Z(—l)” H" converge dans M, (K), puis calculer le

produit
+oo
(I, + H) (Z(—l)” H")

n=0
2. En déduire que B (0, k), 1) € GL,(K).
3. Pour tout @ € GL,(K), on définit Papplication fg par
M;D(K) — Mp<K>

fo A — Q7'A

Démontrer que fg, " (B (0a4,(k),1)) est une partie ouverte de M,,(K), contenue dans GL,(K) et contenant Q.
4. En déduire que

GL,K)= | f3'(B(0mmx)1))
QEGL, (K)

puis que GL,,(K) est une partie ouverte de M, (K).

4.3. Théoréme de comparaison pour les séries numériques

Théoréme 34. — Soient (u,)nen € CN et (v,)nen une suite de nombres réels positifs. Supposons que

up, = Of(vp)
oo
Si la série numérique E vy, converge alors la série E Uy, est absolument convergente, donc convergente.

L’hypotheése de signe dans le théoréme est importante et doit étre soulignée lorsqu’on I'applique. En effet la

—1)"
série numérique E (=1) converge et
n
1 1)
n n—+oo n

1
Cependant la série numérique Z — diverge.
n

In(n) .

FExercice 35. — Déterminer la nature de la série E
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5. Exponentielle d’un endomorphisme d’un K-e.v. de dimension finie, d’une matrice

5.1. Définitions

Définition 36. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p € N*.

Soit u € L (E). L’exponentielle de u, notée e* ou exp(u), Soit A € My(K). L’ezponentielle de A, notée e? ou

s . u” . n
est la somme de la série Z o qui converge dans L (E), exp(A), est la somme de la série Z — qui converge dans
! n!

i.e. M, (K), i.e.

+oo
u
v = =) —F€L(E
o) =3 e 2(r) g
e —exp(A)—Zn! € M,(K)

n=0

Remarque 37. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Alors

Matg(exp(u)) = exp (Matg(u))

Ezxercice 88. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Soient A € N et h € £ (E) 'homothétie de rapport A. Calculer exp(h).
2. Soit p € L (E) un projecteur. Calculer exp(p).

3. Soit s € L (F) une symétrie vectorielle. Calculer exp(s).
5.2. Exponentielle d’une matrice diagonale
Proposition 39. — Soient A1,..., A\, € K et D :=diag (A1,..., ). Alors
exp(D) = diag (e>‘1, ce e’\P)
5.3. Exponentielle de deux matrices semblables

Proposition 40. — Soient A, B € M,(K) deuz matrices semblables sur K et P € GL,(K) telle que A = PBP~!.
Alors
exp(A) = P exp(B) P*

G i) € Ma(R).

1 1
0 11| ¢€ Mg(R)
1 0

Ezercice /1. — Calculer 'exponentielle de la matrice A :

0
Exercice /2. — Calculer 'exponentielle de la matrice A := | 1
1

5.4. Spectre d’une exponentielle de matrice
Proposition 43. — Soit A € M,(K) et A € Specg(A). Alors
e € Speck (exp(A))

5.5. Exponentielle d’'une somme d’endomorphismes, deux matrices, qui commutent

Proposition 44. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et p € N*.

Soient u,v € L (E) tels que uov =vowu. Alors Soient A, B € M,(K) telles que AB = B A. Alors
exp(u + v) = exp(u) o exp(v) = exp(v) o exp(u) exp(A + B) = exp(A) exp(B)

Démonstration. Considérons une norme sous-multiplicative || - || sur M,,(K) et fixons n € N. Comme A et B commutent,

nous pouvons appliquer la formule du binéme de Newton pour calculer les puissances de A + B.

2n

A+B i ps—i - i Rs—i
3y ZS| ZZ' onAB ZZZ. o B (5)

s=0 s=0 =0
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Si nous posons, pour tout s € [0, 2n]
Dy :={(i,j) € [0,n] : i+j=s}

alors nous déduisons de (5) que

A+B 2n .
PDICELES Sl g
s=0 s=0 (7,] €Dy
En posant
2n
Ton = || Dy = {(i.j) € [0.2n] : i+ <2n}
s=0
il vient

2n

(A-i—B)S_ 1 i
o= ) gaAE
s=0 (4,j)ETa2n

Le triangle T5,, peut étre partitionné comme suit

Ty, = [1,n] x [1,n] |_| {(i,j) €Tap = j=p+1} |_| {(i,j) € Top, = i 2 p+1}

=:C,, (carré) =:T} (triangle haut) =:T¢ (triangle & droite)
6® ; Ts est I'ensemble des ®
T3
5K J (]
Illustration du découpage 4@ ® ®
h d
T = (3 |_| T3 |_| T:5 30 o ([ ([ ]
20 ([ J ([ J [ J (]
Cs T4
1 ® ([ J ([ J ([ J (] [ ]
— ® L @ @ @
1 2 3 1 5 6

Ainsi
A+ B
( - ) > - A’BJ+ > - A’BJ+ > AP (6)
= 7 pecy Mt e Mt e Mt
Comme
1. DA " BJ
Ly e (L) (25
11 1 1l
(GeCn il ! — il = 7!
1 i 1 i\ 1 iy m -« |[B]
X Sawl< S Larusrs Y naris =eoqan (Y 12
(i,5)€TH A (i,5)€TH " (i,5)ENX[n+1,400] 7~ j=n+1 ’

.

exp (|| BI)

“+ o0
L s 1 i ; 1 i ; | Al
X gaEle X oarsrs X arisr - X

!4 14! ! 7!
(4,5)€Te (i,j) €T (,5)E€[n+1,+o0[xN j=n+1

et comme le produit matriciel est continu, nous pouvons faire tendre n vers +oo dans l'identité (6) pour en déduire

exp(A + B) = exp(A) x exp(B)
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Ezercice 45. — Soit A € M,(K). Justifier que exp(A) € GL,(K) et exprimer exp(A)~! comme une exponentielle de
matrice.

Remarque 46. — Soit A € M,(K) telle que X , est scindé sur K, i.e. telle que A est trigonalisable dans M, (K). Nous
démontrerons que

D est diagonalisable dans M, (K)
N est nilpotente

DN=ND

A=D+N

Soient A1,...,)\, € K et P € GL,(K) tels que A = P diag(A1,...,)\,) P71, Si l'on note v € [1,n] le nilindice de la
matrice nilpotente N, il vient

IN(D,N) e M,(K) [décomposition de Dunford]

K

v—1
Nk
exp(A) = exp(D) exp(N) = P exp(diag (A1, ..., ),)) P~* exp(N) = P diag (™, ..., e>‘f’) P! (Z )
k=0

Ezercice 47. — Calculer 'exponentielle de la matrice A := (_21 (1)> € Mz(R).

6. Regle de d’Alembert pour les séries a termes réels strictement positifs

Théoréme 48. — Soit (uy,)neN une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose qu’il existe £ € Ry U {400}
tel que

Un+1
ntl Ly
Up, n—-+oo

1. Sif < 1, alors la série numérique E Uy, COMVETGE.
2. Sit > 1, alors la série numérique E Uy, diverge grossiérement.

3. Sil=17%, alors la série numérique E uy diverge grossierement.

Démonstration.
1. Supposons ¢ < 1 et fixons un réel ¢ € J¢, 1[. Comme | — 00, ¢ [ est un ouvert contenant la limite ¢ de la suite de terme
général Unt1 nous obtenons
Un, st
Un

dng e N Vn >ng

Tous les termes de la série g u, étant strictement positifs, nous en déduisons que

N-1 N-1
VN>ny [ 2 < ]«

U
n=ng n k=ngo

—_——

=UN [Un =qN—"o

d’ou
Ung N
0

~—

constante

VN >ng 0<uy<

Puisque —1 < ¢ < 1, la série numérique g q" converge. Le théoréme de domination pour les séries a termes réels
positifs permet alors de conclure.

2. Supposons £ > 1 et fixons un réel ¢ € |1, £[. Comme |q, +o00[ est un ouvert contenant la limite ¢ de la suite de terme
Un+1

général nous obtenons

n
un+1

Un

dng € N Vn > ng

Tous les termes de la série E Uy, étant strictement positifs, nous en déduisons que

VYn2Zng Uptl > qQUp > Uy [car ¢ > 1]

La suite (uy,) est (strictement) croissante, donc minorée par wu,, > 0. Elle ne converge pas vers 0, i.e. la série

n>=ngo

g u, est donc grossierement divergente.
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Up 41

3. Si la suite de terme général tend vers 1 par valeurs supérieures alors

n

un+1
Un

dng € N Vn > ng >1

Comme en 2, on en déduit que la série E U, est grossierement divergente.

Si (Un)n>n, une suite de réels strictement positifs telle que

Up+41
U

Up, n—-+oo

alors on ne peut rien dire de la nature de la série Z uy. En effet, si « € R et, pour tout n € N*, u,, :=

%

alors
«
Up+1 _ n 1
U, n+1 n—+oo

si et seulement si o > 1.

Ezercice 49. — Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que :

Un+1
ntl 51

Uy N>+

1
Vi — ¢ v . v
et nous savons qu’une série de Riemann — peut étre convergente ou divergente. Précisément, elle converge
n

La regle de d’Alembert ne s’applique donc pas. Ajoutons une hypothése et supposons que « le quotient de d’Alembert »

possede un développement asymptotique de la forme

1
Un41 _ 1_ g Yo <)
Uy N—+00 n n

oua € R.

1. Montrer que si a > 1, alors Z U, converge.

2. Montrer que si a < 1, alors Z uy, diverge.
2x4x6x%x...%x(2n)
I1x3x5x...x(2n+1)
a+1)...(a+n)
b+1)...(b+mn)
Les résultats des questions 1 et 2 portent le nom de « regle de Raabe-Duhamel ».

3. Déterminer la nature de la série g

4. Déterminer la nature de la série Z CZE en fonction du couple (a,b) € R?.

Ezxercice 50. — Soient (uy)neN €t (an)nen deux suites de réels strictement positifs. On suppose que
INEN Vn>N nfl g fnit
Un Qn

1. Démontrer que si E an converge, alors E U, converge.
2. Quel résultat antérieur peut-on retrouver grace a la question 17

Le résultat de la question 1 porte le nom de « théoreme de comparaison logarithmique ».

FExercice 51. — Déterminer la nature de la série E — en fonction du réel x.
n

2
FExercice 52. — Déterminer la nature de la série E n!z™ en fonction du réel x.
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7. Critere des séries alternées

Théoréme 53. — Soit (u,)nen une suite de réels telle que
(H1) YVn €N wupupt1 <0
(H2) la suite (|un | )nen est décroissante

(H3) 1, — 0.
n—+oo

La série Z Uy, converge et, pour tout n € N

—+o0

° Z ug a le signe de Upyq [signe du reste]
k=n-+1
—+o0

>

k=n+1

. < |tn41] [majoration de la valeur absolue du reste]

De plus, on dispose d’encadrements de la somme de la série convergente g Uy,

Cas ou, pour tout n € N, u, = (=1)" |uy)| Cas o, pour tout n € N, u,, = (—1)""1 |u,]|
2p+1 +oo 2q 2p +oo 2g+1
VpgeN Y up <Y up <Y VpgeN Y up <Y up < Y uy
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Eléments de démonstration. On considére le cas otl, pour tout n € N, u,, = (—=1)" |u,| (cf. hypothése (H1)) et on pose,
n

pour tout n € N, S, := Z(—l)k |ug]. On démontre alors que
k=0
e la suite (S2,),, . est décroissante avec I'hypothese (H2);
e la suite (S2,41),cn €St croissante avec I’hypothese (H2);
e Sont1— Sop m 0 avec ’hypothese (H3).
D’apres le théoreme des suites adjacentes, les suites (S2n),cn €6 (S2nt1),en convergent et ont méme limite. Nous en

déduisons que la suite (S,), . converge (i.e. que la série de terme général u,, converge) et, avec I'aide du théoreme de la
limite monotone

2p+1 2q
Vp,g e N E ug < sup Sopq1 = lim S, = inf Ss, < E U
neN n—+00 neN
k=0 —— k=0

+oo
=3
n=0

L’hypothése (H2) dans le théoréeme 53 est essentielle. En effet, la série de terme général

1

Vit (—D)

@ vérifie (H1), (H3), mais pas (H2) et la série Zun diverge. En effet

T ~

(=1)"
vn—+1
(=1)"
n+1

Exercice 54. — Justifier que la série Z converge.

Exercice 55. — Justifier que la série E converge et calculer sa somme.

nOé

1)
Ezercice 56. — Soit un réel «. Déterminer la nature de la série Z In <1 + ())
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Ezercice 57. — Démontrer que cos(1) = % ¢ Q.

8. Transformation d’Abel (HP)

Ezercice 58. — Soient (an)nenN €t (by)nen deux suites de nombres complexes. Pour tout n € N, posons
n
A, = Z ay, [analogue discret d’une primitive de la suite (an)nen]
k=0

1. Démontrer que pour tout n € N*

n n—1
Z apbr = Z A (bg — bpr1) + Anby [transformation d’Abel, analogue discret de l'intégration par parties]
k=0 k=0

2. Soient (an)nen une suite de nombres complexes et (by,),en une suite de réels positifs telles que :

n
(H1) la suite de terme général A,, := Z ay est bornée;
k=0
(H2) la suite (b, )nen est décroissante et converge vers 0.

Démontrer que la série g anb, converge.
n=0

a
3. Soit (an)nen+ une suite de nombres complexes telle que la série E — diverge. Démontrer que pour tout a < 1, la
n
. Ay .
série Z v diverge.

os(nd)

¢
4. Soit 6 € R tel que 6 # 0 [27]. Démontrer que la série Z est convergente, mais non-absolument convergente.

n

in6

5. Soient 6 et v des nombres réels. Déterminer la nature de la série g —.
n

9. Sommation des relations de comparaison

Théoréme 59. — Soient (un),cn € CN et (vn),en € RN telles que
= o(vn) et dNeN Vn>N 0,20
n—-+oo
hypothése de signe
+oo +oo
1. Sila série Zvn converge alors la série Zun est absolument convergente et kz 1uk nH:_H)o 0 <kz 1vk>,
=n+ =n+

n n
2. Si la série Zvn diverge alors Zuk = o0 Z vk |-
k=0 notee k=0

Démonstration.

1. Supposons que la série g v, converge.

e Convergence de la série de terme général u,,. Comme
e les termes de la série E v, sont positifs a partir d’un certain rang;
e la série E Up, CONVErge ;
eu, = Ofvy)
n—-+oo
nous pouvons appliquer le théoreme de comparaison pour les séries numériques pour obtenir la convergence
absolue de la série E Up,
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o Les restes de la série Zun sont négligeables devant les restes de la série Zvn.
L’assertion

—+o0 —+o0
E Uk = o E Vk
n—-+oo
k=n+1 k=n-+1
a démontrer, peut se formuler comme suit
—+o0 “+oo
Ve>0 dN.eN Vn=> N, E up| <e¢ g VL
k=n-+1 k=n-+1
Soit € > 0. Comme u,, = o(vy)
n——+oo

AN, €N Vn>= N Juy| <e |

Ainsi, pour tout n > max {N, N.}

+oo +o00 +o0 +oo 400
E ug| < g lup| < e E lvg| = € E v =¢ E Uk
~—~
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 >0 k=n-+1

2. Supposons que la série Zvn diverge et que, pour tout n € N, v,, > 0, pour simplifier la présentation.

o Comportement asymptotique des sommes partielles de la série de terme général vy,.
Comme la série g vy, est une série a termes réels positifs qui diverge

n—-+oo

ka —— 40 (7)
k=0

o Les sommes partielles de la série Zun sont négligeables devant les sommes partielles de la série Zvn.

n n
L’assertion U = a dé fi 1 i
Z k oo o) ka a démontrer, peut se formuler comme suit
k=0 k=0
n n n
Ve>0 dN. Vn=> N, Zuk <e ka zezvk
k=0 k=0 k=0
Soit € > 0.
(i) Comme u, = 0(vy)
n—-+4+oo
€
INLe €N 0> Nie fual < 5 foal = v
Ainsi
Vn>Ny+1 Z ug| < Z |uk\<§ Z 'nggzuk (8)
k:N175+1 k:leg-i_l k:lee-‘rl k=0
n Nie
(ii) D’apres (7), la quantité ka est strictement positive a partir d’un certain rang Ny et, comme Z Ug,
k=0 k=0
est une constante
Nl.,s
> uk
k=0
S =0
n—-+oo
> v
k=0
Ainsi :
Nl,s c n
INoe 2 Ny Vn > Nap. ;Ouk <3 ;)vk (9)
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Posons N, := max {N; . + 1, Ny . }. Pour tout n > N,

n Nie Nie

n n n
€ €
ST SRS DA SPAES) ST IICONED OUET-D DUEED it
k=0 Ni.c N (8) ot (9) k=0 k=0 k=0
O
Théoréme 60. — Soient (up),cn € CN €t (vn),en € RY telles que
U, = Of(vy) et INeN Vn>N v,>0
n—-+oo
hypothése de signe
+oo
1. Sila série Zvn converge alors la série Zun est absolument convergente et Z U n—>:+oo @) Z Vg
k=n+1 k=n+1
n

2. Si la série Zvn diverge alors kZUk T O kak
Eléments de démonstration. On adapte la démonstration rédigée du théoréme 59. O
Corollaire 61. — Soient (uy), ey € CN et (vy),cn € RN telles que

Up ~ Uy et dANeN Vn>N wv,>20
n——+0o
hypothése de signe
+o00 +oo
1. 57 la série Zvn converge alors la série Zun est absolument convergente et kz U, W kz Vg -
=n+1 =n+1

2. 51 la série E v, diverge alors E Ug, E Vg
o n~>+oo

Démonstration.

1. Supposons que la série E v, converge.

e Convergence de la série de terme général u,,. Comme

e les termes de la série g vy, sont positifs a partir d’un certain rang;

e la série E v, converge;

e u, = Of(vy)

n—-+oo
nous pouvons appliquer le théoréeme de comparaison pour les séries numériques pour obtenir la convergence
absolue de la série E Uy -

o Les restes de la série de terme général u,, sont équivalents auz restes de la série de terme général v,. Comme
e les termes de la série E vy, sont positifs a partir d’un certain rang;
® U, —v = o(v
n n n—-+oo ( n)

nous pouvons appliquer le théoreme 59 pour obtenir

—+oo —+oo +oo —+oo
E U — E Vg = E U — Vi = (6] E Vk
n—-+o0o

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
+oo +oo
d’ou E U o~ E Vg
n—-+oo
k=n+1 k=n-+1

2. Supposons que la série Zvn diverge. Comme
e les termes de la série Z vy, sont positifs a partir d’un certain rang;

® Up — Up n—>:+<x> Y (’Un)

DAVID BLOTTIERE 15 VERSION DU 9 DECEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

nous pouvons appliquer le théoréme 59 pour obtenir

n n n n
E uk.—é VE = E Uk — Vg = o E Vi
n—-+o0o
k=0 k=0 k=0

~  2vm.

n—-+o0o

VE+5
+3

n
FExercice 62. — Démontrer que

10. Développement asymptotique des sommes partielles de la série harmonique (HP)

et u, := H, —In(n).

T =

n
Ezercice 63. — Pour tout n € N*, on pose H,, := Z
k=1

n
) est convergente.
n—1

1
1. Démontrer que la série de terme général — — In (
n

2. Expliciter w41 — uy, puis démontrer

. =1 n
ou'yzzl—l—z ﬁ—ln —) )

n=2

H, = Inn)+v+o0(1)

n—-+o0o

3. En écrivant H, — In(n) — v comme le reste d’une série convergente, démontrer

1 1
H, = 1n(n)+7++o(n>

n—s+oo 2n

1
4. En écrivant o comme le reste d’une série convergente, démontrer
n

1 1 1
H, = Inn)+vy+— —|—0< )

n—>_+o<> 2n 1277,2 TL2

5. Comment obtenir un terme de plus dans le développement asymptotique de H,, ?

11. Théoréme de Cesaro

Corollaire 64. — Soient (u,)nen une suite de nombres réels possédant une limite £ € R U {—o0,+00}. Alors

n

1
n+ 1 kz_ouk P 14 [théoréme de Cesdro)

Démonstration.

e Supposons que £ € R. Comme u, — ¢ = © (1) et la série & termes positifs Z 1 diverge, le théoreme 59 livre
n——+0o0

(Zuk> —(n+1)€=2(un—£) WS © Zl

On en déduit
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e Supposons que ¢ = +o0o. Observons que
-1 —
n—-4o0o 0 (Un)
— uy, est positif a partir d’'un certain rang
— la série Z u,, diverge (grossiérement)

le théoréme 59 livre
n n
k=0 k=0

n

Comme la suite de terme général E uy, diverge vers +o0o, ses termes sont strictement positifs (donc non nuls) a

k=0
partir d’un certain rang, d’ou
n+1
= 1
e o)
U
k=0
puis
1O _ s limites. of. L
1 ;uk m +00 par opération sur les limites, cf. o +00
e Le cas { = —oo est obtenu en appliquant le résultat du point précédent a la suite (—un ), cn-
O
e théoreme de Cesaro trouve des applications dans la recherche d’équivalents de termes généraux de suites
N Le théoreme de Cesaro t d lications dans 1 herche d’équivalents de t géné de suit
récurrentes, cf. exercice ci-dessous.
Ezercice 65. — Soit « un réel strictement positif fixé. Considérons une suite réelle (up,),en telle que ug > 0 et, pour

tout n € N, upq1 = up + —.
n

1. Etudier le comportement asymptotique de la suite (tn)neN-

2. Déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +o00. On pourra chercher un exposant 8 > 0 tel que la suite de
terme général ufj +1 — u posséde une limite finie non nulle.

12. Familles sommables de réels positifs

12.1. Opérations, ordre et borne supérieure dans [0, +oc]

On étend l'addition de R a [0, +00] en posant

e VxeRsy 2+ (+00) =400 = (+00)+x

e (+00) + (400) = +00
L’opération +, ainsi définie sur [0, +00], est associative, commutative, mais elle ne posséde aucun élément neutre. L’élément
400 est absorbant.

On étend partiellement la multiplication de R & [0, +00] en posant
e VxeR-p X (+00)=+00=(+00) X x
e (400) x (+00) = +00

Les opérations 0 X (+00) et (+00) x 0 ne sont pas définies.

On étend la relation d’ordre usuelle sur R & [0, +00] en posant
e Vxe Ry z < +o00
e +00 K +00

La relation d’ordre ainsi obtenue sur [0, +00] est totale et 400 est le maximum de [0, 4+o00].

La relation d’ordre < sur [0, +00] est compatible avec les opérations + et X au sens suivant

eVi,yz€Rx <y = v+y<z+2
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e Vzx,yz€Rsy 2<y = sxy<erxz

Proposition 66. — Toute partie A de [0,400] posséde un plus petit majorant dans [0,400], appelée borne supérieure
de A et notée sup(A).

0 siA=g
sup(4) = borne supérieure de A dans R si A # @ et majorée par un réel
400 si A # & et non majorée par un réel

12.2. Somme d’une famille d’éléments de [0, +o0]

Rappel. — Soient I est un ensemble fini et (u;);e; une famille d’éléments d’un magma (M, +) associatif, commutatif
possédant un élément neutre ey;.

e Si I = &, alors on pose

E U = epr

iel

e Si I # @, alors on pose
card (I

)
Zui = Z ug(k)
k=1

i€l
ot o: [1,card (I)] — I est une bijection. L’élément de M ainsi défini ne dépend pas du choix de la bijection o
(i.e. de 'ordre dans lequel on somme les éléments).

Soient I un ensemble fini et (u;);er € [0, +00]!. Alors

@ Z u; = sup {Z u; : F est une partie finie de I} .

iel ieF
Cette observation fonde la définition suivante.

Définition 67. — Soient I un ensemble et (u;)ier € [0,+00]!. On définit la somme de la famille (u;);cr, notée Zui,

i€l
par

Zui 1= sup {Z u; : F est une partie finie de I} € [0, 4+00]

icl iCF
12.3. Somme d’une sous-famille de réels positifs

Proposition 68. — Soient I un ensemble, (u;)ic1 € [0, +00]! et J une partie de I. Alors

Zu]‘ <Zul

= el

Démonstration. Soit F' une partie finie de J. Comme F' est également une partie finie de I, il vient

Zujg Zui

JjeEF i€l

——
indépendant de F'

Par passage a la borne supérieure sur toutes les parties finies F' de J, nous en déduisons, E u; < E Us.
jeJ iel
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12.4. Invariance de la somme d’une famille d’éléments de [0, +oc0] par permutation

Proposition 69. — Soient I un ensemble, (u;)ier € [0, +00]! et o: I —— I une bijection. Alors
D U= oty
iel iel

Eléments de démonstration. A l'aide du théoréme de changement d’indice pour les sommes d’un nombre fini de termes,
on vérifie I’égalité ensembliste

{Z u; : F est une partie finie de I} = {Z Ug(j) © G est une partie finie de I}
iCF ieG
Les bornes supérieures de ces deux parties de [0, +00] sont donc égales. O

12.5. Somme d’une famille de réels positifs indexée par N et lien avec les séries

Proposition 70. — Soit (uy)nen € [0, +oo[N. Alors
n

Z Uy = nErEOOZuk € [0, +o0]

neN k=0
Démonstration.

n
e Comme la suite (Z uk> est croissante
k=0 neN

n
li = :
nHHEOOZuk sup Z ug : n €N
k=0 ke0,n]

d’apres le théoréeme de la limite monotone. L’assertion a démontrer se reformule donc comme suit

sup{z ug : F est une partie finie de N} = sup Z up : ne€N (10)
keF kelo,n]

e Soit F' une partie finie non vide de N. Alors F' posseéde un maximum. Comme, pour tout n € N, u,, > 0

Zuk< Z ug < sup ZW:”GN

keF ke[0,max(F)] kelo,n]

indépendant de F

Cette inégalité valant aussi pour F' = &, nous pouvons passer a la borne supérieure sur toutes les parties finies de
N pour obtenir I'inégalité

sup{z up : F est une partie finie de N} < sup Z up : ne€N (11)
keF kefo,n]

e Soit n € N. Comme [0,n] est une partie finie de N

Z up < sup {Z ur : F est une partie finie de N}

ke[0,n] keF

indépendant de F

En passant & la borne supérieure sur tous les entiers n € N, il vient

sup Z ug : n €N <sup {Z uy : F est une partie finie de N} (12)
kelo,n] kEF
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e L’assertion (10) & établir est conséquence de (11) et (12).

O
Ezemple 71. — Soit un réel ¢ > 0. La somme de la famille de réels positifs (¢"), . est donnée par
+00 sig>1
N
ne€N — sig<l1
l—gq
12.6. Famille sommables de réels positifs
Définition 72. — Soient I un ensemble et (u;)icr € [0, +00]!. La famille (u;);cr est dite sommable si Zui < 00.
il
Exemple 73. — Soit un réel ¢ > 0. D’apres I'exemple 71, la famille de réels positifs (¢"),,.n est sommable si et seulement
sig<1.
12.7. Famille sommables de réels positifs indexée par N
Proposition 74. — Soit (uy)nen € [0, +00[N. La famille (un)nen est sommable si et seulement si la série Zun est
convergente.
Démonstration. Conséquence de la proposition 70. O
. ) - 1 . .
Ezemple 75. — Pour tout o € R, la famille de réels positifs | — est sommable si et seulement si o > 1.
n nelN*

12.8. Opérations sur les sommes de familles de réels positifs

Proposition 76. — Soient I un ensemble, (u;)icr, (vi)ier € [0,+00]! et A\, u € Rsg. Alors
St = Dt Lo
iel iel iel

Démonstration.

e Soit F' une partie finie de I. D’apres les résultats sur la linéarité des sommes finies

Z()\Ui+ﬂvi) =A Zui—i—,u Z’Uz‘ <A Zui—l-,u Zvi

i€l icF icF icl icl

indépendant de F

Par passage a la borne supérieure sur toutes les parties finies de I, il vient

Z()\uiJruvi)g)\ZuiJr,qui (13)
iel iel iel
e Comme, pour tout i € I
1 1
uiéx(/\ui—l—,uvi) et v < — (Aug + pvy)
1

si ZUZ = 400 ou Zvi = 400 alors Z(A u; + p1v;) = oo et U'inégalité
iel iel iel

A Zui—i—u Zvi < Z()\ul + ;)

iel i€l i€l
est vraie. Aussi supposons nous g u; € Ry et E v; € Ry.

i€l icl
Fixons € > 0. Il existe deux parties finies F. et G, de I telles que

ZU;’_§<ZU¢< doouwi et Z”i_i<zvi< > v

i€l i€ F: i€F: UGe iel i€Ge i€EF. UG,
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D’apres les résultats de linéarité pour les sommes d’un nombre fini de termes, nous en déduisons

A(Zui—i>+u<2vi—z><)\ Z u; + Z v; = Z (Aui+uvi)<2()\ui+uvi)

icl i€l icF. UG, icF. UG, icF. UG, i€l

puis

)\Z’UJZ—F/J, Z’Uz’—6< Z(Auz+ﬂvz)

i€l iel el

Ceci étant vrai pour € > 0 quelconque, il vient

)\ZuiJru Zvi<2(/\ui+/“)i) (14)

i€l el el

e De (13) et (14), nous déduisons l'identité demandée.

Les calculs sur les familles de réels positifs sont justifiés par la seule positivité et ils fournissent un moyen efficace
d’étudier la sommabilité.

Pad

12.9. Suite exhaustives : cas des familles de nombres réels positifs (HP)

Définition 77. — Soit I un ensemble. Une suite (I,)nen de parties de I est dite exhaustive si
1. pour tout n € N, I,, est fini [finitude]

2. pour tout n € N, I, C Iy [croissance]

3. U I,=1 [les parties Iy, I, ..., I, ... recouvrent I|
neN

Exercice 78. — Soient I un ensemble, (u;);er une famile de réels positifs.
1. Soient I un ensemble, (u;);cr une famile de réels positifs et (I,,),en une suite exhaustive de parties de I. Démontrer
que la famille (u;);es est sommable si et seulement si la série de terme général Z u; converge.
iel,
2. Soient (a,b) deux nombres réels strictement positifs.

(a) Démontrer que la famille (C,, := [0,n] x [0,7n]), o est une suite exhaustive de parties de N2.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la famille ( > soit sommable.
(n,m)eN?

anb™

1
(c) Calculer la somme Z g
(n,m)EN?Z2 a

12.10. Théoreme de sommation par paquets : cas réel positif

Définition 79. — Soient I un ensemble et (I;);cs une famille de parties de I. On dit que (I;);es est une partition de
I si
L \Jn=1;
jes

2. les ensemble I; (j € J) sont deux ¢ deuz disjoints, i.e.

V(j1,j2) €I j1#jo=1;, NI}, = 2.

Ezxemple 80. — Si on pose, pour tout j € N :
Hy = {(i,j) : i €N}

alors (H j>j eN est une partition de N2, appelée partition horizontale de NZ2.
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FEzxzemple 81. — Si on pose, pour tout i € N :
Vi:={(i,j) : j €N}

alors (V;),cn st une partition de N2, appelée partition verticale de N2.

S

6® ([ [ [ [ [ [ J [ J [ [ ] [ J

ot
@
(]
(]
(]
(]
(]
]
(]
]
(]
(]

4@ (] ] ([ ] [ ] ([ ] [ [ [ (] ®

30 o [ ] [ [ ] [ ] [ [ [ ® o

20 (] (] ([ ] ([ ] [ ] [ [ [ [ ] [ ]

10 (] ([ ] ([ ] ([ ] [ [ [ [ ([ ] [ ]

@ @ L J L L @ @ @ @ @ @
0 1 2 4 5 7 8 9

Voo i Voo V3 Vi@ Vs Vg Voo Vg Voo Vi

Ezxemple 82. — Si on pose, pour tout s € N
D, :={(i,s—1i) : i €[0,s]}
alors (Dy), ¢y est une partition de N2, appelée partition diagonale de N?. Remarquons que, pour tout s € N, ’ensemble

Dy est fini de cardinal s + 1.

(K J [ ] [ ] [ ] [ ] [ J [

2
@
([
([
([ J
[
([ ]
([ ]

4@ ® o (] [ [ [

30 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [

20 () () () () ) ®

10 ® ® ® [ ] [ ] [

® L ® ® ®
1 2 3 4
Dy D1 Dy D3 Dy Ds Dg

@

°
0 6

Théoréme 83. — Soit I un ensemble, (u;)icr € [0,+00]! et (I;)jes une partition de l’ensemble d’indices I. Alors

Z Z u; | = Zui [identité entre éléments de [0, +o0] |

jeJ \i€l; iel

Démonstration.
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e Soit I’ une partie finie de I. Comme
F=|]|FnI
jeJ
— l'ensemble Jp :={j € J : F N I; # &} est une partie finie de J
— pour tout j € Jp, F' N I; est une partie finie de I; et Z U < Z U

i€FNI; i€l
Ainsi
E u; = E E U; [relation de Chasles pour les sommes d’un nombre fini de termes]
ieF jeJr i€FNI;
< E g Uu; [somme d’un nombre fini d’inégalités membre & membre]
JjE€JF i€l;
< E E Uu; Jr est une partie finie de J et définition de la somme de E u;
jeJ iel; i€l

jeJ
indépendant de F

Par passage a la borne supérieure sur les parties finies F' de I, il vient

Zui<z Zuz (15)

iel jeJ \iel,

e S’il existe j € J tel que ZUZ = 400 alors ZUZ = +o00 puisque (u;)icr; est une sous-famille de (u;);cr. Aussi
icl; i€l
supposons nous que, pour tout j € J, Z u; € Ry.
ielj
Soit F' une partie finie non vide de J. Fixons € > 0. Pour tout j € F, il existe une partie finie A; de I; telle que

S
D ui— < D w
i€l 7] i€A;

Ainsi
E E u; —€ < E E U; [somme d’un nombre fini d’inégalités membre & membre]
jJEF icl; JEF i€ A,

D’apres la relation de Chasles pour les sommes finies d’un nombre fini de termes

Z Z w; = Z u; < Zui [UjerA; est une partie finie de I]

JEF €A, i€ UjepA; iel
Ainsi
E E U; — €< E U
JEF i€l; iel

Ceci étant vrai pour € > 0 quelconque, nous en déduisons

IPITED P

JEF i€l i€l

Cette derniere inégalité valant aussi si F' est vide, nous pouvons passer a la borne supérieure sur toutes les parties

finies de J pour obtenir

jEJ i€l; iel

e De (15) et (16), nous déduisons l'identité demandée.
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Ezemple 84. — Soit (an)nez € (R+)Z. Equippons Z de la partition formée des deux parties
I ;=N et I, :={-n : ne N*}

Iy I

e °® ® °® ® ® ® ® ®
-7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1

we

° ° ° o
4 .

N @
Ut
3

D’aprés le théoréme 83, la famille (ay)ncz est sommable si et seulement si les familles (u,)nen €t (U—p)nen+ sont
sommables. En appliquant la proposition 70, on en déduit les deux résultats suivants.

“+oo “+o0
1. Zun: Zun+ Z u_n:ZunJrZu_n
n=0 n=1

nez neN neN*

2. la famille (a,)nez est sommable si et seulement si les séries E a, et E a_n convergent.
n=0 n>=1

1
Exercice 85. — Soit g un réel strictement positif. La famille (n) est-elle sommable 7
q nez

12.11. Théoréme de Fubini : cas réel positif
Théoréme 86. — Soient I,J deux ensembles et (u; ;) j)erxs € [0,4+00] IXJ - Alors

> (X)X w-X(Tu)

i€l \jeJ (i,)eIxJ jeJ \iel
Démonstration. Nous appliquons le théoréme 83 & la partition I x J = |_| {i} x J pour obtenir

iel

> =X Y,

ieIxJ i€l jeJ

De méme, en appliquant le théoréme 83 a la partition I x J = |_| I x {j} il vient

jeJ
§ Ui, g =§ § Ui, j
i€IxJ jeJ i€l

12.12. Sélection d’exercices sur les familles sommables de réels positifs

1
Exercice 87. — La famille de réels positifs <2n> est-elle sommable 7
nez

, 1
Ezxercice 88. — FEtudier la sommabilité de la famille de réels positifs <2> .
reQx1

FExercice 89. — Calculer la somme de la famille < 1 > .
277, 3m
(n,m)eN?2

Ezercice 90. — FEtudier la sommabilité de la famille de réels positifs | ———— .
4n 4 5m (n,m)EN?2

Exercice 91. — Etudier la sommabilité de la famille <4> .
(n + m) (n,m)eN*xN*
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1 2
Ezercice 92. — On rappelle que Z — = % Considérons 'ensemble I = {2n+1 : n € N} des entiers naturels
n

neN*

1
impairs. Démontrer que la famille (2> est sommable et calculer sa somme.
¥/ ier

400 400
' 1 1 , .
Ezercice 93. — On rappelle que les sommes z_:l = et z_:l -y sont notées respectivement ((2) et ¢(4).
1
1. Notons I = {(n,m) € N* x N* : n divise m}. Exprimer Z —— a l'aide de ((2) et ((4).
(n,m)el nom
1
2. Notons J = {(n,m) € N* x N* : n Am = 1}. Exprimer Z —— a l'aide de ((2) et ((4). On pourra poser,

n2m
(n,m)eJ

pour tout d € N*, J; = {(n,m) € N*xN* : nAm = d} et commencer par montrer que ¢(2)% = Z Z ——
n

1
Exercice 94. — Soient a > 1 et b > 1. Démontrer que la famille <> est sommable.
an +bm (n,m)eN?
Ezercice 95. — Soit « un réel strictement positif.
1
1. Pour quelles valeurs de « la famille <a> est-elle sommable ?
(n + m) (n,m)eN*xN*

2. Pour quelles valeurs de « la famille ( est-elle sommable 7

a a
n%+m ) (n,m)eN*xN*

Ezercice 96. — Démontrer que la famille | ——— n’est pas sommable.
a? 4 b* + ¢ (a,b,c) EN* X N* xN*
+oo
Ezercice 97. — Pour tout entier p > 2, posons ((p) := Z — . Démontrer que la série Z (¢(p) — 1) converge et calculer
n
n=1 p=2

Sa somine.

13. Familles sommables de nombres complexes
13.1. Définition de la sommabilité d’une famille de nombres complexes

Définition 98. — Soient I un ensemble et (u;);c; € CL. La famille (ai);c; est sommable si Z lu;| < +o0.
icl

13.2. L’espace vectoriel ¢*([)
Proposition 99. — Soit I un ensemble non vide. Alors

0" (I) := {(w)ier € C' ¢ la famille (u;)ic; est sommable}
est un sous-espace vectoriel de CT.

Remarque 100. — Soit I un ensemble non vide. L’application

o) — Ry
-1 ] (wi)ier — Z|Ui|

el

est une norme.

DAVID BLOTTIERE 26 VERSION DU 9 DECEMBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

13.3. Sommabilité d’une famille de nombres complexes indexée par N et lien avec les séries

Proposition 101. — Soit (un)neNn € CN. La famille (un)nen est sommable si et seulement si la série Zun est
absolument convergente.

Démonstration.

la famille (uy,)nen est sommable <= Z [un| < 400
neN

n
— ngrfoo ;|uk| < +o0

<= la série g || converge

O
13.4. Sommabilité d’une sous-famille d’une famille sommable de nombres complexes
Proposition 102. — Soient I un ensemble et (u;)ic; € C! une famille sommable. Alors, pour toute partie J de I, la
sous-famille (uj)je; € C’ est sommable.
Démonstration. Conséquence de la proposition 68. g
13.5. Théoréme de domination pour les familles sommables de nombres complexes
Théoréme 103. — Soient I un ensemble et deuz familles (u;)ie; € C, (vi)ier € [0, +0o[! telles que
Viel, |ul<wv [hypothése de domination)
Si la famille (v;)icr est sommable, alors la famille (u;);cr est sommable.
Démonstration. Soit F' une partie finie de I. Alors
Z lu;| < Z v; [somme d’un nombre fini d’inégalités membre & membre]
i€l i€l
Ainsi
Z |ui| < Z'Ui
i€F il
——
indépendant de F'
Par passage a la borne supérieure sur toutes les parties finies de I, il vient Z lu;| < Z V. O
i€l i€l

13.6. Somme d’une famille sommable de nombres complexes
Définition 104. — Soient J un ensemble et (u;)jcs € C’ une famille sommable. On pose, pour tout j € J

Re (u;)" = max {Re (u;),0} > 0 Re (u;)” = min{Re(u;),0} <0

Im (u;)" = max {Im (u;),0} >0 Im (u;)” = min {Im (u;),0} <0

de sorte que
Re (u;) = Re (uj)* — (— Re (uj)_) Im (u;) = Im (u;)" — (— Im (uj)_)
et

u; = (Re (uj)Jr — (— Re (u])7)> +1 (Im (Uj)Jr - (— Im (“J)i)) .

Alors les familles de réels positifs
(Re (Uj)+>

sont sommables et on pose

>ouyi= | 2oRe(w)' =32 (~Re(w)”) | i [ Xtm(u)" =3 (~Im(w)7) | € C.

jeJ jeJ jed jeJ jeJ

jeJ (_ Re (uj)_>jeJ (Im (uj)+)jeJ (_ fm (uj)_)jeJ
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Le résultat suivant est fort commode pour calculer des sommes de familles sommables de nombres complexes.
Pour toute famille sommable de nombres complexes (un)nen

—+o0 n
- E U, = E Unp = lim E Uk
n—-+4oo
n=0 k=0
——

somme de famille sommable somme de série convergente

13.7. Approximation de la somme d’une famille sommable de nombres complexes
Proposition 105. — Soient J un ensemble et (u;)jcs € C7 une famille sommable. Alors
Ve>0 3F partie finie de J Zujquj <e
jeJ jeF

13.8. Invariance de la somme d’une famille sommable de complexes par permutation
Proposition 106. — Soient J un ensemble, (u;)jcs € C”7 une famille sommable et o: J —— J une bijection. Alors
la famille (u“(j))jeJ € C’ est sommable et

D= ue)

jeJ ieJ

Démonstration. D’apres la proposition 69

Z |ug(j)| = Z luj| < 400

ieJ i€J

donc la famille <uf’(j))je ; est sommable. Nous calculons

Zuj = ZRe (uj)+ — Z (— Re (uj)f) +1 Zlm (uj)Jr — Z (— Im (uj)f)

JjeJ jeJ jeJ jeJ JjeJ
= | Do Re (o) = D0 (< Re (o)) |+ [ Dot (o) T = D (<1 (o)) [prop. 69]
je€J jeJ JjeJ jeJ
= Z“o(j)
jeJ

13.9. Modification de ’ordre des termes de la série harmonique alternée (HP)

(~1)+
FEzxercice 107. — Nous avons démontré que la série harmonique alternée Z -
n

In(2), au moyen de 1l'inégalité de Taylor-Lagrange. Nous nous proposons, ici, d’étudier une série obtenue en modifiant
I’ordre des termes de la série harmonique alternée.

converge et que sa somme vaut

(_1)n+1
n
en prenant a termes positifs, puis b termes négatifs, puis a termes positifs, puis b termes négatifs... Cette nouvelle suite

sera notée (Un ), cn--

Par exemple, si a = 3 et b = 2, les premiers termes de la suite (uy), cn- Sont
1
9 )

Soient a et b des nombres entiers naturels non nuls. A partir de la suite < > , on en construit une nouvelle
neN*

1 1 1 1 1 1 1 1 1
3757 27 477’ 17 67 8777
—— —— N——
3 termes 2 termes 3 termes 2 termes

1. Démontrer que
N* = U {¢g(a+b)+r : re[l; a+bd]}
4€EN

et pour tout (q1,q2) € N2 tel que q1 # ¢o
{gpla+b)+7r :rel;a+b]} N {@la+b)+r :rel;a+b]}=0
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Nous pouvons alors préciser la définition du terme général de la suite (uy ), cn-- Soit n € N*. D’apres ce qui précede,
il existe un unique couple (¢,7) € N x [1; a + b] tel que n = g(a + b) + r. Alors

1
- 3 <
Sgatr) =1 sir<a
Up, =
L irza+1
——— sir>a
2(gb+1—a)

Afin d’étudier la série Z Uy, Oon pose, pour tout n € N*
n
Sy = Z U,
k=1

2. Soit m € N*. En s’inspirant de la partition de N* introduite a la question 1, démontrer

ma mb

puis exprimer la somme S,,,(44p) & l'aide de certains des nombres Hy,, ou n € N*.
3. On rappelle que
H, e In(n) +v+o0(1)

ou 7 est la constante d’Euler. Démontrer

a
— 1 24/= ] .
Sm(a+b) m—»+00 " ( \/Z)

n
b). Démontrer que :

a—+

4. Soit n € N*. On posem:E(

|Sn - Sm(a-&-b)’ —0.

m——+oo
. .. a
5. Démontrer que la série Z u, converge et que sa somme vaut In < 2 \/; )
n>1
13.10. Linéarité de la somme d’une famille sommable de nombres complexes

Proposition 108. — Soient I un ensemble, (A, u) € C? et (u;)ier € C!, (v;)ier € C! deux familles sommables. Alors
la famille (Mu; + pv;)ier est sommable et

YRITRNIEPS SR it
iel icl icl
13.11. Théoréme de sommation par paquets : cas complexe

Théoréme 109. — Soit I un ensemble, (u;)ic; € C! une famille sommable et (I;)jes une partition de l’ensemble
d’indices I. Alors

1. pour tout j € J, la famille (u;)ic1; est sommable

2. la famille Zul est sommable
€l /) jes
LY (Yu) =
jeJ \i€l; il

Pour vérifier ’hypothése de sommabilité de la famille (u;);e; € C! dans le théoréme 109, nous pourrons appliquer
le théoréeme de sommation par paquets dans le cas positif (théoréme 83).
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13.12. Théoréme de Fubini : cas complexe

Théoréme 110. — Soient I,.J deux ensembles et (u; ;) jyerx.s € C™7 une famille sommable.
1. (a) Pour touti € I, la famille (ui;);.; est sommable.

(b) La famille Zu” est sommable.
jeJ

el
(c) > wij=Y_ D uj
(i,5)EIX T el \jeJ

2. (a) Pour tout j € J, la famille (u; ), ., est sommable.

(b) La famille (Z u”> est sommable.
jeJ

icl )
9 =X (T
(i,5)eIxJ jeJ \i€l
N Pour vérifier I'hypothese de sommabilité de la famille (u; ;)¢ j)erxs € C! dans le théoréme 110, nous pourrons
4 appliquer le théoréme de Fubini dans le cas positif (théoréme 86).
@ ‘ L’hypothese de sommabilité dans le théoreme 110 est cruciale, comme l’illustre ’exercice suivant.
FEzxercice 111. — Démontrer
+oo 4o 1 400 4o 1
DI Dl s B D DD Dl e
n=1 m=1 m=1 n=1
m#n n#m

apres avoir justifié de 'existence de toutes les quantités en jeu.
13.13. Produit d’un nombre fini de familles sommables

Corollaire 112. — Soient des ensembles I,J et des familles sommables (a;)icr € C!, (b;)jecs € C’. Alors la famille
(a; bj)(i herxg € CI*J est sommable et

> aibj= <Za> > b

(,4)EIxJ i€l jed
Démonstration. Conséquence directe des théorémes de Fubini 86 (pour la sommabilité) et 110 (pour l'identité). O
Remarque 113. — Le corollaire 112 se généralise au produit d’un nombre fini de familles sommables.

13.14. Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes

Théoréme 114. — Soient E an et E b, deux séries de nombres complexes absolument convergentes. Alors la série :
n=0 m=0

Z Z arbn_k produit de Cauchy des deuz séries Z a, et Z bn,

n>=0 k=0 n=0 m=0
est absolument convergente et
“+oo —+o0 400 n
E (479 E bn = E E akbn_k.
n=0 n=0 n=0 k=0

@ ‘ L’hypothese d’absolue convergence dans le theoreme 114 est essentielle, comme 'illustre I’exemple suivant.

_1)n
Ezercice 115. — Justifier que la série Z (=1

n>1 \/ﬁ

converge et établir la divergence de son produit de Cauchy avec elle-

méme.
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13.15. L’exponentielle est un morphisme de groupes de (C,+) dans (C*, x)

Corollaire 116. — L’application
(C,+) — (C*, x)
exp IX n

est un morphisme de groupes, i.e.
V(21,22) € C  exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2)

13.16. Sélection d’exercices sur les familles sommables de nombres complexes

FEzercice 117. — Soit z € C tel que |z| < 1. Pour tout n € N*, notons d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.
Démontrer

—+oo Zn —+oo

D T = 2 A

n=1 n=1

en justifiant 'existence de ces deux sommes en cours d’étude.

Ezercice 118. — Soit a € C tel que |a| < 1. Démontrer :

+o00 +o00o —
a™ a2n 1

Zlfaznzzlfa%fl

n=1 n=1
en justifiant I'existence de ces deux sommes en cours d’étude.
n

Exercice 119. — Soient o € ]1,4+00[ et ¢ € C tel que |¢| < 1. Démontrer que la famille (qa

> est sommable,
m (n,m)eN*xN*

puis exprimer sa somme a ’aide de la fonction ¢ de Riemann.

1 n
FEzercice 120. — Soit Z a, une série absolument convergente de complexes. Démontrer que la série Z on (Z 2kak>

n>0 k=0
“+o0
converge et a pour somme 2 E Q.
n=0
Ezercice 121. — Soient (pn)nen+ la suite des nombres premiers rangés dans 1’ordre croissant

p1:2 3 p2:3 ) p3:5 y P4:7 )

et x un nombre réel strictement plus grand que 1.

n —+oo
1 1

1. Démontrer que la suite (H x) est croissante et majorée par ((z) := —.

i=1 L—p; nEN* i
2. Démontrer que

—+oo n
1 . 1 . . . -
((x) = H ——— = lim S —— [décomposition de ((x) en produit Eulérien]

—XI —X
el i notoe tT 1 —p;

n

1 1
3. Démontrer que la suite <H _1> diverge. En déduire que la série Z — des inverses des nombres premiers
i LT ) e Pn
diverge.
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