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Notation. — Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne le corps R ou C.

1. Normes et espaces vectoriels normés

1.1. Définition d’une norme
Définition 1. — Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application :
|- E— Ry

vérifiant les trois propriétés suivantes.

1.VeeE ||z||=0 = z=0g [séparation)
2.Vee E VAeK |[Ax]||=|N]lz] [homogénéité]
3. Y(z,y) € B2 ||lz+yl|| <|lz|l+] vyl [inégalité triangulaire]

Un K-espace vectoriel normé est un K-espace vectoriel muni d’une norme.

Remarque 2. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
1. [|0g|| = 0r [norme du vecteur nul]
2. Ve eE |-zl =]z [norme de 'opposé]
3. V(z,y) € 2 ||lz]|—llylll <z -y [seconde inégalité triangulaire]

La norme nous fournit un outil pour démontrer que deux vecteurs d’'un K-espace vectoriel normé sont égaux.
O Précisément, si (E, || - ||) est un K-espace vectoriel normé alors, pour tout (z,y) € E? :

r=y < |lr—yl[=0r

Ezemple 3. — L’application |- | : K —— R (% valeur absolue » si K = R et « module » si K = C) est une norme sur
K.

1.2. Norme associée & un produit scalaire sur un espace préhilbertien réel (norme euclidienne)
Notation. — Dans cette partie, (E, { -, - ) ) désigne un espace préhilbertien réel. On définit application || - || par :

EFE — R+

x (x, x)
Proposition 4. — Soit (z,y) € E2.
1 K,y <zl |yl [inégalité de Cauchy-Schwarz]
2. {x, )=zl llyv]] &= BrXeR z=Ay ou y=Azx) [cas d’égalité pour l'inégalité de Cauchy-Schwarz]

Démonstration. Les deux assertions sont claires si y = 0. Nous supposons donc que y # Op.
1. Considérons les valeurs de 1’application || - ||2 le long de la droite affine passant par x et dirigée par le vecteur y,
en introduisant la fonction :

R — R

f 2 2 2
to— flz+tyll"=lyll" ?+2(x, y) t+ =]

La fonction f est polynomiale, de degré 2 et ne prend que des valeurs positives ou nulles. Elle ne possede donc pas
deux racines réelles distinctes, d’ou :

Az, ) —4|lz| ly|> =A(f) <0

Avec la croissance de la fonction racine carrée sur R, nous en déduisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. =. Supposons que |{(x, y)| = ||z]|| ||y|]- Alors A(f) = 0. La fonction polynomiale f posséde donc une racine
réelle double ty. Ainsi :
2
0=f(to) =[lz+toyll” = (x+toy, z+toy)

Par séparation du produit scalaire, il vient x = —tq y.
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<. Supposons qu’il existe A € R tel que x = Ay (le cas y = A se traite de maniére analogue). Nous calculons :

()| = [(Ay, )| lzlllyll = Vdy, Ay)V{y. )
= [A(y,y)] = VAV, y)
= [y, y) = V(v ) V(. y)
pour en déduire | (x, y) | =|lz]|| ||y]|-
O
Proposition 5. — Soit (z,y) € E2.
Llz+yll <zl +]ly]| [inégalité de Minkowski)
2. lz+yll=|lz||+]|lyl] &= BAXeR: z=Ay ou y=2Ax) [cas d’égalité pour l'inégalité de Minkowski]
Démonstration. Les deux assertions sont claires si y = Og. Nous supposons donc que y # Og.
1. La bilinéairité et la symétrie du produit scalaire nous livrent :
2 2 2
le+yll"=(e+y, e+y)=(z,2)+2(z,y)+(y, ) =z +lyl"+2 (z,y) (1)
Nous observons que :
Nz+yl <zl + |yl = lz+yl><(z|l+]ly|)? [ — x? est strictement croissante sur R |
2 2 2 2
= zll"+llyll"+2 (z,y) <z +lyl"+2 =l [yl  [ef (1)]
= (z,y)<llzll llyll
L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous permet de conclure.
2. En reprenant les arguments donnés en 1, nous établissons :
le+yll=lzl[+lyll <= (=, y) ==yl (2)
=—. Supposons que ||z +y||=||z]||+]||y]l, ie. que (z,y)=|z]|| ||y]| (cf. (2)). Le cas d’égalité dans I'inégalité

de Cauchy-Schwarz livre I’existence d’un réel A tel que z = \y. Ainsi :
x|yl =z, y)=(Ay,y) =A{y,¥y)
—_——— ——
>0 >0
d’ou A € R;.

<. Supposons qu’il existe A € Ry tel que x = Ay (le cas y = Ax se traite de maniére analogue). Grace au cas
d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

el [yl =1{z, y)| (3)
Nous déterminons le signe de (x, y) :
_ _ > 4
(z,y) =Ny, y) =2 (¥, y)>0 (4)
20 >0
De (3) et (4) nous déduisons que ||z || ||y || = (=, y). Nous en concluons que ||z +y|| = ||z || + ||y || grace a
(2)-
0
Proposition 6. — L’application || - || : E —— Ry définie par :
Ve e E, ||lz|l=+/(z,x)

est une norme sur E.

Démonstration.
1. Séparation. Soit x € E tel que Or = ||z || = v/(x, x). Nous en déduisons que (x, =) = 0, puis que x = 0 d’apres
la propriété de séparation du produit scalaire.
2. Homogénéité. Soit (A,z) € K x R. Nous calculons :

[Az]]=/(Az, Aa) = /A2 (2, 2) = VA2 \f(z, &) = |\ || |

3. Inégalité triangulaire. 1l s’agit de I'inégalité de Minkowski.

O

Terminologie. — On dit qu'une norme || - || sur un R-espace vectoriel F' est une « norme euclidienne » s’il existe un
produit scalaire ( - , - ) sur F tel que, pour tout z € F, ||z]|| = \/(x, z).
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1.3. L’identité du parallélogramme caractérise les normes euclidiennes (HP)

Ezercice 7. — Soit (E,|| - ||) un R-espace vectoriel normé. Démontrer que la norme || - || est euclidienne si et seulement
si:

V(z,y) € B> |lz+yl+ |z —y| =2 (|| 2P+ |y ||2) [identité du parallélogramme]

1.4. Normes usuelles sur K"

Proposition 8. — Soit n € N*. Les applications :
Il K" —— Ry - lly s K" —— Ry Il : K" —— Ry

définies par, pour tout v = (x1,...,z,) € K" :

n n

2 ,
|l =) |zl N lly =Y |l |2 :=max{ |z : i€[l,n]}

i=1 1=1

sont des normes sur K". Lorsque K = R, la norme || - ||, est euclidienne, associée au produit scalaire canonique sur R™

défini par, pour tout r = (x1,...,2,) € R", y = (y1,...,yn) € R :

n
(z,y) =D ziy
i=1

Eléments de démonstration. Nous démontrons que 'application || - ||; est une norme sur K.

1. Séparation. Soit © = (z1,...,x,) € R™ tel que :
n
lzfly =) |zl =0
2l
>0
Comme une somme de réels positifs ou nuls est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, il vient :
Par séparation de | - | sur K, nous en déduisons que :
Vie[l,n] x; =0k

Le vecteur x est donc nul.

2. Homogénéité. Soient A € K et © = (x1,...,x,) € K". Nous calculons :
n n n
1Azl =[Oz, Aan) [l =Y has =D A el = (A Y Jzil = Al [ 2]],
i=1 i=1 i=1
3. Inégalité triangulaire. Soient © = (x1,...,2,) € K" et y = (y1,...,yn) € K" D’aprés I'inégalité triangulaire vérifiée

par Papplication |- | :

n n n
e +yll =1l @ +ynmn +ya) = Dl +y:l <D leal + ) lwil = llz [l +llyll,
i=1 i=1 i=1

Ezxercice 9. — Soit n € N*. On se propose de comparer les trois normes || - [|;, || - ||y et || - ||, sur R".

1. Démontrer que :
VeeR" |lz]l, <zl <V llz]l,
et que ces inégalités sont optimales.
2. Démontrer que :
VeeR" [z|l <|lz[ly <nllz]l,
et que ces inégalités sont optimales.
3. Démontrer que :
Ve e R" |zl <llzlly < vnllzll,

et que ces inégalités sont optimales.
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1.5. Normes usuelles sur M,, ,(K) (HP)
Ezercice 10. — Soient n et p des entiers naturels non nuls. Démontrer que les applications :

Il My p(K) —— Ry |- ly M p(K) —— Ry I - s My p(K) —— Ry

o

définies par, pour tout A € M, ,(K) :

1A= > 14l 1Al =y (a77) = S M

(i,9)€[1,n] x[1,p] (i,5)€[1,n] x[1,p]

| Al i=max { [ [A]i; [ = (4,5) € [1,n] < [1,p] }

?

ol A est la matrice conjuguée de A, sont des normes sur M, ,(K). Lorsque K = R, que dire de la norme || - ||,

FEaxercice 11. — Soit un entier n > 2.
1. Donner une matrice A € M,,(R) telle que les matrices A et 2 A sont semblables.
2. Démontrer qu’il n’existe pas de norme N sur M, (R) telle que, pour tout (4, B) € M,,(R)? :

N(AB) = N(A) N(B)

3. Démontrer que l'application || - || : M, (R) —— R définie par, pour tout 4 € M, (R) :

Al maX{ZI [Aligl = 7€ [[Ln]]}

est une norme sur M,,(R) et que, pour tout (A, B) € M, (R)? :
1ABI <Al || B
1.6. Normes usuelles sur K[X] (HP)
Ezercice 12. — Démontrer que les applications :

-y : K[X] —— Ry - 1l - K[X] —— Ry | Moo : K[X] —— Ry

Il

définies par, pour tout P € K[X] :

|| P, ==max{|[P];| : te N}

+oo
1Py = 31 Pl

ensemble fini non vide

—_———
somme finie somme finie

sont des normes sur K[X]. Lorsque K = R, que dire de la norme || - ||5?

Exercice 13. — On se propose de comparer les trois normes || - ||, || - [|5 et || - || sur R[X].

1. Démontrer que :
VPeR[X] |[P[, <Pl

et que cette inégalité est optimale.

2. Démontrer qu’il n’existe aucune constante C' € Ry telle que :
VPeR[X] ||P],<C|[P]

3. Démontrer que :
VPeR[X] [P, <[Pl

et que cette inégalité est optimale.

4. Démontrer qu’il n’existe aucune constante C' € R telle que :
vPeR[X] ||P];<C|Pl,

5. Démontrer que :
VPeR[X] ||P[l, <[Pl

et que cette inégalité est optimale.
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6. Démontrer qu’il n’existe aucune constante C' € Ry telle que :

VPeR[X] [Pl <C[Pll,

Ezercice 14. — Soit n € N*. Démontrer que lapplication || - || : R,[X] —— R4 définie par, pour tout P € R, [X] :

est une norme sur R, [X].
1.7. Norme de la convergence uniforme sur un espace de fonctions bornées

Notation. — Dans cette partie, A désigne un ensemble non vide.
Définition 15. — Une application f de A dans K est dite bornée si :
IMeRy VacA |f(a)| <M
On note B(A,K) l’ensemble des fonctions de A dans K qui sont bornées, i.e. :
B(AK)={f¢€ K* : f est bornée}

Exercice 16. — Soit une fonction f: R4 —— R continue sur R et possédant une limite £ € R en +oo. Démontrer
que la fonction f est bornée sur R .

Proposition 17. — L’ensemble B(A,K) est un sous-espace vectoriel de KA.

Démonstration.
1. La fonction nulle sur A est clairement bornée sur A.
2. Soient (A1, \2) € K? et (f1, f2) € B(A,K)?. Il existe M; € R et M, € R tels que, pour tout a € A :

|f1(a)] < M et |f2(a)] < My
Soit a € A. D’apres I'inégalité triangulaire dans K :

|(A1 f1+ A2 f2)(a)] = [A1 fi(a) + A2 fa(a)| < A1 [fi(a)] + [A2| [fa(a)] < [Ai] My + [A2| My

indépendant de a

La fonction A1 f1 + Ao fo est donc bornée sur A.

Considérons une partie non vide X de R. On suppose qu’il existe une constante réelle M telle que :
VeeX <M [la constante M est indépendante de z]

Alors la partie X de R est majorée et M est un majorant de X. Le nombre M est donc plus grand que le plus
/\ petit des majorants de X, noté sup(X), i.e. :

sup(X) < M

Cet argument, que nous appellerons « passage a la borne supérieure sur tous les x € X », est commode pour
établir des inégalités mettant en jeu une borne supérieure.

Proposition 18. — L’application :

-] B(AK) — R,
> foo— sw{|f(e)] : ac A}

est une norme sur B(A,K), appelée norme de la convergence uniforme.

Démonstration.
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1. Séparation. Soit f € B(A,K) telle que || f ||, = 0. Soit a € A. Comme :

0<[f@ < flls=0

nous savons que |f(a)| = 0. Par séparation de | - |, il vient f(a) = 0. L’application f est donc identiquement nulle.
2. Homogénéité. Soit (A, f) € K x B(A,K).
— Si A =0, alors l'identité || X f ||, = [\ || ]|, est claire (les deux termes sont nuls). Nous supposons donc que
A #0.
— Soit a € A. Comme 'application | - | est multiplicative :

(AN @) =M (@) =M [f(a)] < AT 1o

constante indépendante de a

Par passage a la borne supérieure sur tous les éléments a € A, il vient :
A flloo S AL Flloo (5)

L’inégalité (5) vaut pour tout A # 0 et pour tout f € B(A4,K).
— En spécialisant (5) & A < 1/X et f < X f, nous obtenons :
1 1
== < ||A
11 = || 5 00| < 57 137 1

puis, en multipliant membre & membre par |A| > 0 que :

AL 1o S TAf M (6)

— De (5) et (6), nous concluons & || A f ||, = |\ || f |-
3. Inégalité triangulaire. Soit (f,g) € B(A,K)?2. Soit a € A. L’inégalité triangulaire pour |- | nous livre :

[(F +9) @) =1f(a) +g(@)| <[f(@)] +]g(a) < [/l + 9]l
—_———

constante indépendante de a

Par passage a la borne supérieure sur tous les éléments a € A, il vient :

1+ 9lloe < lloo +1191ls

1.8. Norme de la convergence en moyenne sur les espaces de fonctions continues sur [a, b]

Notation. — Dans cette partie, a et b désignent des réels tels que a < b.
Proposition 19. — L’application :
C%([a,b,K) — \ R,
e N L.

est une norme sur C°([a, b], K), appelée norme de la convergence en moyenne.

Démonstration.
1. Séparation. Soit f € C°([a,b],K) telle que || f ||, = 0. La fonction :

[a,0)) — K
t o ()]

est continue sur [a, b], positive ou nulle sur [a, b] et d’intégrale nulle sur [a, b]. D’apreés la propriété de séparation des
intégrales de fonctions continues, nous savons que :

Vi€ la,b] [f(H)]=0

La propriété de séparation de | - | nous livre alors que la fonction f est identiquement nulle sur [a, b].
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2. Homogénéité. Soit (), f) € K x C°([a, b], K). Grace a la multiplicativité de | - | et a la linéarité de I'intégrale :

b b b
||Af\|1:/ (@) dt:/ O] dt:/ ALLF®) dt = A 11 £1l

3. Inégalité triangulaire. Soit (f,g) € C°([a,b], K)2. L’inégalité triangulaire pour |- |, la croissance et la linéarité de
Iintégrale nous permettent de calculer :

b b b
1 +gll = [ 17+ a0l dt= [ 170+ 90l de < [ 1701 +1o0] at = £1] + g,

O

Notons CJ,,([a,b], K) I'ensemble des fonctions de [a,b] & valeurs dans K qui sont continues par morceaux sur
[a, b]. L’application :

0
N Com([a, 0, K)  — ) R,
£ )
0
@ n’est pas une norme sur Cgm([a, b], K) car elle ne vérifie pas la propriété de séparation. En effet la fonction :
[a,b] — K

PN {1 s%t:(a+b)/2
0 sinon

est continue par morceaux (elle est méme en escalier) sur [a, b] et vérifie N(f) = 0 sans que la fonction f ne soit
identiquement nulle sur [a, b].

1.9. Norme de la convergence en moyenne quadratique sur les espaces de fonctions continues sur [a,b]
Notation. — Dans cette partie, a et b désignent des réels tels que a < b.
Proposition 20. — L’application :

C°%([a, ], K)

— Ry
. b
[ rer

est une norme sur C°([a,b], K), appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.

Eléments de démonstration. Dans le cas ot K = R, la norme || - ||, est la norme euclidienne associé au produit scalaire
sur C°([a, b], R) défini par, pour tout (f,g) € C°([a,b], R)? :

b
(f.9) :/ F()gt) dt

Ezercice 21. — D’apres le théoreme des bornes atteintes :
C°([a,b],R) C B([a,b],R)

On se propose de comparer les trois normes || - |1, || - [|5 et || - ||, sur C([a,b],R).

1. Démontrer que :

Viel (b R)  [[fll; <Vo—allfll,
et que cette inégalité est optimale.

2. Démontrer qu’il n’existe aucune constante C' € Ry telle que :
Viel (o R)  [[fll,<CIfI

3. Démontrer que :
VIieKIX]  [[fIli<@O-a)llfll

et que cette inégalité est optimale.
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4. Démontrer qu’il n’existe aucune constante C' € R telle que :
Vel ([a bl R) [Ifllo <CIfIL

5. Démontrer que :

vieC (e R)  [[fll,<vVo—allflle
et que cette inégalité est optimale.

6. Démontrer qu’il n’existe aucune constante C' € Ry telle que :
VieC(aR)  [[flla<CIIfll

1.10. Normes usuelles sur des espaces de suites (HP)

Erercice 22. — On considére I’ensemble KN des suites u = (u,)nen d’éléments de K indexées par N. On pose :
L':={uecKN : Z |un| converge L*:={ucKN . Z \un|2 converge L™= {u c KN : west bornée}
n>0 n=0

1. Démontrer les inclusions L' ¢ L? C L*°.

2. Démontrer que L', L?, L* sont des sous-espaces vectoriels de KN.

3. Démontrer que l'application || - ||, : L' —— R définie par :
+oo
Vue L' lull, =" |ul
n=0

est une norme sur L!.

4. Démontrer que l'application || - ||, : L2 —— R définie par :

Vu e L? lully, =

est une norme sur L2. Que dire de la norme || - ||, lorsque K =R ?

5. Justifier que 'application || - || : L —— R définie par :
Vue L™ ||lul|l, =sup{|u,| : ne N}
est une norme sur L.
1.11. Distance associée a une norme
Définition 23. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé. La distance associée d la norme || - || est Uapplication :
ExE — R,

(z,y) — dz,y)=|[lz—-yll

Proposition 24. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé. La distance d vérifie les propriétés suivantes.
1. V(z,y) € B> d(z,y) =d(y,x) [symétrie]
2. Y(z,y) € E? d(z,y)=0<+= z=y [séparation)
3. Y(z,y,2) € B2 d(z,2) <d(z,y) +d(y,2) [inégalité triangulaire]

Démonstration.
1. Soit (z,y) € E?. Comme la norme d'un vecteur égale celle de son opposée :
d(z,y) =z -yl =ll-@-yll=lly -zl =d(y ).

2. Conséquence immédiate de la nullité de la norme du vecteur nul et de la séparation de la norme.

3. Soit (z,y,z) € E3. D’apreés I'inégalité triangulaire de la norme :
d(z,z) =llz =zl =l[-y)+ -2l <llz—yll+Ily -zl =d(z,y) +d(y,2).

O
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1.12. Boules ouvertes, boules fermées et spheéres

Définition 25. — Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé. Notons d la distance associée & la norme || - || et fixons
(a,FE) € E xR}
1. La « boule ouverte de centre a et de rayon r », notée B(a,r), est ’ensemble des éléments de E dont la distance ¢ a
est strictement inférieure da r, soit :

B(a,r):={z€E : ||z —al|<r}={z€E : d(z,a) <r}.

2. La « boule fermée de centre a et de rayon r », notée By(a,r), est Uensemble des éléments de E dont la distance a
a est inférieure ou égale a r, soit :

Bf(a,7):={z € E : |lz—a||<r}={x € E : d(z,a) <7}.

3. La « spheére de centre a et de rayon r », notée S(a,r), est l'ensemble des éléments de E dont la distance d a est
égale a r, soit :
S(a,r):={zeFE : |lz—al||=r}={xeE : d(z,a) =71}.

On a donc By(a,r) = B(a,r) U S(a,r).

Terminologie. — Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé. Lorsque le centre de la boule/sphére est le vecteur Og et
le rayon vaut 1, on qualifie la boule/sphére du mot « unité ».

1. La « boule unité ouverte » est la boule ouverte B(0g,1):={z € E : ||z]|| < 1}.
2. La « boule unité fermée » est la boule fermée B;(0g,1) :={x € E : ||z|| < 1}.
3. La « sphere unité » est la sphere S(0g,1) :={z € E : ||z|| =1}.

Ezemple 26. — Dans espace vectoriel R muni de la valeur absolue | - |, pour a € R et r > 0,on a :
B(a,r) =]a—r,a+7] Bf(a,r) =[a—r1,a+7] S(a,r)={a—r,a+r}
Ezxemple 27. — boules unité fermées dans R? pour les trois normes usuelles Dans l’espace vectoriel R2, I’allure des boules
dépend de la norme. Déterminer, puis représenter, la boule unité fermée pour les normes || - ||, || - |5 et || - |-
B(0,1) pour || - [ B(0,1) pour || - ||, B(0,1) pour || - ||,
Y Yy Y
1 1
1
(0,0) (0,0) (0,0)
x x x
—1 1 -1 1 -1 1
-1
-1 -1

Ezemple 28. — Soit (¢,r) € C°([0,1],R) x R%. Alors, pour toute fonction ¢ € C°([0,1],R) :

v eBplpr) = llg—¢llo<r
— Vze [07 1}7 |%0($)_¢(33)| ST
= Vzel0,1], ¢)—r<y) <elz)+r

— p—r<Yv<e+r

Les fonctions ¢ de By(p, ) sont donc celles qui ont leur courbe représentative dans le « tube » ci-dessous délimité par
les courbes des fonctions ¢ — r, ¢ + r et les droites d’équations x =0 et x = 1.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

Exercice 29. — Soit (E,[| - ||) un K-espace vectoriel normé tel que E # {0g}. Soit (a1,a2,71,72) € E x E x R} x R}
tel que B(ay,r1) = B(ag, ). Démontrer :que a1 = as et r1 = ro.

1.13. Partie convexe d’un R-espace vectoriel

Notation. — La lettre F désigne un R-espace vectoriel.

Lemme 30. — Soit (z,y) € E%. Les quatre parties de E suivantes :
{r+k(y—2): ke[0,1]} {y+k(x—y) : ke[0,1]} {PDz+Q-Ny:Ae€[0,1]} {dy+(1-XNz : Xe[0,1]}
sont égales.

Définition 31. — Soit (z,y) € E?. Le segment d’extrémités x,y est défini par :
[z, y] ={Az+ (1 =Ny : A€[0,1]}

Remarque 32. — D’apres le lemme 30, pour tout (z,y) € E?, [z,y] = [y, x].

Définition 33. — Une partie C de E est dite convexe si :
Y (z,y) €C?* [z,y] CC

Exemple 34. — Nous représentons ci-dessous une partie convexe et une partie non convexe de R2.
convexe non convexe
Y
x
Ezxercice 85. — Démontrer qu’'une partie C' de E est convexe si et seulement si :

VneNzy V(z1,2,...,20) €C" V(A da,o,A) € Ry D Ne=1= > MaxeC
k=1 k=1

Proposition 36. — Soient (E,|| - ||) un R-espace vectoriel normé et (a,r) € E x R}. Les boules :
B(a,r):=={x € E : ||[x—al|<r} e Byla,r):={z€E : ||z—all<r}
sont des parties convexes de E.

Exercice 37. — Soient (E,|| - ||) un R-espace vectoriel normé et (a,r) € E x R%. On considére la sphere de centre a et

de rayon r :
S(a,r)={z€R* : N(z—a)=r}.

Démontrer que By(a,r) est la plus petite partie convexe de E (au sens de 'inclusion) qui contient la sphere S(a,r).
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1.14. Parties convexes de R et caractérisation des fonctions convexes par leur épigraphe (HP)
Rappel. — On rappelle qu'une partie I de R est un intervalle si :

V(z,y) €I?, VzeR, z<2<y=2¢€1.

Ezercice 88. — Démontrer qu’une partie C' de R est convexe si et seulement si C' est un intervalle.

Rappel. — Soient I un intervalle et f: I —— R une fonction. On dit que la fonction f est convexe si :

V(z,y) €I YA€[0,1] fAz+ (1 =Ny <Af(z)+(1-N) f(z)

Exercice 39. — Soient I un intervalle de R et f: I —— R une fonction.
L’épigraphe de la fonction f est la partie du plan définie par &

Er={(z,y) eI xR : f(z)<y}.

La partie & du plan est donc la réunion du graphe C; de f et de la partie

du plan située au-dessus C;. Démontrer que : 2 C\
la fonction f est convexe <= la partie & de R? est convexe Y0 5w %
1.15. Parties et suites bornées
Définition 40. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et X une partie de E. On dit que X est une partie
bornée de E pour la norme || - || si :
IMeR;y VzeX |lz||<M
Ezercice 41. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et X une partie de E. Démontrer que la partie X est

bornée si et seulement si elle est incluse dans une boule fermée.

Ezercice 42. — On munit R? de la norme || - ||,. Les parties :
A= {(z,y) eR* : 2 +2y° <1} et B:={(z,y) eR*: 2> —2° <1}
sont-elles bornées 7

Ezercice 43. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.

1. Soit A une partie non vide et bornée de E. Justifier que le diametre de A, défini par :
§(A) :=sup{|lai —az || : (a1,a2) € A?}

est bien défini.

2. Soit (a,r) € E' x R%. Calculer le diametre de la boule ouverte B(a,r).

Définition 44. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et x = (z,)nen € EN. On dit que = est une suite
bornée de E pour la norme || - || si :
IMeR;y VneN |lz,||<M

i.e. sila partie {x, : n € N} de E est bornée pour la norme || - ||.

@ Le caractére borné d’une suite d’éléments d'un K-espace vectoriel normé (F, || - ||) dépend de la norme || - ||
placée sur F/, comme l'illustre I’exercice suivant.

Ezercice 45. — Pour tout n € N, on définit la fonction f,, par :
f 0,1] — R
" x> /na®
1. La suite (f,)nen est-elle bornée pour la norme || - ||, sur C°([0,1],R)?
2. La suite (f,,)nen est-elle bornée pour la norme || - || sur C°([0,1],R)?
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Proposition 46. — Soient un entier n > 2 et une famille de n espaces vectoriels normés (Ei, Ni)ic[1,n]- L application :
n
JJ B2 — R,
N i=1

x=(x1,...,2,) — N(x)=max{N;(z;) : ¢ €[1,n]}

n
est une norme sur H FE;, appelée norme produit.
i=1
Démonstration.
1. Positivité et séparation. Soit x = (x1,...,x,) € E et soit ¢ € [1,n].
— Comme pour tout 7 € [1,n], N;(x;) > 0, nous savons N(x) > 0.
— Supposons N (z) = 0 et considérons i € [1,n]. Nous obtenons :

puis z; = O, par propriété de séparation de la norme N;. D’ou z = Og.
2. Homogénéité. Soient x = (x1,...,2,) € E et A € K.
— Si A=0alors N(Az) =0 = |\| N(z). Nous supposons désormais A # 0.
— Soit i € [1,n].
Ni(A-xi) = |A| Ni(zi) < |A| N(z)
———

indépendant de ¢

Par passage au maximum sur tous les éléments i € [1,n], il vient :
N(Ax) < A N(@)

L’inégalité (7) vaut pour tout A # 0 et pour tout = € E.
— En spécialisant a A < 1/\ et & & + Az, il vient

1
N(x) < WN()\JZ)

puis, en multipliant membre & membre par |A| > 0, nous obtenons :

I\ N(z) < N(\z)

— De (7) et (8), on déduit que N(Az) = |\| N(x).

(8)

3. Inégalité triangulaire. Soient x = (x1,...,2,) € E et y = (y1,...,Yn) € E. Soit i € [1,n]. L'inégalité triangulaire

pour la norme N; livre :

Ni(@i +yi) < Ni(zi) + Ni(yi) < N(z) + N(y)
——_—————r
indépendant de %

En passant au maximum sur tous les ¢ € [1,n], il vient N(z +y) < N(z) + N(y).

O

Remarque 47. — Soient un entier n > 2 et une famille de n espaces vectoriels normés (E;, N;)ie1,n]- On note (E, N)

leur espace produit. Alors, pour tout (a = (a1,...,a,),r) € E x R% :

BE<a’a 7’) = H BEq (aiv 7”)
=1

2. Suite d’éléments d’un K-espace vectoriel normé

Notation. — Soit (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé fixé.
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2.1. Définition d’une suite convergente

Définition 48. — Soit u = (un)neN une suite d’éléments de vecteurs de E.

1. Soit a € E un vecteur. On dit que la suite u converge vers a pour la norme || - || si :
Ve>0 IN. €N Vn>N. |lu,—al|<e

Si c’est le cas, on écrit :
-1l
Uy ———— @
n—-4oo

2. Si la suite u ne converge vers aucun point, on dit qu’elle diverge.

Si (E,|| - ||) est un espace vectoriel normé, (u,)nen € EN et a € E, alors :
un~u—%a — [|un —a|| —— Or
(f) n—-+00 n—s—+o00

limite d’une suite réelle

Cette équivalence nous permet de réduire I’étude d’une suite d’éléments de E a une étude de suite de réels, pour
laquelle nous disposons de nombreux outils (e.g. le théoréme d’encadrement, le théoréme de la limite monotone).

. 1 1\"
Ezercice 49. — On munit R? de la norme || - || . Etudier la convergence de la suite ((M, (1 + 7> )> .
n neN*

n
Ezercice 50. — On munit R[X] de la norme || - || . Démontrer que la suite (X™),  diverge.
Exercice 51. — Soit X un ensemble non vide.
1. Soit (fn)nen une suite d’éléments de B(X,K), convergente pour la norme || - || de la convergence uniforme. On
note f € B(X,K) sa limite. Démontrer que, pour tout z € X :
folx) —— f(x) [limite d’une suite de nombres réels]

n—-+oo

2. Pour tout n € N, on définit la fonction f,, par :

! 0,1 — R
" x  — "
Démontrer que, pour tout x € [0, 1], la suite (f,(x))nen de nombres réels converge, mais que la suite de fonctions
(fn)nen diverge pour la norme || - || de la convergence uniforme.
@ Le caractére convergent d’une suite d’éléments d’'un K-espace vectoriel normé (E,|| - ||) dépend de la norme
[| - || placée sur E, comme l'illustre ’exercice suivant.

Ezercice 52. — Pour tout entier n € N*| soit f,: [0,1] —— R D'unique fonction affine sur chacun des intervalles
1 11 1 1 1
05| (g | [ 1] aui veritie o) = £ (2) = ry =0t () =1
{ 2n 2n'n n qui vérifie f(0) = f n f) ¢ 2n
1. Démontrer que la suite de fonctions (f,)nen+ € C°([0,1],R)N" converge pour la norme || - ||, de la convergence en
moyenne.
2. Démontrer que la suite de fonctions (fy,)nen+ € C°([0,1], R)N" diverge pour la norme || - || de la convergence
uniforme.

2.2. Unicité de la limite d’une suite convergente

Proposition 53. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et u = (u,)nen une suite de vecteurs de E. Si la

suite u converge vers un vecteur a de E, alors ce vecteur a est unique. On le nomme limite de la suite u et on le note
lim wu,.

n—-+oo

Démonstration. Soit (u,),en une suite convergente, soient (a1,az) € E? tels que :
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Raisonnons par I’absurde et supposons a; # as, i.e. € := ||a; — as|| > 0. Par hypothese, il existe N; € N et Ny € N tels
que :

€ €
Vn > N; Hun—alHég et Vn > Ny Hun—agHég
En particulier pour n := max (N7, N3), nous obtenons :
€ €
L R A A
Par suite :
2e
e =lla1 — az|| = [la1 — un + up — a2l < |lar — unl| + |Jun — a2|| = [Jun — a1 + [Jun — a2|| < ER
P 2 .
Comme € > 0, nous en déduisons 1 < 3’ ce qui n’est pas. O
2.3. Une suite convergente est bornée
Proposition 54. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et u = (un)nen une suite de vecteurs de E. Si la
suite u converge, alors elle est bornée, i.e. :
dMeR, VneN ||lu,||<M
® Une démonstration de la proposition 54 doit étre connue.
Ezercice 55. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et = € E.
1
1. Démontrer que la suite de terme général u,, = — x converge.
n
2. Etudier la nature de la suite de terme général v, = nx.
2.4. Opérations algébriques sur les suites
Théoréme 56. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé.
1. L’ensemble :
S.(E)={ue EN : la suite u converge pour la norme || - || }
est un sous-espace vectoriel de Uensemble EN.
2. De plus, Uapplication :
S.(E) — E
— 1
(u )nGN n~l>IJIrlooun
est linéaire.
Démonstration.
1. Remarquons d’abord que la suite nulle converge vers 0 et donc C (E, || - ||) est non vide.

2. Soient (un)neN, (Un)nen deux suites convergentes de limites respectives a,b et (A, p) € K2.
Nous allons montrer que la suite (Au, + v, )neN converge vers Aa + ub, ce qui d’une part achévera de montrer
que I'ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de EN et, d’autre part, établira que 'application
qui a une suite convergente associe sa limite est linéaire.
Supposons que ||+ |u] # 0 (dans le cas contraire, A = p = 0 et le résultat voulu est immédiat). Soit € > 0. Posons :

€
gdf=———>0
IAl =+ |l
Par hypothese, il existe deux entiers N7, Ns tels que :
e pour tout n = Ny, ||u, —al| < ¢&';
e pour tout n = Ny, ||v, —b|| < &',
Posons alors N3 = max (N1, N3) et considérons un entier n > Nj.
| Aun 4+ pvn) = (Na+pd) || = [|A(un —a) + p(vy =) ||
< A fun —all + [p| [[vn = b]]
< (Al + ) € =e.

Ainsi, Au, + pv, —— Aa+ pb.
n——+oo
O
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2.5. Convergence d’une suite a4 valeurs dans un espace produit

Théoréme 57. — Considérons une famille (E1,N1),...,(Ey,, Np) de p espaces vectoriels normés et munissons E =

P
HEi de la norme produit N (cf. proposition 46). Soient (un),cn € EN eta=(ay,...,a,) € E. Alors :
i=1

o0

Up = (Uin, - s Upon) ma:(al,...,ap) =

Démonstration. On démontre le résultat en raisonnant par double implication, grace a I'observation suivante.

Vo= (z1,...,2p) € E Vie [1,p] N;(x;) SN(x)zlrgaéc Ni(zj) < Ni(z1) + ... + Np(zp). (9)
ISP
=—. Supposons que (u u )L)a—(a ap), i.e. que :
. pPp q 1,ns---sUpmn st oo - 1,---,0p), 1.€. -
N(ul,n—al,...,up,n—ap)mOR

Soit ¢ € [1,n]. D’apres (9) :
O0<N; (Uin—ai) SN Uin—a1,...,Uppn — Gp)
Le théoréme d’encadrement livre alors :

N (i = as) T On

. N;
ie. u;p, — a;.

n—-+oo
N1 Np .
<=. Supposons que ai, ———> a1, ..., Gpp —— Ap, i.€. qUE :
7 n—4oo 7 n—4o0
Ni(uyp —ay) ——0 . N, (up, —a,) — 0
1 ( 1,n 1) st o0 R ) p ( PN ;D) Nt oo R

D’apres (9) :
0< N (ur,n — a1, Upn — ap) < N1 (U1,n —a1) + ..o+ Np (upn — ap)

Le théoreme d’encadrement livre alors :

N(ul,n —Qal,...;Upn — Clp) m) OR
. N
ie. (U1py-- ) Upn) T e= (a1,...,ap).
O
Ezercice 58. — Soit un entier n > 2. On munit M,,(K) de la norme || - || définie par :
o M — max ‘ [M]i,j |
1<i j<n

Soit A une matrice de M, (K), diagonalisable sur C et telle que, pour tout A € Speca(A4), |A| < 1. Démontrer que :

k
A o WM )

DAVID BLOTTIERE 16 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

2.6. Suites extraites et valeurs d’adhérence

Définition 59. — Soient (un)neN €t (Un)nen deux suites d’éléments d’un K-espace vectoriel E. On dit que (vp)neN
est une suite extraite de (up)nen 8%l existe une application p: N — N strictement croissante telle que :

VneN v, =ugyp

Si (vpn)nen est une suite extraite de (up)nen €t si (wy)nen est une suite extraite de (v, )nen, alors (wy)neN
est une suite extraite de (u,)nen. En effet, il existe deux applications ¢: N — N et ¢: N — N strictement
@ croissantes telles que pour tout n € N, w,, = vy(,). Nous en déduisons que :

Wy, = Ugorp(n) [prendre garde a la maniére de composer ¢ et 9]

et Vapplication ¢ o ¥p: N —— N est strictement croissante.

Définition 60. — Soit (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé. Un vecteur a € E est valeur d’adhérence d’une suite
(un)nen d’éléments de E, s’il existe une suite extraite de (un)neN convergeant vers a.

Lemme 61. — Soit p: N —— N une application strictement croissante. Alors :

YneN ¢n)=n.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur ’entier naturel n, en observant que la distance entre deux entiers distincts
est d’au moins 1.

o Initialisation & n = 0. Comme (0) € N, ¢©(0) > 0.
e Hérédité. Soit un entier naturel n tel que :
o(n) 2 n (10)

Comme ¢ est strictement croissante :
p(n+1) > p(n) (11)

Les nombres ¢(n + 1) et p(n) étant entiers, (11) nous apprend que :
p(n+1) = p(n) +1 (12)

D’apres (10) et (12) :
pn+1)=>en)+1=>2n+1

Proposition 62. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et (un)nen une suite d’éléments de E.

1. Si (up)nen converge vers a € E, alors toute suite extraite de (u,)neNn converge vers a, donc a est l'unique valeur
d’adhérence de (up)neN-

2. En particulier, si la suite (upn)nen posséde deux valeurs d’adhérence alors elle diverge.

Démonstration.
e [’assertion 2 est conséquence de la premiére.

e Supposons que la suite (u,)nen converge vers un vecteur a € E. Considérons une application strictement croissante
@: N — N et démontrons que la suite (uy@m)),, o Converge vers a.
Soit £ > 0. Comme la suite (uy), . converge vers a, il existe N € N tel que :

Vn>2N |lu,—al|<e (13)

Soit n € N tel que n > N. D’apres le lemme 61 :

o(n) 2 ¢(N) 2 N (14)
De (13) et (14) nous déduisons que || uy () — a|| < e. Ainsi avons nous établi que () —
n—-—4oo
O
/‘ ‘ La proposition 62 est commode pour prouver la divergence d’une suite.
Ezemple 63. — La suite réelle de terme général (—1)™ admet deux valeurs d’adhérence distinctes, 1 et —1. Elle est donc
divergente.
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2.7. Une suite bornée ne posséde pas nécessairement de valeur d’adhérence

Rappel. — Nous savons que toute suite réelle bornée posséde une valeur d’adhérence (théoréme de Bolzano-Weierstrafi).
Egercice 64. — Démontrer que toute suite bornée de (R?,]| - ||..) posseéde une valeur d’adhérence.

Le théoréme de Bolzano-Weierstra$, initialement établi pour Iespace vectoriel normé (R, |- |) se généralise a

@ Pespace vectoriel normé (R?,]| - ||.) (cf. exercice 64) et plus généralement a tout espace vectoriel normé de

dimension finie (nous le démontrerons plus tard). Cependant, lorsque 'espace vectoriel normé n’est pas de
dimension finie, il ne vaut pas (cf. exercice 65).

Exercice 65. — Munissons l'espace vectoriel R[X] de la norme || - ||. Démontrer que la suite (X™), . est bornée, mais
qu’elle ne possede aucune valeur d’adhérence.

3. Topologie d’un espace vectoriel normé

Notation. — Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel normé (E,|| - ||).
3.1. Ouverts et fermés d’un espace vectoriel normé
Définition 66. — Une partic U C E est un ouvert de (E,|| - ||) si :

VeeU drp,eRL B(x,ry) CU

Une partie F' C E est un fermé de (E, || - ||) si son complémentaire E\ I est un ouvert.
Ezemple 67. — Les parties E et @ sont des ouverts et des fermés de (E, || - |]).
Ezemple 68. — Si a € E alors le singleton {a} est un fermé de (E, || - ||).

FEzxzemple 69. — Si E =R alors :
1. Pensemble 0, 1[ est un ouvert ;

2. Pensemble [0, 1] est un fermé.

Une partie de F qui n’est pas ouverte n’est pas nécessairement fermée et une partie de F qui n’est pas fermée
n’est pas nécessairement ouverte. En effet, la partie [0, 1] de R n’est ni ouverte ni fermée.

e Si[0,1] était une partie ouverte de R, alors il existerait un réel ro > 0 tel que :
] = 70,0l = B(0,m0) C [0,1]
ce qui n’est pas, puisque le réel 7%0 appartient & B(0,7() mais pas a [0, 1].
@ e Si [0, 1] était une partie fermée de R, alors :
R\ [0,1[=]— 00,0[U[1,+o0|
serait une partie ouverte de R. Ainsi il existerait un réel 0 < r; < 2 tel que :

J1—ry,14+m[=B(1l,r1) C]—00,0[U[l, 00|

ce qui n’est pas puisque le réel 1 — %1 appartient a B(1,71) mais pas & | — oo, 0[U[L, 4o0].
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3.2. Propriétés topologiques des boules

Proposition 70. — Une boule ouverte est un ouvert de (E,|| - ||) et une boule fermée est un fermé de (E,|| - ||).

Démonstration. Soient (a,r) € E x R.

1. Démontrons que la boule ouverte B(a,r) est un ouvert de (E,|| - ||). Considérons x € B(a,r) et démontrons qu’il
existe une boule ouverte centrée en x contenue dans B(a,r). Posons :

rei=r—|la—x]| >0 [faire une figure dans (R?,|| - ||,) pour comprendre ce choix]|

et démontrons que B(x,ry) C Bla,r).
Soit y € B(z, 7). Par 'inégalité triangulaire :

ly—all=lly-—z+z—al[<|ly—zl[+]lz-all <ra+|la—z]=r

donc y € B(a,r) et B(z,ry) C B(a,r).
Ceci étant vrai pour tout € B(a,r), la boule B(a,r) est un ouvert de (E,|| - ||).

2. Démontrons que la boule fermée By(a,r) est un fermé de (E, || - ||), i.e. que E\ Bf(a,r) est un ouvert. Considérons
z € E\ By(a,r) et démontrons qu’il existe une boule ouverte de centre = contenue dans E \ By(a,r). Posons :

ry =l —all—r>0 [faire une figure dans (Rz, || - |l5) pour comprendre ce choix|

et démontrons que B(z,r,) C E \ Bf(a,r).
Soit y € B(x,r;). Par la deuxiéme inégalité triangulaire :

ly—all=lly-—z+z—allZ|lz—al[-[ly—z[| > [lz—al|-re =

donc y € E'\ Bf(a,r). Ainsi, B(z,r;) C E\ By(a,r).

Ceci étant vrai pour tout z € E'\ By(a,r), la boule E\ By(a,r) est un ouvert de (E,|| - ||).
O
3.3. Opérations sur les ouverts et les fermés
Proposition 71. — Les parties ouvertes de R possédent les deux propriétés de stabilité suivantes.
1. Une réunion quelconque d’ouverts de (E,|| - ||) est un ouvert de (E,|| - ||).
2. Une intersection finie d’ouverts de (E,|| - ||) est un ouvert de (E,|| - ||)-
Démonstration.
1. Soient (U;)ier une famille d’ouverts de (E,|| - ||) et x € U U;. Par définition d’une réunion, il existe i, € I tel que
iel
x € U;,. Comme U;, est un ouvert de (E,|| - ||) contenant z, il existe r, € R tel que :
B(z,ry) CU;, C U U;.
iel
Ceci étant vrai pour tout = € U U, U U; est un ouvert de (E, || - ||).
i€l el
P
2. Soient un entier p > 2 et Uy, ..., U, des ouverts de (E,|| - ||). Soit z € ﬂ U;. Comme, pour tout i € [1,p], U; est
i=1
un ouvert de (E,|| - ||) contenant z, il existe r,; € R} tel que B (x,7,;) C U;. Sil'on pose :
re i=min{ry1,...,70p} € RL [le minimum d’une partie finie non vide de R est bien défini]
alors, pour tout i € [1,7] :
B(z,ry) C B(z,r5,:) CU;
donc :
P
B(z,r:) C (Ui
i=1
P P
Ceci étant vrai pour tout x € ﬂ U, m U; est bien un ouvert.
i=1 =1
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Corollaire 72. — Les parties fermées de R possédent les deux propriétés de stabilité suivantes.
1. Une réunion finie de fermés de (E,|| - ||) est un fermé de (E,|| - ||).

2. Une intersection de fermés de (E,|| - ||) est un fermé de (E,|| - |]).
Démonstration. Nous déduisons les deux assertions de la proposition 71 par « passage au complémentaire ».

1. Soient un entier p > 2 et Fy,..., F,. des fermés de (E,|| - ||). Alors pour tout ¢ € [1,7], E \ F; est un ouvert de
(E, || - I]). Donc d’apres la proposition précédente :

ﬂ(E\F»:E\(Um)

i=1 =1

o (52 (07)) - U
est un fermé de (E,|| - ||)-

2. Soit (F;)ier une famille de fermés de (E,|| - ||). Alors pour tout ¢ € I, E'\ F; est un ouvert de (E,|| - ||). Donc,
d’apres la proposition précédente :

est un ouvert de (E,|| - ||). Donc :

i€l i€l

“ (2 (07))-0

est un ouvert de (E,|| - ||). Donc :

est un fermé de (E, || - |]).

1. Une intersection infinie d’ouverts n’est pas nécessairement un ouvert. Par exemple :

11
N Jwal =0
neN*
ouvert de R

@ n’est pas une partie ouverte de R.

2. Une réunion infinie de fermés n’est pas nécessairement un fermé. Par exemple :

1 1
U {—1—&—7,1—7} =]-1,1]
nelN* n n

fermé de R

n’est pas une partie fermée de R.

Proposition 73. — Une sphére de (E,|| - ||) est une partie fermée de (E,|| - ||).
Démonstration. Si (a,r) € E x RY alors :
S(a,r) = Bs(a,7) N (E\ B(a,r))
est une partie fermée de (E, || - ||) comme intersection de deux fermés de (E,|| - ||). O

Proposition 74. — Considérons une famille (Eq1, N1),...,(Ep, Np) de p espaces vectoriels normés et munissons E =

P
HEZ' de la norme produit N (cf. proposition 46).

i=1

p
1. Considérons, pour tout i € [1,p], un owvert U; de (E;, N;). Alors H U; est un ouvert de (E, N).
i=1

P
2. Considérons, pour tout ¢ € [1,p], un fermé F; de (E;, N;). Alors HFi est un fermé de (E, N).
i=1

DAVID BLOTTIERE 20 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

Eléments de démonstration.

P
1. Nous savons que, si pour tout i € [1,p], B; est une boule ouverte de (F;, N;), alors H B; est une boule ouverte de
i=1
(E, N) (cf. remarque 47). L’assertion 1 en découle.
2. L’assertion 2 est conséquence de la premiere. En effet :
P
E\HFZZ(El\Fl) XEQ X ... XEp U E1 X (EQ\FQ) XE3 X ... XEp u...u El X ... XEp_l X (Ep\Fp)
i=1 produit d’ouverts produit d’ouverts produit d’ouverts
O
3.4. Voisinages d’un point
Définition 75. — Soit a € E. Une partie V de E est appelé voisinage de a dans (E,|| - ||) si :
drq € RT  B(a,rq) CV
Ezemple 76. — Soient des réels z,y, z tels que x < z < y. Les intervalles |z, y[, [z, y], ]z, y] sont des voisinages de z dans
R.
Ezemple 77. — Supposons que E # {0g} et considérons a € E. Alors, 'ensemble {a} n’est pas un voisinage de a dans
(E,|| - |), puisque pour tour r > 0, B(a,r) ¢ {a}.
Remarque 78. — Soit a € E. Un ensemble contenant un voisinage de a dans (E,|| - ||) est un voisinage de a dans
(1~ 1)-
Proposition 79. — Une partie U de E est un ouvert de (E,|| - ||) si et seulement si la partie U est un voisinage de
chacun de ses points dans (E,|| - |]).
Proposition 80. — Soita € E.
1. Une réunion quelconque de voisinages de a dans (E,|| - ||) est un voisinage de a dans (E,|| - ||).
2. Une intersection finie de voisinages de a dans (E,|| - ||) est un voisinage de a dans (E,|| - ||)-
Démonstration.
1. Soit (V;)ier une famille de voisinages de a dans (E,|| - ||). Soit ig € I. Comme V;, est un voisinage de a dans
(E,|| - ]]), il existe » € R tel que B(a,r) C V;,. Alors :
B(a,r) C U Vi.
iel
Donc U V; est un voisinage de a dans (E,|| - ||).
iel
2. Soient un entier p > 2 et Vy,...,V, des voisinages de a dans (E, || - ||). Alors :
Vie[l,r] 3r; >0 B(a,r;) CV;
Si 'on pose :
r:=min{ry,...,7} € R} [le minimum d’une partie finie non vide de R est bien défini]

alors, pour tout ¢ € [1,7] :
B(a,r) C B(a,r;) CV;

donc :

T
Ainsi ﬂ V; est un voisinage de a dans (E, || - |]).
i=1
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O

Une intersection infinie de voisinages d’un point peut ne pas étre un voisinage de ce point. Par exemple, posons

11
E =R, a=0,et pour tout n € N*, V,, = {77,7}.P0urtoutn€N*:
n'n

¢ o(02) -]t

)
n n

donc V,, est un voisinage de 0. Or, ﬂ V,, = {0} n’est pas un voisinage de 0.
neN*

3.5. Définition de I’adhérence d’une partie

Définition 81. — Soit A une partie non vide de E.

1. Soit x € E. On dit que x est adhérent a A dans (E,|| - ||), si tout voisinage de x dans (E,|| - ||) rencontre A, i.e.
st :
VeeRY B(z,e)NA#2

2. L’ensemble des points adhérents & A est appelé adhérence de A et est noté A.

L’adhérence de l’ensemble vide est ’ensemble vide lui-méme, i.e. T = &.

Remargue 82. — Une partie A de E est contenue dans son adhérence dans (E, || - [|), i.e. A C A.

Ezemple 853. — L’adhérence de ]0, 1] est [0, 1] dans (R, |- |).

Ezercice 84. — Démontrer que ’adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon,

ie. :

V(a,r) € ExRYL B(a,r)= By(a,r).

3.6. Propriété de minimalité de ’adhérence et caractérisation des fermés via ’adhérence

Théoréme 85. — Soit A une partie non vide de E. Son adhérence A est le plus petit fermé de (E,|| - ||) contenant A,
d’ot :
A= () F
ACF
F fermé
Démonstration.

1. A est un fermé. Nous démontrons que £\ A est un ouvert. -
Soit x € E'\ A. Comme z ¢ A, il existe r > 0 tel que B(x,r) N A = &. Démontrons que B(z,r) C E\ A.
Soit y € B(z,r). Comme B(z,r) est une partie ouverte de E, il existe r, > 0 tel que B(y,r,) C B(z,r). Comme :

B(y,ry) NACB(z,r) N A=2

il vient B(y,r,) N A= @. Ainsi y € E'\ A.
Ceci étant vrai pour tout y € B(x,r), nous savons que B(x,r) C E\ A.

2. A est le plus petit fermé contenant A. Nous savons déja que A est un fermé qui contient A. Considérons un fermé
F qui contient A et démontrons que A C F ou plutét E\ F C E \ A, assertion qui lui est équivalente.
Soit z € E'\ F. Comme F est une partie fermée de E, E\ F’ est un ouvert, donc il existe r > 0 tel que B(z,r) C E\F.
Comme AC F, E\F C E\ A et donc B(z,7) C E\ A. Ainsi B(z,7) N A = @, ce qui livrte z € E \ A.
Ceci étant vrai pour tout z € E \ F, nous en déduisons que E\ F C E \ A.

3. A est Uintersection de tous les fermés contenant A. Comme A est un fermé contenant A :
(| FcA

ACF
F fermé

Or ﬂ F est un fermé (comme intersection quelconque de fermés) contenant A. Comme tout fermé contenant A

ACF
F fermé

contient aussi A (cf résultat obtenu en 2), il vient :

Ac () F
ACF
F fermé
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U
Corollaire 86. — Soit A une partie non vide de E. L’ensemble A est fermé dans (E,|| - ||) si et seulement si A = A.
Démonstration.
—. Supposons que A est fermé. Alors A est un fermé contenant A, donc A C A. Comme A C A, il vient A = A.
<=. Supposons A = A. Comme A est un fermé, A est un fermé.

O

3.7. Caractérisations séquentielles de ’adhérence et des fermés
Théoréme 87. — Soit A une partie non vide de E.

1. Un élément x € I est adhérent a A si et seulement si x est limite d’une suite d’éléments de A, i.e. :

reEAd — E!(an)neNeAN an&x

n—>-+oo

2. L’ensemble A est fermé si et seulement si, toute suite d’éléments de A qui converge dans F, a sa limite dans A, i.e.

n——+0oo
Démonstration.

— 1
1. =. Soit x € A. Pour tout n € N, B <:z:7 ﬁ) N A # @, donc il existe a,, € A tel que :
n

1

Og”x—aanm

D’aprés le théoréeme d’encadrement pour les suites réelles, ||z — ay, || —+> 0. La suite (a,)nen € AN
n—-—+0oo

converge donc vers x.
<. Supposons qu'il existe une suite (a,),en € AN qui converge vers .
Soit r > 0. D’apres la définition de la convergence d’une suite, il existe un rang N € N tel que pour tout
n>=N, ||z —ay|| <r. Ainsi :
Vn>N a,¢€ B(z,r).

en particulier ay € B(z,r) et donc B(z,7) N A # @. B
Ceci étant vrait pour un réel r > 0 quelconque, il vient z € A.

2. Cette assertion découle du fait que A est fermé si et seulement si A = A.

Ezercice 88. — On munit R? de la norme || - || . Démontrer que :
F:={(z,y) eR* : z =y} [premiére bissectrice]
est une partie fermée de (R?,]| - || ) et que :
U:={(z,y) € R?:z>0ety> 0} [quart de plan au nord est|

est une partie ouverte de (R%,]] - ||.)-

Ezercice 89. — Soit un entier n > 2. On munit M, (R) de la norme :

M,(R) — R,

H : ||oo A — max |[A]1j |
(i,5)€[1,n]?

Démontrer que S, (R) est une partie fermée de (M,,(R), || - ||.) et que GL, (R) est une partie ouverte de (M, (R), || - ||.)-

Exercice 90. — On considere :
A= {fec0IR) : f(1)=1)
Démontrer que A est une partie fermée de (C°([0,1], R), || - ||, ) mais que A n’est pas une partie fermée de (C°([0,1],R), || - ||;)-
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3.8. Densité d’une partie
Définition 91. — Une partic A de E est dite dense dans E si A=F, i.e. si:

VeeE, Ve>0, Ja.€ AN DB(z,e).

Ezemple 92. — Q est dense dans (R, |- |).

FEzercice 93. — Démontrer que ’ensemble :

D:= {212 : (p,q) €Z x N} [ensemble des nombres dyadiques]

est dense dans (R, |- |).
Ezxercice 94. — Démontrer que Q" est dense dans (R", || - ||)-

Corollaire 95. — Une partie A C E est dense dans E si et seulement si tout élément de E est limite d’une suite
d’éléments de A, i.e. si et seulement si :

Ve e FE 3J(ap)neN € AN q, % T
n—-+oo

Démonstration. Cette assertion découle de la définition 91 d’une partie dense dans E et de la caractérisation séquentielle
de Padhérence (cf. théoréme 87). O

Ezercice 96. — Munissons E = R[X] de la norme N définie par :

R[X] — R,
+oo

N |an|
P — _—
nz:% n+1

Démontrer que ’ensemble A = {Z arX* e R[X] : Z ay = O} est dense dans (E, N).

k=0 k=0
Ezercice 97. — Soit un entier n > 2. On munit M,,(R) de la norme :
I Moo A —  max |[A]i,l.
(4,9)€1,n]?
Démontrer que GL,(R) est une partie dense de (M, (R),|| - ||)-
Ezercice 98. — Nous établissons une alternative topologique pour les hyperplans.

1. Démontrer que I'adhérence F' d’un sous-espace vectoriel F' de E est encore un sous-espace vectoriel de FE.

2. En déduire qu’un hyperplan H de E est soit fermé dans F, soit dense dans F.

Ezercice 99. — Soient E :=C([0,1],R) et :

A={feFE : f(0)=0}.

1. Démontrer que A est dense dans E pour la norme || - ||;.

2. Démontrer que A est fermé dans E pour la norme || - || .
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3.9. Intérieur d’une partie

Définition 100. — Soit A une partie non vide de F, soit a € E.

1. Le point a est intérieur a A si A est un voisinage de a. De maniére équivalente, a est intérieur a A si :

Jre, >0 Bl(a,r,) C A.

o
2. L’ensemble des points intérieurs a A est appelé intérieur de A et noté A.

o
Par convention, Uintérieur de l’ensemble vide est l’ensemble vide lui-méme, i.e. & = &.

o
Remarque 101. — Pour toute partie A de E, A C A.

o

Théoréme 102. — Soit A une partie non vide de E. Son intérieur A est le plus grand ouvert contenu dans A, de sorte
que :

o

A= |J w

UCA
U ouvert

Démonstration.

o

o o
1. A est un ouvert. Soit a € A. Alors il existe r, > 0 tel que B(a,r,) C A. Nous allons démontrer que B(a,r,) C A,

o
ce qui assurera que A est un ouvert.
Soit y € B(a,r,). Comme B(a,r,) est un ouvert, il existe r, > 0 tel que :

B(y,ry) C B(a,ry) C A
o
donc y € A.
o
Ceci étant vrai pour tout y € B(a,r,), nous en déduisons que B(a,r,) C A.

o o
2. A est le plus grand ouvert contenu dans A. Considérons un ouvert U contenu dans A et démontrons que U C A.
Soit @ € U. Comme U est un ouvert, il existe r, > 0 tel que :

B(a,r,) CUC A
o
Ainsi a € A.
o
Ceci étant vrai pour tout a € U, il vient U C A.

o o
3. A est la réunion de tous les ouverts contenus dans A. La partie A est un ouvert contenu dans A, donc :

o
Ac |J U
UCA
U ouvert
Or, U U est un ouvert (comme réunion d’ouverts) qui est contenu dans A. Comme tout ouvert contenu
UCA, U ouvert
o
dans A est contenu dans A : )
U vca
UCA
U ouvert
O
o
Corollaire 103. — Soit A une partie de E. A est ouvert dans (E,|| - ||) si et seulement si A = A.

Démonstration.

o o o
—>. Supposons que A est un ouvert. Alors A est un ouvert contenu dans A, donc A C A. Comme A C A, il vient A = A.

o o
<. Supposons que A = A. Comme A est un ouvert, A est un ouvert.
O

Théoréme 104. — Soit A une partie non vide de E.
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1. Le complémentaire de l'intérieur de A est égal a l’adhérence du complémentaire de A, i.e. :
o —_
E\NA=FE\ A

2. Le complémentaire de l'adhérence de A est égal a l'intérieur du complémentaire de A, i.e. :

Démonstration.
o [ o
1. D. Comme F \ A est un fermé contenant £ \ A, il vient £\ A C F \ A.

C. Soit x EE\A Comme x gZA pourtout r >0, B(x,r) ¢ Adonc B(z,r)N(E\ A) # 2. Ainsi, € E\ A
Ceci étant vrai pour tout € E \ A nous en déduisons que E \ A - E \ A.

2. C. Comme E \ A est un ouvert contenu dans E \ A, il vient E\ AC E \ A.
D. Soit z € E\ A. 1l existe 7 > 0 tel que B(z,r) C E\ A. Donc B(z,r)NA =@ et x ¢ A, ie. x € E\ A. Ceci

étant vrai pour tout x € E'\ A, nous en déduisons E\ A C E\ A.
U

Exercice 105. — Soit (a,r) € E x R%. Démontrer que Ef(a,r) = B(a,r).
Ezxercice 106. — Soit A une partie de £ d’intérieur non vide. Démontrer que Vect (A) = E.
Exercice 107. — On munit £ := R[X] de la norme || - ||;.

oo oo
1. Démontrer que A = {Z aka : Z ap > 0} est un ouvert. Déterminer A.
k=0

oo oo

o

2. Démontrer que B = {Z aka : Z ar = 0} est un fermé. Déterminer B.
= k=0

Ezxercice 108. — On munit £ := C([0,1],R) de la norme || - ||,
1. Montrer que A= {f € E : f > 0} est un ouvert. Déterminer A.

o
2. Montrer que B={f € E : f(0) =0} est un fermé. Déterminer B.
3.10. Frontiére d’une partie

Définition 109. — Soit A une partie non vide de E.
1. Soit a € E. On dit que a est un point frontiére a A si a appartient d l’adhérence de A mais pas da lintérieur de A.

2. L’ensemble des points frontiére de A est appelé fronticre de A, et noté OA. Ainsi :
PA=TA\ A.
Ezemple 110. — La frontiere d’un intervalle [a, b] vaut {a,b}. Il en est de méme pour les frontieres de |a, b], de ]a,b] ou
de [a,b].
Ezxemple 111. — Soit (a,r) € E x R}. Soit A une partie de E telle que :
B(a,r) C A C By(a,r).

Alors 0A = S(a,r).
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3.11. Topologie induite

Définition 112. — Soit A une partie non vide de E.

1. Soit a € A. Une partie YV, de A est appelée voisinage relatif de a dans A s’il existe un voisinage Vg, de a dans
E tel que :

Vaa=VE.NA

2. Une partie Uy de A est appelée ouvert relatif de A s’il existe un ouwvert Ug de E tel que :
Us=UgNA
3. Une partie Fa de A est appelée fermé relatif de A s’il existe un fermé Fg de E tel que :

Fy=FgnNnA

Soit A est une partie non vide de A et a € A.
1. un voisinage de relatif de a dans A n’est pas nécessairement un voisinage de a dans F;
@ 2. un ouvert relatif de A n’est pas nécessairement un ouvert de F';
3. un fermé relatif de A n’est pas nécessairement un fermé de F

comme l’illustre ’exemple suivant.

Ezemple 113. — Considérons la partie A = [0, 2] de R.
1. la partie :
[0,1] = ]—1,1] NnA
—
B(0,1) voisinage de 0 dans R
est un voisinage relatif de 0 dans A, mais n’est pas un voisinage de 0 dans R.;
2. la partie :
[0.1f= ]-11 nA
——
B(0,1) ouvert de R
est un ouvert relatif de A, mais n’est pas un ouvert de R ;
3. La partie :
[L,2[= [1,3] nA
—~—
B¢(2,1) fermé de R

est un fermé relatif de A, mais n’est pas un fermé de R.

Soit A une partie de E. Le concept de fermé relatif de A met en jeu un fermé de E, ce qui le rend parfois
Q) délicat & manier (e.g. le fermé de E qui apparait n’est pas unique a priori). Nous disposons cependant de la
v caractérisation séquentielle suivante des fermés relatifs de A, qui est plus intrinséque & la partie A (E n’intervient
qu’au travers de sa norme).

Proposition 114. — Soit A une partie non vide de E. Une partie Fy de A est un fermé relatif de A si et seulement
St :
V(J;n)nENEFAN Vaec A xn&)a — aEFA
n—-4oo

Démonstration.

=. Supposons qu'il existe un fermé F de E tel que F4 = Fr N A. Considérons une suite (2, )nen € F.AN et un élément
a € A tel que :

Ty — Q
n—-+oo

Comme (z,,)nen est une suite de vecteurs de Fg D F4 et Fg est fermé dans E, nous savons que la limite a de la
suite (z,,)nen appartient a Fg. Ainsi a € Fg N A = Fjy.

<. Supposons que :

V(xn)neNEFAN Vaec A xnil—;ll—%a = a€Fy (15)
n——+0oo

Considérons F4 (adhérence de Fi4 dans E, qui est un fermée de E) et démontrons Fa = F4 N A.
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C. Comme Fy C A et Fq C Fy, il vient :
FAZFAQACFAQA

D. Soit a € Fa N A. Comme a € Flg, il existe une suite (1,,)nen € Fj\I telle que z,, % a. Comme a appartient
n—-+0oo

également & A, nous déduisons de (15) que a € Fla.
Ceci étant vrai pout tout a € F)y N A, il vient F4 N A C Fjy.

4. Etude locale d’une application, continuité

Notation. — Dans toute cette partie, (E, || - ||z) et (F,|| - ||p) désignent deux espaces vectoriels normés et A une partie
non vide de E.

4.1. Notion de limite de fonction
Définition 115. — Soienta € A, b€ F et f € FA. On dit que f a pour limite b en a si :
Ve>0 3dn>0 VaeeA |lz—allg<n = |f(z)-b||lp<e

On écrit alors f(x) —— b.

Tr—ra

Remarque 116. — Avec les notations de la définition 115, la fonction f a pour limite b en a si et seulement si :
Ve>0 3In>0 VzeBgla,n)NA f(z)e Bp,e)

ou encore si et seulement si :
Ve>0 317 >0 f(BE(CL,U) ﬁA) C BF(b,E)

4.2. Unicité de la limite d’une fonction en un point adhérent a I’ensemble de définition

Proposition 117. — Soient a € A, (b1,by) € F? et f € FA. Si f(x) — by et f(x) — ba, alors by = ba.

Tr—ra

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons by # bg, i.e. € := ||by — ba||r > 0.
Il existe n; > 0 et o > 0 tels que :

f(BE(a,m)ﬂA) C Brp <b1,§> et f(BE(a,ng)ﬂA) C Brp (bg,%)

Posons alors 7 := min(n,72) > 0. Comme B(a,n) = B(a,n1) N B(a,n2), il vient :
€ 5
f(Be(a,m) N A) € f(Bplam)NA) N f(Belam)N4) € Br(br,2) N Br(bs) € @
Ainsi Bg(a,n) N A = @, ce qui contredit 'appartenance de a & A. O

Définition 118. — Soienta € A, b€ F et f € FA. Si f a pour limite b en a, on dit que b est la limite de f en a, et
on note lim f(x)=b.
r—ra

4.3. Caractérisation séquentielle de la notion de limite

Théoréme 119. — Soienta € A, b€ F et f € FA. Alors f(x) —— b si et seulement si :

Tr—ra

Y (2p)nen € AN Ty —2sa = f(zn) JQF—% b
n—->—+o0o n—->—+o0o

Démonstration. Procédons par double implication.
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=>. Soit (2, )nen une suite d’éléments de A convergeant vers a. Soit € > 0.
De f(x) — b nous déduisons
Tr—ra

dn >0 f(Bg(a,n)NA) C Bp(be) (16)
- llg

Comme z,, ————— a
n——4+oo

ANeN Vn>=2N |lz,—allp<n (17)

Soit n > N. D’apres (17), z, € Bg(a,n) N A. Alors (16) livre f(x,) € Br(b,¢), soit || f(zn) —b||p <e.

Ceci étant vrai pour tout n > N, nous en déduisons que f(x,) % b.
n——+0oo

<. Raisonnons par contraposée et supposons que f(z) ne tende pas vers b quand x tend vers a.
Alors :
>0 Yn>0 f(Be(an)nA) ¢ Bribe) (18)

1
Soit n € N*. D’apres (17), il existe x,, € Bg (a, ﬁ) N A tel que f(z,) &€ Br(b,e), ie. || f(zn) —b||p = €.

e La suite (z,,)nen+ converge vers a, puisque :
* 1 s N 3 . ,
VneN* 0< ||z, —allg < — [théoréme d’encadrement pour les suites réelles]
n

e La suite (f(z,))nen+ ne converge pas vers b. En effet, comme
VneN" || f(zn) =bllp > ¢

la suite numérique (|| f(zn) —b||p) est minorée par € > 0. Elle ne peut pas converger vers OR.

neN*
- U
Remarque 120. — Soient a € A, b € F et f € FA. Si f a pour limite b en a € A, alors pour toute suite (z,)nen

convergeant vers a, la suite (f(2y)),cn converge et :

f ( lim xn) = lim f(z,) échange des symboles f et lim

n—-+oo n—-—+oo n—-+4oo

(’_) ‘ Le théoreme 119 est un outil précieux pour établir que des applications n’ont pas de limite, cf. exercice suivant.

Ezercice 121. — On munit R? de la norme || - || _.

On consideére la fonction

R?\ {(0,0)} — R
ry

(z,9) m

dont le graphe
U= {(z,y, f(z,y) : (x,y) € R*\{(0,0)}}

est (partiellement) représenté ci-contre. Démontrer que la
fonction f n’admet pas de limite en (0, 0).

4.4. Composition de limites

Proposition 122. — Soient (G, || - ||) un K-espace vectoriel normé, B C F, f € FA et g € GB. Supposons que
f(A) C B. L’application go f est bien définie et, pour touta € A, b€ B etce G :

(#) ——=b
e = gof(z) —— e
T—ra
—_—
Y y—>b ¢
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Démonstration. Soit € > 0. De g(x) ——» cnous déduisons
r—

In>0 g(Br(b,n)NB) C Bal(ce)

Comme f(x) —— b

Tr—ra
Ja>0 f(Bg(a,a)NA) C Bp(b,n)NB [ici, nous utilisons ’hypotheése f(A) C B]
Donc :
g f(Bela.a)14) = g([(Be(a)nA) ¢ g(BrO.)NB) < Bale.e)

Ceci étant vrai pour tout € > 0, il vient go f(x) —— c.
T—ra

4.5. Limite d’une fonction a valeurs dans un espace produit

Proposition 123. — Soient (Fy, N1),...,(F N,) des espaces vectoriels normés. On munit l'espace vectoriel F :=

de la norme produit N (cf. proposition 46). Soient a € A, b= (b1,...,b,) € F et une application

f A — F
z — (filx),..., ()

Alors :
fl (l’) s bl

r—a

fol@) — b,

Il e

p

[~

i=1

Démonstration. Soit une suite (z,,)nen € AN telle que x,, ——=+ a. D’aprés le théoreme 119, il nous suffit d’établir que

n—-+oo

fi(zn) —2—s by

n—-—4o0o
N .
flon) b = o
fo(zn) m by

Ce résultat est conséquence du théoréme 57 sur les limites de suites dans un espace produit.

4.6. Opérations algébriques sur les limites de fonctions

Proposition 124. — Soient a € A, M, s € K, f1, fo € F4 et by,by € F. Alors :

f1 (SC) —_— b1

roa = /\1f1($)+/\2f2($)m)\lb1+>\2b2
fal@) T e

Démonstration. Supposons que :
fl (x) E— bl et fg(.l“) E— b2
Tr—ra r—ra

Soit une suite (z,,)nen € AN telle que z,, % x. D’aprés le théoreme 119, il nous suffit d’établir que
n——+0oo

(-1
AL f1(2n) + A2 fa(zn) ———— A1 b1 + A2 by
n—>-+o0o

Comme nous savons que

Il 1le

fi(zy) % by et faxy) P by [théoréme 119]

Passertion (21) découle de la propriété 56 sur les opérations sur les limites de suites.

O
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4.7. Continuité d’une fonction

Définition 125. — Soienta € A et f € FA.

1. On dit que f est continue en a si :

f(@) —— f(a).

T—ra

2. On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.
4.8. Opérations algébriques sur les fonctions continues
Proposition 126. — L’ensemble
C%A,F) := {f e FA . la fonction f est continue sur A }
est un sous-espace vectoriel de F4.

Démonstration.
1. Remarquons tout d’abord que la fonction nulle sur A est continue sur A.

2. Soient f,g € C°(A, F), \,iu € K et a € A. Puisque les applications f et g sont continues en a
f@) —=fa) et g(z) — g(a)

r—a Tr—ra

D’apres le théoreme 124 sur les opérations sur les limites de fonctions, il vient
Af+pg)(x) —= (Af+pg)(a)

La fonction Af + pug est donc continue en a.

O
4.9. Composition d’applications continues
Proposition 127. — Soient (G,|| - ||) un K-espace vectoriel normé, B C F, f € C°(A,F) et g € C%(B,G) telles que
f(A) C B. Alors go f € C°(A,G).
Démonstration. Soit a € A. Puisque Papplication f est continue en a et 'application g est continue en f(a) € B

fle) — fla) et gly) ———g(f(a))
T—a y—f(a)
D’apres la proposition 122 sur la composition des limites de fonctions, nous en déduisons
9(f(2)) — g(f(a))

L’application g o f est donc continue en a.

O
4.10. Continuité d’une application & valeurs dans un espace produit

n

Proposition 128. — Soient (F1, N1),...,(F N,) des espaces vectoriels normés. On munit ’espace vectoriel F := H F;

i=1
de la norme produit N (cf. proposition 46). Soient a € A, et une application

A — F
T (fl(z)w"z.fn(x))

Alors Uapplication f est continue en a si et seulement si les applications :

f

itA—F , ... , funiA——F,
sont continues en a.
Démonstration. D’apres la proposition 123 sur les limites de fonctions a valeurs dans un espace produit

fi(x) — fi(a)

f(@) — fa) = (fi(a),..., fula))

z—a :
Tr) — a
la fonction f est continue en a fp( ) r—a fp( )
les fonctions f1,..., fp sont continues en a
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O
Exercice 129. — Justifier que I'application
R, [-)) — R M)
/ . . ( )+t arctan(t) et )
cos
"2 4t+1"2+sin(t)
est continue sur R.
4.11. Caractérisation séquentielle de la continuité
Théoréme 130. — Soit a € A et f € FA. Lapplication f est continue en a si et seulement si :
N Il lg I le
Démonstration. D’apres le théoréme 119 sur la caractérisation séquentielle de la notion de limite
-1l -1l
flx) — f(a) = (V(xn)neNeAN Ty ——a = f(r,) —— (a))
T—a n—-+oo n—-+o0o
la fonction f est continue en a
O

Ezemple 131. — L’application
MnR) (| - lloe) — (Rs]-])

det ‘ A s det (A)

est continue sur M, (R). En effet, considérons une matrice A € M, (R) et vérifions a 'aide du théoréme 130 sur la
caractérisation séquentielle de la continuité que :

YV (Ap)ken € MaRN A, Ll 4 o et (4y) — s det (4)
—+00

k——+o0

lloo

Soit une suite (Ag)ren € M, (R)N telle que Ay, ]Ll—> A. Comme la norme || - ||, sur M, (R) est une norme produit
—+
nous savons que =

V(i j) € [L,n]? (A, —— [A];,

bl k4o

Par opérations sur les limites de suites réelles, nous en déduisons

det (4) = 3~ =(0) [T Ao 1 D2 =(0) [T 1lios) = det(4)

Ezercice 132. — Soit une application f: (E,|| - ||) —— (R,]|-|). On considére son graphe :
I'={(z,f(z)) : z€ E} C ExR

et on munit £ x R de la norme produit

ExR — R+

(z,t)  +— max{[[z||g, [t]}

1. On suppose que la fonction f est continue sur E. Démontrer que I' est une partie fermée de (E x R, N).

2. On suppose que I' une partie fermée de (E x R, N) et que l'application f est bornée. Démontrer que 'application
f est continue sur E. On pourra commencer par démontrer quune suite réelle bornée ayant une unique valeur
d’adhérence est convergente.

3. SiT une partie fermée de (E' x R, N), Papplication f est-elle nécessairement continue sur £? On pourra considérer
la fonction inverse prolongée en 0 par la valeur 0.
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4.12. Prolongement d’identités par densité et continuité
Théoréme 133. — Soient f,g € CO(A, F) et B une partie de A qui est dense dans A, i.e. B = A. Alors

fie=98 = f=y [prolongement de l’identité de B da A]

Démonstration. Supposons que fjp = g p et considérons a € A. Par densité de B dans A, il existe une suite (by)nen
d’éléments de B telle que :

-1l
b, —=a
n——+o0o

Les applications f et g étant continues en a, nous en déduisons :

L lley ta) et glon) 275 g(a)  [ef. théoreme 130] (22)

n—-+00 n—-+oo

f(bn)
Or par hypothese :
VneN f(bn):g(bn) [bneBetf\B:SNB]

Par unicité de la limite de la suite (f(by))nen = (9(bn))nen, nous déduisons de (22) que f(a) = g(a).
Ceci étant vrai pour tout a € A, f = g.

O
Exercice 134. — Soit une application f: R —— R continue sur R et vérifiant :
V(z,y) eR® flz+y)=flz)+ f(y)
1. Justifier que f(0) =
2. Démontrer que, pour tout n € N, f(n) = f(1)n.
3. En déduire que, pour tout n € Z, f(n) = f(1)n.
4. En déduire que, pour tout z € Q, f(z) = f(1) z.
5. En conclure que, pour tout z € R, f(z) = f(1) z.
4.13. Caractérisation de la continuité via les ouverts
Théoréme 135. — Soit f € F(A, F). L’application f est continue sur A si et seulement si, pour tout ouvert U de F,
F~YHU) est un ouvert relatif de A.
Démonstration. Procédons par double implication.
=—>. Supposons que I'application f est continue sur A.
Soit U un ouvert de F. Démontrons que f~1(U) est un ouvert relatif de A.
e Soit z € f~1(U). Comme f(z) € U et U est un ouvert de F
Je, >0 Bp(f(x),e,) C U
Comme f est continue en x
In. >0 f(ANBg(r,n.)) C Br(f(v),e,) C U
Nous en déduisons
AN Bp(z,n:) © f7HU) (23)
e Les inclusions (23) sont établies pour tout z € f~(U). Nous en déduisons que
U AnBs@n) < f71©) (24)

zef~1(U)

L’inclusion réciproque de l'inclusion (24) étant claire, il vient

YU = U ANBg(z,ng)=A N U Bg(x,ny)
zef~1(U) zef~1(U)

ouvert de F

Ainsi f~1(U) est un ouvert relatif de A.
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<=. Supposons que, pour tout ouvert U de F, f~1(U) est un ouvert relatif de A.
Soit @ € A. Soit € > 0. Posons U = Br(f(x),e). Comme U est un ouvert de F, f~1(U) est un ouvert relatif de A,
i.e. il existe un ouvert V de E tel que :
iUy =vnAa
Comme z € f~1(U) Cc V
dnp>0 Bg(z,n) CV
d’on :
Bp(r,n) N A Cc VNnA=f1U)

Nous en déduisons
f(Be(z,n) N A) C U= Br(f(z),¢)

Ainsi, f est continue en zx.
Ceci étant vrai pour tout € A, 'application f est continue sur A.

O

Si f: A—— F est une application continue et Uy est un ouvert relatif de A alors f(Ua) n’est pas nécessaire-
ment un ouvert de F. En effet, 'application

@ p R

r

est continue sur R, | —1,1] = Br(0, 1) est un ouvert de R, mais f(] —1,1[) = {1} n’est pas un ouvert de R.

Ezercice 136. — Justifier que 'application

f R% M) — (R, [-)

(z,v) — P toyty—ad—a2—z—1
est continue et en déduire une propriété topologique de chacune des parties

A={(z,y) eR® : YP+ay+y=2"+2>+z+1} et B={(z,y) eR?® : y* +ay+y>a*+2°+2+1}
de R2.

Exercice 137. — Soit une fonction f € C'(R,R) telle que sa dérivée f’ ne s’annule en aucun point. Démontrer que, pour
tout ouvert U de R, f(U) est un ouvert de R.

4.14. Caractérisation de la continuité via les fermés

Corollaire 138. — Soit f € F(A,F). Alors f est continue sur A si et seulement si pour tout fermé B de F, f~1(B)
est un fermé relatif de A.

Eléments de démonstration. Le résultat de se déduit du théoréme 135, en remarquant que, pour toute partie B de F
fTHENB) = A\ fY(B)
O

Si f: A —— F est une application continue et G 4 est un fermé relatif de A alors f(G4) n’est pas nécessairement
un fermé de F. En effet, 'application

@ I R — R
r — e
est continue sur R, [0, 4o00[ est un fermé de R, mais f( [0, +oo[ ) =0, 1] n’est pas un fermé de R.

Ezercice 139. — Soit f: R —— R une application polynomiale non constante. Démontrer que, pour tout fermé F' de
R, f(F) est un fermé de R.

DAVID BLOTTIERE 34 VERSION DU 8 OCTOBRE 2024



LycEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2425

4.15. Applications uniformément continues
Définition 140. — Soit f € FA. Llapplication f est uniformément continue sur A si :

Ve>0 dn>0 V(wy €A [lz—yllp<n = |If@@)-fW)llp<e

Proposition 141. — Soit f € FA. Alors

f est uniformément continue sur A = f est continue sur A

Démonstration. Soit a € A. Par définition, application f est continue en a si

Ve>0 dne>0 VeeAd |[lz—allp<n. = |[f(z)-fla)llp <e (25)
Il est clair que l’assertion de la défnition 140 de I'uniforme continuité implique l'assertion (25).
O
@ ‘ La continuité n’entraine pas 'uniforme continuité, comme l'illustre 1’exercice suivant.
Ezercice 142. — Démontrer que la fonction carrée
f R — R
r — 1z

est continue sur R, mais non-uniformément continue sur R.
4.16. Applications lipschitziennes
Définition 143. — Soient f € FA et k € R . L'application f est k-lipschitzienne sur A si :

V(z,y) € A% |1 f(2) = fW)llp <k o —yllg.

Ezemple 144. — D’apres la deuxiéme inégalité triangulaire
Viz,y)e E |llz|l-llylll <llz—yll

La fonction
EFE — R

z |zl

est donc 1-lipschitzienne, donc uniformément continue, donc continue.

Proposition 145. — Soient f € FA etk € R7. Alors

f est k-lipschitzienne sur A = [ est uniformément continue sur A

€
Démonstration. Supposons que application f est k-lipshitzienne sur A. Fixons € > 0 et posons 7 := T > 0. Alors, pour
tout (z,y) € A% tel que ||z —y||p <7n:
@)= fW)llp <kllz—yllp <kn=e
La fonction f est donc uniformément continue sur A.
O
@ ‘ L’uniforme continuité n’entraine pas le caractere lipschitzien comme l’illustre I’exercice suivant.
Ezercice 146. — Démontrer que la fonction :
f [0,1] — R
x  —
est uniformément continue sur le segment [0, 1], mais non-lipschitzienne sur [0, 1].
Exercice 147. — Soit f: (E,|| - ||gp) —— (F,|| - ||) une application linéaire. Démontrer I’équivalence des assertions

suivantes.
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L’application f est continue en Og.
L’application f est continue sur F.

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout « € Bg(0g, 1), || f(z) || < C.

> W o

L’application f est lipschitzienne sur F.

Ezxercice 148. — Soit A := By(0,1) la boule unité fermée dans (R27 [ - ||2) Démontrer que ’application

A — R?

f (z1,22) +—> (mf,mf)
est 2-lipschitzienne.
Ezercice 149. — Soient (E,|| - ||) un K-espace vectoriel normé et A C E une partie non vide. Pour tout = € E, notons :
d(z,A) := ;22 ||z —all [la distance de = & ensemble A].

Démontrer que I'application « distance & A » :

EFE — R

(-, 4) x +— d(z,A)

est 1-lipschitzienne.
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