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1. Vecteur tangent a une partie d’un espace vectoriel de dimension finie
Notation. — Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie.

1.1. Définition d’un vecteur tangent

Définition 1. — Soient X une partie non vide de E et © € X.

1. Un vecteur v € E est dit tangent a X en x si :

v est dérivable en 0 [régularité du chemin au temps t = 0]
Je>0 Jye xl-=el ~7(0) =z [le chemin ~ passe par x au temps t = 0]
¥ (0) =v [v est le vecteur vitesse du chemin v au temps t = 0]

2. L’ensemble des vecteurs de E tangents a X en x est noté T, X, i.e. :

T.X ={veEFE : vesttangent a X enax} C E

Ezxercice 2. — Soient X une partie non vide de F et x € X.
1. Démontrer que O € T, X.
2. Démontrer que, pour tout v € T, X, Vect (v) C T, X.
3. Démontrer que, si z € )o(, alors T, X = E.

1.2. Vecteurs tangents a sous-espace affine

Rappel 3. — On rappelle la définition de sous-espace affine de F, la notion de direction de sous-espace affine et la
description d’un sous-espace affine & partir de sa direction et de I'un quelconque de ses points.

1. Une partie A de E est appelée sous-espace affine de F s’il existe un point x € E et un sous-espace vectoriel V' de
FE tels que :
(%) A=z+V:={z+v :veV}

2. Si x1, 22 sont des points de E et Vi, V5 sont des sous-espaces vectoriels de E tels que x1 + Vi = xo + V5, alors
V1 = Vi. Le sous-espace vectoriel V' de E qui apparait dans l'identité (x) est donc intrinséque au sous-espace affine
A. On P'appelle direction du sous-espace affine A.

3. Si A est un sous-espace affine de F, de direction V, alors pour tout a € A, A =a+ V.

Proposition 4. — Soient A un sous-espace affine, de direction notée V, et a € A. Alors T,A=1V.

Démonstration.
Soient € > 0 et v € A=<l une application dérivable en 0 telle que y(0) = a. Comme, pout tout t €] — ¢,e[\ {0} :
(1) —2(0) _ y(t) —a

= eV
t 4

et V est une partie fermée de E (sous-espace vectoriel de dimension finie de E), v/(0) € V.

Si v € V, alors I’application :
|-1L,1] — A=a+V

v t — a+tv
est bien définie et dérivable en 0. De plus, elle vérifie ¥(0) = a et 7/(0) = v.
O
1.3. Vecteurs tangents a une sphére d’un espace euclidien
Notation. — Dans cette partie, nous supposons le R-espace vectoriel de dimension finie £ muni d’un produit scalaire
(-, - ) et nous notons || - || la norme associée. Ainsi :
veeE  |loll= (e, o)
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Proposition 5. — Soient a € E et r € R} . Alors, pour tout x € S(a,r) :

T,S(a,r) = Vect (z — a)™

Démonstration.
Soient £ > 0 et v € S(a,r)!~%°l une application dérivable en 0 telle que v(0) = 2. De :

viel—ee\{0}  (v(t)—a,y(t)—a)=1"
et de la dérivabilité de v en 0, nous déduisons :
2 (7(0),7(0) —a) =0
puis (7 (0), z —a) =0.
Nous savons déja que 0 € T,.S(a,7) (exercice 2). Considérons donc v € Vect (z — a)" \ {0g}. L’application :

|—mn] — S(a,r)

K t — a+cos<||v||t) (x—a)+sin<||v||t) L
r

r 1E

est bien définie et dérivable en 0. De plus, elle vérifie v(0) = z et 7/(0) = v.

1.4. Vecteurs tangents au graphe d’une fonction numérique différentiable sur un ouvert de R?

Proposition 6. — Soient Q un ouvert de R?, (a,b) € Q, f: & —— R une application différentiable en (a,b)
et
X ={(z,y,f(z,9): (z,y) € Q} C R’
Alors :
Tap,f(a,b))X = Vect ((1,0, gﬁm,b)) , (0, 1, g—;(m b)))
Démonstration.

Soient £ > 0 et v € X 1<l une application dérivable en 0 telle que v(0) = (a, b, f(a,b)). Si 'on note x la premiére
application composante de 7 et y la deuxieme application composante de ~, alors les fonctions = et y sont dérivables
en 0 et :

Vte]—e, ¢l ~v(t) = (z(t),y(t), f(z(t),y(t))) [y est & valeurs dans X]

Nous en déduisons que :

70 = (#0050 5 00500 % 20+ L w10).400) x v 0))
= (¢ 0. @h <20+ F @ <o)

Soit (a, ) € R? fixé. La fonction :
R — R?
t — (a+ta,b+tp)

est continue et prend la valeur (a,b) en t = 0. Comme la fonction f est définie sur Q, partie ouverte de R?, il existe
€ > 0 tel que la fonction :

‘ |—ee] — X
~

t — (a+ta,b+tp, fla+ta,b+tp))
est bien définie. Elle est dérivable en 0 (chacune de ses applications composante ’est). De plus, elle vérifie v(0) =
(a,b, f(a,b)) et
of of of of
"0) = — — = 1,0, =— 1, =
7 0) = (a8, gt x ot Fan xa) =a (L0 @n) +5 (01 F @y

O
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1.5. Vecteurs tangents & un diviseur a croisement normal (HP)

Si X est une partie non vide de E et x € X, 'ensemble T, X des vecteurs tangents & X en x n’est pas
nécessairement un sous-espace vectoriel de E. Par exemple, si :

g% X :={(z,y) eR*® : zy =0} [union des deux axes de coordonnées]

alors T{g,0)X = X n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.

1.6. Vecteurs tangents a une ligne de niveau

Théoréeme 7. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, Q un ouvert de E, g: @ —— R une
application de classe C* et A € R. Posons :

X=¢g'({N)={2€Q : gx)=)\} [ligne de niveau )|
et supposons X mon vide. Alors :

Ve X dg(z) #0zer) = ToX = Ker(dg(z))

Ce théoreme est admis.

Corollaire 8. — Soit Q un ouwvert de R™ (muni de son produit scalaire usuel), g: & —— R une application de
classe C' et A € R. Posons :

X=g'{\)={zeQ: gx) =)} [ligne de niveau )]
et supposons X mon vide. Alors :

VzeX  Vg(z)#0rr = T,X="Vyg()"

FEzxercice 9. — Soit :
2 42
X={(z,y,2) eR® : 2= = n [parabolloide]
Déterminer {3 3 2)-
Exercice 10. — Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs et

s 22yt 22 -
X =1q(z,y,2) e R” : e + 2 + 2= 1 [ellipsoide]

Déterminer T(, g,)X, pour tout (a, 3,7) € X.

2. Optimisation : étude au premier ordre
Notation. — Pour toute cette partie, on fixe un R-espace vectoriel normé (E,|| - ||) de dimension finie n > 1.
2.1. Définition d’un extremum local pour une fonction numérique

Définition 11. — Soient A une partie de E et f: A —— R une application.

1. On dit que f atteint un maximum local en un point ap; de A si :
dr >0 Vae AN Blap,T) f(a) < flan)
2. On dit que f atteint un minimum local en un point a,, de A si :

Jdr>0 Ya e AN Blap,T) fla) = flam)
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2.2. Condition nécessaire d’existence d’un extremum local pour une fonction réelle (rappel de MP2I)

Théoréme 12. — Soient r > 0 et f: | — r,r[—— R une fonction dérivable en 0. Si la fonction f atteint un
extremum local en 0, alors f'(0) = 0.

2.3. Point critique d’une application différentiable

Définition 13. — Soient Q un ouvert de E, f: Q2 —— R une application différentiable et x € Q. On dit qu’un
point x est un point critique de f si :

df(z) =0z(eR)

Ezxercice 14. — Justifier que 'application :

R? — R
(r,y) +— 23— 3z + zy?

f

est différentiable et déterminer ses points critiques.

2.4. Condition nécessaire d’existence d’un extremum local sur un ouvert, a ’ordre 1

Théoréeme 15. — Soient Q un ouvert de E et f: Q@ —— R une application. Si xy est un point de ) tel que :
(H1) f est différentiable en x

(H2) f atteint un extremum local en xg

alors :

(C) xg est un point critique de f.

La condition nécessaire du théoréme 15 n’est pas suffisante. En effet, le point 0 est un point critique de 'appli-
cation dérivable/différentiable :

@ fR—>R
CE'—>133

mais la fonction f n’atteint pas un extremum local en ce point.

Démonstration. Considérons une norme || - || sur E. Supposons que 'application f est différentiable en xg et qu’elle
atteint un maximum local en un point zg de .
(a) La fonction f est majorée par f(xg) sur Q N B(xzg,m1). — Comme f atteint un maximum local en un point g :
dry >0 Vo € B(xg,m1) N Q f@) < f(xo) (1)
(b) Il existe une boule ouverte B(xo,r2) incluse dans . — Comme € est une partie ouverte de F et zp €  :
dra >0 B(xo,Tg)CQ (2)
(¢) La fonction f est définie sur B(0,min(ry,72)) et est majorée par f(xg) sur cette boule ouverte. — D’apres (1) et

(2), la fonction f est définie que B(0, min(ry,72)) et :
Va e B(Ovmin(rh TQ)) f(x) < f(‘TO) (3)

(d) Introduction d’un arc v ou déplacement autour de xo dans la direction v. — Soit v un vecteur non nul de E. La
fonction :
min(ry, re) min(ry,r2)

—  B(zg,min(ry,72))

)

o]l ol

t — To+tv

est bien définie et dérivable/différentiable en ¢t = 0. De plus, elle vérifie v(0) = g et 7/(0) = v.
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(e) La fonction fo-y, de la variable réelle d valeurs réelles, atteint son maximum en 0, point intérieur. — La fonction :
:|mil’l(T'1,7“2)’ min(ry,72) { N R
fon Tl ol
t —  f(zo +tv)

de la variable réelle & valeurs dans R, est donc dérivable/différentiable en ¢ = 0. De plus, comme v prend ses valeurs
dans B(xg, min(ry,r2)), 'inégalité (3) nous livre :

min(ry,72) min(ry,ro)

We} , [ fov(t) < f(xo) = fo(0)

vl 1E

D’apres le théoréme 12 et la formule de dérivation le long d’un arc :

0= (fo9)(0) =df(v(0)) - ¥'(0) = df(xo) - v

FEzxercice 16. — On considere la fonction :

10, +00[x]0, +0c0] —> R
/ 4 2
(. y) — oyt — 4=
r oy

1. Justifier que f ne possede pas de maximum global.
2. Démontrer que :
YV €]0,+00[x]0, +o00[\ {3,429] X [3729] flz,y) = f(1,1)
puis que f possede un mimimum global.
3. Justifier que f est différentiable sur ]0, +00[x]0, 4+o00[, puis qu’elle admet un unique point critique (xg, o).

4. La fonction f atteint-elle un minimum/maximum local/global en (xq,yo) ?

Exercice 17. — On munit R™ de sa norme euclidienne usuelle || - || et on note :

B:={zeR" : ||z]|| <1} , B:={zeR" : ||z] <1} , S:={zeR" : ||z||=1}
Soit f: B —— R une application continue sur B, différentiable sur B et constante sur S. Démontrer qu’il existe ¢ € B
tel que df(c) = 0z(r» R)-

2.5. Condition nécessaire d’existence d’un extremum local sous contrainte, a ’ordre 1

Théoréme 18. — Soient 2 un ouwvert de E, f: Q —— R une application et X une partie non vide de Q. Si
xo est un point de X tel que :

(H1) f est différentiable en x
(H2) la restriction de f a X atteint un extremum local en xg
alors :

(C) YvoeTy,, X df(xg)-v=0r

Démonstration. Supposons que f est différentiable en x( et que la restriction de f a X atteint un maximum local en xg.

(a) La fonction f|x est majorée par f(xo) sur X N B(xo,r). — Comme f|x atteint un maximum local en z :
dr>0 Vz € B(xg,7) N X f(z) < f(zo) (4)
(b) Introduction d’un vecteur tangent ¢ X en xo, a l’aide d’un arc yv. — Fixons un vecteur v € Ty, X. Il existe € > 0

et v € X17%¢l une application dérivable en 0 telle que v(0) = zo et v/(0) = v.
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(¢) Restriction de l'arc v pour que le nouvel arc prenne ses valeurs dans X N B(xg,r). — Comme ~ est continue en
0:
Ja>0 Vie]|—¢cel t|<a = ||7l)—=zol|l <7

L’application :
~ ‘ ] — min(e, €), min(o,e)] — X N B(xog,r)

! t — (1)
est bien définie. De plus, elle est différentiable/dérivable en 0 et vérifie ¥(0) = zg et 7'(0) = v.
(d) La fonction fo7, de la variable réelle a valeurs réelles, atteint son mazimum en 0, point intérieur. — La fonction :
fo ‘ | — min(a, €), min(e, )| — R
! t — f(r(®))

est donc dérivable/différentiable en ¢ = 0. De plus, comme 7 prend ses valeurs dans X N B(xzg,r), I'inégalité (4)
nous livre :
vte] - min(a,e),min(a, ) foF(t) < flwo) = £ 07(0)

D’apres le théoréme 12 et la formule de dérivation le long d’un arc :

0=(f0%)(0) =df (5(0)) - 7'(0) = df (x0) - v

O
Lemme 19. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme linéaire non nulle sur E et i
une forme linéaire sur E. Alors :
Ker(p) CKer () <= (IXER Y =Ap)
Corollaire 20. — Soient 2 un ouvert de E, f,g € C1(Q,R) et :
X:=¢g'{0})={z€Q : g(x) =0} [ligne de niveau O pour la fonction g|
St xy est un point de X tel que :
(H1) la restriction de f a X atteint un extremum local en xg
(H2) dg(zo) # Oz(m,R)
alors :
(C) INeR  df(xo) = A dg(zo) [le réel X est appelé multiplicateur de Lagrange]
Démonstration. Supposons (H1) et (H2) vérifiées. D’apres le théoréme 18 :
Vv e Ty X df(zo) -v=0r
D’apres le théoréme 7, T,, X = Ker (dg(zp)). Ainsi :
Vv € Ker (dg(zo)) df(zo)-v=0gr
d’ou Ker (dg(zo)) C Ker (df(zg)). Le lemme 19 livre alors un réel A tel que df(xg) = A dg(xo). O

Corollaire 21. — Soient Q un ouvert de R™ (muni de son produit scalaire usuel), f,g € C1(Q,R) et :
X:=¢g'{0})={z€Q : g(x) =0} [ligne de niveau O pour la fonction g|

St xy est un point de X tel que :
(H1) la restriction de f a X atteint un extremum local en xq ;
(H2) Vg(zo) # Orn
alors :
(C) INeR Vf(xzo) =X Vg(xo) [le réel A est appelé multiplicateur de Lagrange]
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FEzxercice 22. — Déterminer les extrema globaux de la fonction :
s R® — R
(z,y) — wyz

sur S = {(sc,y,z) eR? m2+y2+z2:1}.

Ezxercice 23. — Soit f 'application définie par :

R — R
f ’ (2,y) +— 422+ 122y — >
et C = {(z,y) € R?, 2% +y? =13}.
1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C.
2. Soit (u,v) € C un point ou f atteint un de ses extremums.
(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel A tel que le systéme (S) suivant soit vérifié :

) du +6v = du
(5) - { 6u —v =M

(b) Montrer que (A —4)(A+ 1) — 36 = 0. En déduire les valeurs possibles de A.
3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

Ezxercice 24. — Déterminer les extrema globaux de la fonction :
R} — R
g (r,y,2) +— o> (:czfzzfl)

sur S = {(z,y,2) € R® : a? + > + 22 =1}.

Exercice 25. — On note ( -, - ) le produit scalaire usuel sur M,, 1(R) et || - || la norme associée. Soit A € S,(R), S
la sphére unité de M,, 1(R) et :

7 M,1(R) — R
X o (AX,X)

1. Justifier que la fontion f admet un maximum sur S.
2. En utilisant le théoréme d’optimisation sous contrainte, démontrer que A posséde un vecteur propre.

3. Optimisation : étude au second ordre

3.1. Définition de la matrice Hessienne en un point d’une fonction de classe C? sur un ouvert de R"

Définition 26. — Soit Q un ouvert de R",

Q — R
(1. zn) — f(z1,...,25)

f

une fonction de classe C* et a € Q. La matrice Hessienne de f en a, notée Hy(a), est définie par :

Pl 2. *f .

ox? 0x101 T Ox10zy,

P @ D it B

He(a) = 022011 03 T Oxe0zy, _ <6326f a )
TiOLi/ (ij)elLn]?
P @) 2 7S (@)
02,011 0% 0o o o2
FEzxercice 27. — Justifier que 'application :

R3 — R
(z,y,2) — 2?9’z

f

est de classe C? et calculer sa matrice Hessienne au point (2, —1,1).
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3.2. Une propriété fondamentale de la matrice Hessienne

Proposition 28. — Soit Q un ouvert de R™ et

7 Q — R
(1., xn) — f(z1,...,25)
une fonction de classe C2. Alors :
Ya €, H¢(a) € S,(R)
Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence du théoreme de Schwarz. O

3.3. Formule de Taylor-Young a ’ordre 2

Convention. — Nous confondons R™ et M ,,(R) dans la suite, i.e. pour tous réels as, ..., an, nous identifions :
(a1,a2,...,ay,) et (a1 az ... an)
| —
élement de R"™ élement de M1 ,(R)
Proposition 29. — On note ( - , - ) le produit scalaire usuel sur R™ et || - || la norme euclidienne associée sur
R"™. Soit Q un ouvert de R™ et
f Q — R
(1, xn) +—  flx1,...,2,)
une fonction de classe C2. Alors :
1
fla+h) = fl@)+(Vf@), h)+ 5 (hHa), k) +o(lIRl?)
—0rn 2
i.e. : 1
fla+h) = f@)+Vf(@) x BT+ hx Hya) x b7 +o (|| h])
h*)ORn 2

Ce théoreme est admis.

3.4. Condition nécessaire d’existence d’un extremum local sur un ouvert de R", a ’ordre 2

Théoréme 30. — Soient Q un ouvert de R", f: Q —— R une application de classe C* et a € Q.
1. Si f atteint un minimum local en a alors a est un point critique de f et Hy(a) € S;F (R).

2. Si f atteint un mazimum local en a alors a est un point critique de f et —Hy(a) € S;F(R).

Démonstration.
1. Supposons que la fonction f atteigne un minimum local en a.

(a) Le point a est un point critique de f. — Nous avons déja établi qu’alors f est un point critique de f, donc
Vf(a) = Or~ (théoréme 15).
(b) Ecriture de la formule de Taylor au point a. — La formule de Taylor-Young & Pordre 2 en a s’écrit donc :

flath) = fla)+ g hox Hy(a) < b o (||n]R) (5)

h—0grn

(¢) Introduction d’un vecteur non nul h € R™ et DL de la fonction t — f(a+th) d Uordre 2 en Or. — Fixons
un vecteur non nul 2 € R™. Comme a est un point de 'ouvert €2 de R, la fonction de la variable réelle ¢ :

t— fla+th)

est définie sur un voisinage ouvert de Og et, d’apres (5) :
t2
flatth) = f(a)+ 5 hxHga)x h' 4o (£?)

—0Rr
d'o : )
hx Hy(a) xh' +o(1) = 5 (fla+th) = f(a) (6)
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2
(d) Conclusion a l'aide du signe de la fonction t — 7] (fla+t h) — f(a)) au voisinage de Og. — Comme f
atteint un minimum local en a, la fonction :

2
t— t—2(f(a+t h) — f(a))
est positive ou nulle sur un voisinage épointé de Og. Aussi, en faisant tendre ¢ vers Og dans (6), il vient :
hx Hf(a) xh" >0

2. 11 suffit d’appliquer la propriété 1, déja établie, a la fonction — f pour obtenir la propriété 2.

3.5. Définition d’un extremum local strict pour une fonction numérique

Définition 31. — Soient A une partie de E et f: A —— R une application.

1. On dit que f atteint un maximum local strict en un point ap; de A si :
dr>0 Va e AN Blapy,r) \ {ar} fla) < f(anr)
2. On dit que f atteint un minimum local strict en un point a,, de A si :

Jr>0 Yae AN Blam,r)\ {am} fla) > flam)
3.6. Condition suffisante d’existence d’un extremum local strict sur un ouvert de R", a ’ordre 2

Théoréme 32. — Soient Q un ouvert de R", f: Q —— R une application de classe C? et a € ).
1. Sia est un point critique de f et si Hp(a) € STT(R), alors f atteint un minimum local strict en a.

2. Sia est un point critique de f et si —H(a) € ST (R), alors f atteint un mazimum local strict en a.

Démonstration.
1. Soit @ est un point critique de f tel que Hy(a) € S+ (R).
(a) L’application u— u x Hy(a) x u' est minorée par une valeur strictement positive sur S (Or»,1). — Notons

S (Orr, 1) la sphere unité de R™ (compacte puisque fermée et bornée dans R™ de dimension finie) et considérons
la fonction :

S (ORn, 1) — R
7 | u=(u Up) +— ux Hi(a)xu' = Z f (a) u; u
ooy Up f e axlaxj i Uy
qui est strictement positive (Hy(a) € ST (R)) et continue (g(u1,...,u,) est une expression polynomiale en
Ul,...,Up). D’apres le théoréme des bornes atteintes :

Js e S(0gn,1) Vue S (0gn,1) q(u) = q(s) >0

(b) Ecriture de la formule de Taylor au point a. — La formule de Taylor-Young & lordre 2 en a s’écrit donc :
1
fa+h) = fl@)+5hxHia)xh +o(lIn]f)
h—0grn 2
ie.: 1
f@) = f@)+5@—a)x Hya) x @ =) +o(|[z—alf)

Nous en déduisons que :

TR -3 (i) (520) =

|z —all® |z —all |z —all

assertion que l’on peut également écrire :

f@) ~f@) 1 ( a-a
|z —al 2q<||w—a||> ioa R (7)

€ S(0gn,1),siz e R"\ {a}.

_r-a
|z —all

puisque
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(¢) Conclusion avec la définition formelle de la notion de limite épointée. — Comme ¢(s) > 0, nous déduisons de
(7) que :

Jr>0 VeeQn B(a,r)\{a} ’M—;q<m>|<(](8)

o —all® |z —all 4

puis :

Ve QnB(a,r)\{a} f(g‘")_jﬁ‘;) > % (q (H> - q(s))+Q(5) >0 {car % € S (Orn, 1)

|z — |z —all 4 |z — all
——
20 >0

2. 11 suffit d’appliquer la propriété 1, déja établie, a la fonction — f pour obtenir la propriété 2.

3.7. Condition suffisante d’existence d’un extremum local strict sur un ouvert de R?, & ’ordre 2

Théoréme 33. — Soient Q un ouvert de R?, f: 9 —— R une application de classe C? et a € ().
1. Si Vf(a)=(0,0), tr (Hs(a)) > 0 et det (Hy(a)) > 0, alors f atteint un minimum local strict en a.
2. SiVf(a) =(0,0), tr(Hf(a)) <0 et det (H¢(a)) > 0, alors f atteint un mazimum local strict en a.

Démonstration.
1. Supposons V f(a) = (0,0), tr (H¢(a)) > 0 et det (Hy(a)) > 0.
e Comme Vf(a) = (0,0), le point a est un point critique de f.
e D’apres le théoreme spectral, appliqué a la matrice Hy(a) € S2(R), la matrice Hy(a) est diagonalisable sur R.
Si nous notons A1 < Ay ses valeurs propres, alors les hypotheses tr (Hy(a)) > 0 et det (Hy(a)) > 0 se traduisent
ar
b M+ >0 et A1 A >0

Nous en déduisons que A; et Ay sont des réels strictement positifs. D’apres la caractérisation spectrale des
matrices de S T(R), il vient H;(a) € S5 T(R).

D’apres le théoreme 32, f atteint un minimum local strict en a.

2. 11 suffit d’appliquer la propriété 1, déja établie, a la fonction — f pour obtenir la propriété 2.

O
Ezercice 34. — Etudier les extremas locaux et globaux de la fonction :
f R? — R
(r,y) — 2% —3z+axy?
Ezxercice 35. — Soit f la fonction définie par :
R? — R
f 3 a2
(x,y) — 22°+62y—3y*+2

1. La fonction f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.
2. La fonction f admet-elle des extrema globaux sur R? ? Justifier.

3. On pose K = [0,1] x [0,1]. Justifier que f admet un maximum global sur K, puis le déterminer.
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