CORRIGE EPREUVE C ENS MP 2016 (ULRC)

Equation différentielle scalaire

1. Cette équation différentielle est linéaire scalaire d’ordre n avec les fonctions u et (t — ax)ocpec, 1 qui
sont continues sur l'intervalle [0,T] et (0, ¢, ..., ¢n—1) € [0,T] x R™. L’application du théoréeme de Cauchy-
Lipschitz prouve l'existence et 1'unicité de la fonction f qui est, par définition, n fois dérivable sur [0, T

n—1
et comme f(™) =y — Z arpf® € C°([0,T],R), on peut affirmer que f € C™ ([0, T],R).
k=0

2. L est clairement linéaire et comme dim (Ra,—1 [X]) = 2n = dim (R27”), il suffit de montrer que L est
injective, i.e. ker (L) = {0}, pour démontrer qu’il s’agit d’un isomorphisme. Soit P € ker (L) alors
Vk € {0,...,n—1}, P® (0) = P®) (T) =0 donc 0 et T sont racines d’ordre au moins n de P. Puisque
0 # T, on en déduit que P admet au moins n + n = 2n racines (en comptant la multiplicité) et comme
deg (P) < 2n, on peut affirmer que P =0 d’ou ker (L) = {0}.

3. Soit Py = L™ (cpy ey Cn_1,0, ..., 0) € Ry, 1 [X] et vérifie Vk € {0,...,n — 1}, P*) (0) = ¢} et P*) (T) = 0.
Sa fonction associée f est clairement C'* sur R et vérifie les conditions demandées.

n—1
4. Soit f la fonction obtenue & la question précédente et u = f(™ + Z apf® € C°([0,T],R) alors f est
k=0
solution de (X) et vérifie f*) (T) =0 pour k =0,...,n — 1.
Ly: C>=([0,T],R) — R*n
5. On pose . . qui est linéaire et sur-
f = (f(0), s fD(0) (D)o, fOD(T))

jective (d’apreés la question 3 en identifiant les polynémes de R[X] & leur fonction polynomiale as-

sociée sur R). Si f € C*([0,T],R) alors P = L~ (L; (f)) € Ro,_1[X] et f — P € ker(L1), on en

déduit aisément que C* ([0,T],R) = Ry,—1 [X] @ ker (L1) donc ker (L1) est de dimension infinie (car
H: ker(L;) — C°([0,7],R)

C* ([0, T],R) 'est mais pas Ra,_1 [X]). L’application linéaire n-l

k=0
est non identiquement nulle (son noyau est un sous-espace vectoriel des solutions de ’équation différentielle
n—1
y™ + Z ary®) = 0 qui est de dimension n (via Cauchy-Lipschitz). Ainsi, son noyau est aussi un espace
k=0

vectoriel de dimension finie qui ne peut étre égal a ker (L) car celui-ci est de dimension infinie). L’espace
vectoriel Im (H) est non nul donc infini (et méme de dimension infinie). Soit fj la fonction obtenue a la
question 1.4 alors, pour toute fonction g € ker (L1) , la fonction f, = fo + g vérifie :

Vke{0,..,n—1}, (f)® =, (f)P(T)=0

et la fonction w = H (fo +9) = H (fo) + H (g) convient pour la Proposition 1. Comme ’ensemble
{H (fo)+ H(g), ge€ker(L1)} ={H (fo)+h, he€Im(H)} est infini, on en déduit que la fonction u
n’est pas unique.

Systeme différentiel

1. Soit u € C°([0,7],R) et y° € R™. Le probléme (2.1) est un probléme de Cauchy linéaire associé aux
fonctions ¢ — A et ¢t — u(t) b qui sont continues sur [0,7] et (0,y°) € [0,7] x R™ donc le théoréeme de
Cauchy-Lipschitz démontre I'existence et 'unicité de la solution a (2.1). Par définition, cette solution y
est dérivable sur [0,T] et y' = Ay +ub € CY ([0,T],R") donc y € C* ([0,7],R").

2. Soit y une telle solution, on a :

ey W) = M A0+ (1) =M Ay )+ (1)

— At — At
e u(t) u(t)ERu()e



(on

mime la variation de la constante qui reste valable en dimension finie dans le cas des matrices a

coefficients constants). En intégrant cette relation sur [0,7], on obtient :

T T

e ATy (T) — e 1% (0) = /u( Ye Abdt &y (T) = T | 0 + /u(t) e~ Mbdt =®(A,b,u).

0 0

3. Le polynome caractéristique x4 annule A (théoreme de Cayley-Hamilton) et est de degré n. Soit k € N,
la division euclidienne de X* par x4 fournit I’égalité X* = x4 (X)Qr (X) + Py (X) avec deg (Pr) <
deg (xa) =n (ie. P, € R,_1[X]) donc A% = x4 (A) Qr (A) + P (A) = P (A).

4. (a)

La famille (b, Ab, ...,A"’lb) est de cardinal n et n’est pas une base de R™ donc ce n’est pas une
famille génératrice de R™ i.e. F' = Vect (b, Ab, ..., A"7'b) ¢ R™ et on a F- # {0}. Soit z € F\ {0}
alors, en utilisant la question 2.3 :

VkeN, A"b= Py (A)be Vect (b, Ab, ..., A" 'b) = F = (2, A"b) =0
Soit t € R, on a :

X pktk . N Ak ik _ N Ak < 1k -
(zexp (AN)b) = { D b ) = Z7N5Tookzzo w2 T _Zk' (2, 4%) =

k=0 k=0 k=0

() : y € R™ — (z,y) est continue (soit utiliser Cauchy-Schwarz, soit linéaire en dimension finie).

On procede par 'absurde en supposant qu'’il existe une fonction v € C° ([0, T],R) pour laquelle la
solution de (2.1) vérifie y (T') = 0. D’apres la question 2.2, on a :

T T T
y(T)=0< yO—I—/u (t)e Mbdt =0 = 3y° = —/u (t) e~ Abdt = (z,9°) = — /u () (z, e~ b)dt =0
0 0 ® 0
=0

ce qui est absurde.

(%) : En effet, soit f : [a,b] = E ou (E,(.,.)) est un espace euclidien (donc un espace vectoriel normé
b

de dimension finie), par définition de 'intégration de fonctions a valeurs vectoriels, on a / f@)dt=

a

Z&/fz t)dt ot (€i),¢;<, est une base de de E et, pour tout ¢ € [a,b], (f1(t),..., fn(t)) les

i=1
coordonnees de f (t) dans la base (€;);<;<,, donc :
It

b

<v7a/bf(t) dt> :§<”’Ei>jfi (t)dt = /é v,e:) fi (t j<v,§;siﬂ- (t)>dt:/<u,f(t)>dt,

a

Supposons que (Fs) est vérifiée. Si (b, Ab, ...,A”flb) n’est pas une base de R, d’apres la question
2.4.a, il existe y° € R” tel que Yk € N, <z,Akb> = 0. D’apres la question 2.4.c, il n’existe pas de
fonction u € C° ([0, T],R) pour laquelle la solution de (2.1) vérifie y (7)) = 0 ce qui contredit (E;)
donc (b, Ab, ...,A"_lb) est une base de R™ d’ou (F;) est vérifiée. Par conséquent, on vient d’établir
que (Es) = (Ey).

5. En itérant la relation proposée, on obtient

Un—-1 = Avn +an—19, = Ab+ anflbv
Un—2 = A’Un,1 + an—2vn = A2b + anflAb + an72ba
Un—g = Avp_o+ an_svn = A3+ ap_1A%b+ ay_2Ab+ a,_sb.

On conjecture rapidement que

(Hi) s vnp = A+ ap 1 AF Y0+ a0 A* 20+ -+ ay_pb.



L’initialisation k& = 1 est immédiate et pour I’hérédité, supposons (Hy) vraie pour un certain k €

{1,...,n—2}alorsonak+1<n—1donc:

Un—(k+1) = Un—k—1= Avp g+ ap_p—1v, = A (Akb + an—lAkilb + an—2Ak72b +o 4+ an—kb) +an_p-1b
= A"+ a, 1A b+ a, 2 AF O+ apy_k_1b

ce qui démontre (Hy4+1) et acheve la récurrence. Par conséquent, (Hy) est vraie pour k € {1,...,n — 1}
donc, on posant j =n — k, on a :

Vie{l,..,n—-1}, wv; = A" Ib 4 a1 AVt a0 AT T 4 a;b et v, =b.
6. On pose F = Vect {vy,...,v,}. On procéde par récurrence forte en posant, pour tout j € {0,...,n — 1},

(H;) : A%b € F. 1l est immédiat que (Ho) est vraie. Soit j € {1,...,n — 2}. Supposons que (Hj) est vraie
pour tout k € {0,...,5} alors, d’apres la question précédente, on a :

J
A]+1b = Un—(j+1) — Zan,]’,1+i eF
N—— i=0

€F car 1<n—(j+1)<n

A
~~
EF car 0<Ki<j<n—1

ce qui démontre (1) et acheve la récurrence. On en déduit que :

R™ (E:) Vect (b, Ab, ...,A”flb) C Vect {vy,...,v,} CR" = Vect {vy,...,v,} =R™
1

Puisque la famille (vy,...,v,) est de cardinal n = dim (R") et qu’elle est génératrice, on en déduit que
c’est une base de R”.

7. D’apres la question 2.5, on a :

A"+ a1 AV + a2 AV 4+ agh
A"b + an,lAnflb + an,QA"72b + -4 alAb = (XA (A) — Qg Id) b Cayzley— —aob = —QaQUp-

Hamilton

U1

AUl

8. Soit I’application linéaire ¢ : x € R" — Az € R". Puisque l'on a :
o (v1) = —agun, Vke{2,...n}, ¢ (vk) = Avp = Vg—1 — Ak—1Vn,

sa matrice A dans la base (v1,vs,...,v,) est :

@(v1) @(v2) ¢ (v3) @ (vn)
0 1 0 0 U1
V2
B 0
A= .
.. 0 -
0 0 1 Un—1
_ao _al PR ... —a/n71 Un
La matrice de ¢ dans la base canonique est ... A (p(e;) = AE;; = C; la i-iéme colonne de A) et la
0
matrice des coordonnées de b = v,, = 0vy + - - - + Ov,,—1 + 1v, dans la base (v1, ..., v,) est b=1|:].Sion
0
1

note U la matrice de passage de la base canonique de R™ & (vy, ..., v,) qui est une matrice inversible alors,
d’apres les formules de changement de base, ona A =U"1AU et U"'b = b.

9. (a) L’application ¢ € R" s U~lc étant linéaire, on a pour tout t € [0,7] :

Fi(t) = U () =U"(Ay ) +u@)d) LU Ay () +u () U
0 0

— AUy (6) +ut) o —AF () + 0 ot F(0) = U1y,
1 u (t)



(b) On pose F () = /> :(t (avec fi = f) alors la question précédente montre que :
fu (1)
) = f(1) B0 =F
(1) = fa (1 fa (1) = £ (1)
el Lo-no 7 Fut) = 10 ()
ﬁm=—g¥FMﬁHw® f”m:fgkaW”@+ww

n—1
donc f vérifie I'équation différentielle 3™ (t) + Z apy™® (t) = u (t). En outre, on a F (0) = U~ 1y°
k=0

Co
¢l
donc, si on pose U190 = . ,on a:
Cn—1
f1(0) =co f(0) =co
f2(0)=a f1(0)=a
=4
Jn(0) = cn f(n_l) (0) =cn1

ce qui prouve que f vérifie le probleme de Cauchy :

n—1
y(n) (t)+ Z aky(k) t)=u(t), vtel0,T]
k=0

y ™ (0) = c;, vk € {0,....,n —1}

co
~ C1
10. Nexiste U € GL, (R) telle que A = UL AU. Soit y° € R", il existe (ck)oscren—1 tel que U1yl =
Cp—1
D’apres la Proposition 1, il existe u € C° ([0,7],R) tel que la solution f du systéme
) [{POFaa DO+t wf (O =u), e,
. f®(0) = ¢k, pour k=0,...,n—1,
f(t)
- f(@) ,
vérifie f(®) (T) = 0 pour k = 0,...,n — 1. On pose alors z : t € [0,T] — ) € R™ qui est
FomD ()

clairement dérivable sur [0, 7] et vérifie, pour tout ¢t € [0,7] :

0 0

2 () = Az (1) + 0 e (Uz(1) = AUz() +u(t)U 0 ey (t) = Ay () +u ()b

w(t) 1
Co f(jv
C1 f/(jv
si 'on pose y = Uz. En outre, on a z (0) = ) =U"19y% donc y (0) =y et y(T) = ) =
Cn—1 f(nil) (1)

Orn = 2z (T') = Ogn donc (Es) est vérifiée, ce qui prouve 'implication (Ey) = (Es).



5.

Classe de Gevrey : résultats généraux

. Il est immédiat que g € C* ([0,T],R) et

M (n!)®

VneN, Vtelo,T], ‘g(") ‘—‘ £ ( _t‘—‘f(”) _t)‘

donc g € G* (0, 7).
Soit f € R[X] alors il existe N € N tel que Vn > N, f(") = 0. Pour chaque &k € {0,..., N}, f*) est con-

tinue sur le segment [0, 7] donc elle y est bornée, ce qui assure existence de M = max T
o<k<N \ (k) tefo,1)

Il est alors immédiat que :

M (n!)*
177,

7™ ()
nl

vt e [0,T], VneN, ’<M<:>‘f(")(t)’§M(n!)S:

ce qui assure que f € G*(0,7).

G*(0,T) C C>([0,T],R) qui est un R-espace vectoriel. Ocee(jo,71,x) € G°(0,T) (car c’est une fonction
polynomiale par exemple). Soient f,g € G*(0,T) et A\, u € R, il existe M, R, M', R" € R tels que :

M g 0] < M(R(?L)
OF +9)™ ()] = M (@) + g™ )] <IN [0 (0)] + 1ul |o (1)

s (MM |p[ M s (MM + |p[ M
< (n! < (n! =
< (n) ( Rn + (R)* (n) min (R, R’)

vt e[0,T], VneN, ‘f(”) (t)‘ <

donc A\f + pug € G°(0,T) ce qui prouve que G° (0,7) est un R-espace vectoriel.

. Soit f1, f2 € G*(0,T) alors fi, fo appartiennent & C*° ([0, 7], R) donc f1 f2 aussi. il existe My, Ry, M2, Ry €

R% tels que :

M2 (n')g
(Ro)"

M1 (Tl')q

vt e [0,T], VneN, ’fl(")(t)‘g R

9" (1) <

sup | f*) (t)!>

()™ @)

,i() 8 (1) 705 (1)

< é (Z) ’fl(k) (t)’ }fg("—k) (t)‘ < En: (Z) ]\2%(1,;23 ) M2((}(%:);_k.

=0

- wi< ) (5 s e )y

< MM, ()’ ,é) <Z> (Rl)k(le)"_k = M My (n))* (];1 N ];2>n

ce qui permet de conclure & fi fo € G*(0,7T).

1
(a) Puisque f x ? =1 alors, pour n > 1, la formule de Leibniz montre que :

(e £ 0P () - Q6 E0m ()

On conclut en isolant f(™ et en divisant par f.

n

1-s
k:) >1,ona <Z) < 1 dong, pour z € ]0,1[, on a :

(b) Puisque 1 — s < 0 et que <

n 1—s n +oo
Z<Z) kaZxk Zx 1799@%00

k=1 k=1



5 n 1-s 5
Puisque i > 0, il existe a > 0 tel que Vz € [0, ], (n> k< i ce qui permet de conclure

(e = a convient).

' S
(¢) Prouvons par récurrence sur n € N la propriété (H,) : Vt € [0,T], Vn € N, ’f(") )| < 5((n22)n
€
Pour n =0, on a sur [0,7],
1 1 1 (0
20>0=|Z|=5< <=
/ 'f‘ f =6 4R

ce qui prouve (Hg). Soit n > 1 et supposons (Hjy) vraie pour tout entier k& < n alors, pour tout

te[0,7],ona:
R AW (1>(nk)
)G

n (n—k) apres _
SR IR
1) P k f car n—k<n 0 =1 k Rk 1) ER)n_k
ns ' _ 1\ nNs _m 1-s s NS
_ M(n)n n\ (k!'(n—k)! ko M(n)n Z n o< M (n )n " K _ (n!) n
02 (eR) = \k n! 02 (eR) = \k 35.b) 02 (eR) M §(eR)

1
ce qui démontre (H,,) et permet de conclure d’ott 7 €G*(0,T).

Classe de Gevrey : exemples

1
. La fonction h est de classe C*° sur ]0,T] (car ¢t — 5 lest et exp est C*° sur R). Prouvons par récurrence

sur k € N la propriété :

(Hi): 3P, e R[X], Vte]o,T], h¥ (1) =P, (1) h(t) .

Pour k£ = 0, le polynéme Py = 1 convient. Supposons la propriété vraie pour un entier k alors, pour tout
t€]0,7],ona:

R (1) = (h<k‘> (t))/ - (Pk (1) h(t))/ - —%P,; (1) h(t)+ Py (1) (;) B (t) = Py (1) h(t)

si l'on choisit Priq (X) = —X2P[(X) + 2X3P, (X) € R[X] ce qui démontre (Hi11) et acheve la
récurrence. On en déduit que :

h(k) (t) =P, (1) 6_7%2 z:é/ﬂ P, (\/E) et~ i, (ﬁ)nk e 5 0

t—=0tor—+oco T—r+00 T— 400
par les croissances comparées. (x) : ny désigne le degré de P et aj son coefficient dominant

. On a établi & la question précédente que h € C* (]0,T],R) et Vk € N, lir+n h¥) = 0 donc, d’apres
0

le théoreme de prolongement continu de la dérivée (ou limite de la dérivée), on peut affirmer que h €

Cc*> ([0, T],R).

. Soit r €]0,p[, on a :

F (reia)

1 = ik = N k=7
Vo € [0, 27, (rei)" = (rei)” kz::Oak (re ) = kz:%ak (re ) .

o\n—k . :
)" qui est continue sur [0,27]. En outre, on a :

> sup (B O = Y larl = S ol o

k>0 0€[0,27] k>0 k>0

Pour tout k € N, posons Fj, : 0 — ay, (re



Puisque la série E arz* a pour rayon de convergence p et que r < p, on peut affirmer que la série g lag|r*
k k>0
converge (convergence absolue a U'intérieur du disque ouvert de convergence). Par conséquent, la série de

fonctions E F}; converge normalement, donc uniformément, sur [0,27], ce qui permet de permuter les
k>0
symboles série et intégrale :

2
/ ZFk = / P < / Zw [ etmag,
0
2 . 2 27 4 imo 1 0=2m v
Pourm:O,ona/elmed9=/1d0:27retsim;é0,0na: /elm9d9: { - } =0 (car 0 s ¢'™?
im |,
0 0 0 o=0
est 2m-périodique), ce qui nous fournit I'égalité :
2 X
F (re?? _
/(r(ew)")do =a,r" 27 = 27wa,,
+oo
w
(a) Pour tout w € C, on a e = Z — donc, pour tout z € C\ {to}, on a:
n!
n=0

_% +ool 1 n +oo _ln +oo _ln +oo _ln 1
e (to—2) _Zn'<_(to—z)2> :Z())%:Z (-1) :Z( )

2n 1421 2n "
n=0 n=0 n! (to -z n=0 n! tO 1— i n=0 n'to 1— i
lo lo

+oo
1
(b) Pour tout w € C avec |w| <1l,ona: —— = Zwk. Fixons w € C* alors la fonction ¢ —
1—w 1—tw
k=0
est développable en série entiere avec un rayon de convergence R = ﬁ car :
w
Vt € ]-R, R], = Ztk k

En dérivant terme & terme n fois cette série entiere (ce qui est licite & 'intérieur du disque ouvert de
convergence), on obtient :

(D) :Vt € |-R, R], (1 At Zkz sk —n41)tF Tk

Si Jw| < 1 alors, en choisissant ¢ = 1 dans la formule ci-dessus, en divisant pas w™ et en effectuant le
changement d’indice ¢ = k — n, on en déduit la formule :

1 12

En utilisant la question précédente, on a pour tout z € C vérifiant |z| < to :

1 “+oo (_1)1’L 1 “+oo (_1)1’L 1 “+oo

e (to—27 = Z zzwm;(k—l—%z—l)(k—l—?n—?) (k+1)<t0)

1421 2n
n=0 n:ty 1— Z n=0
lo

+oo +oo

- "kt -1 (k+2m—2)--(k+1) (2
N ZZ n! (2n —1)! (to)*" <t0)

n=0 k=0

Prouvons que la famille de complexes

n.k) (n,k)eN2 n! (2n — 1)! (to)*" to (n,k)EN2




est sommable en utilisant le théoréme de Fubini. Soit n € N, la série

k
1 z
lan k| = 5 k+2n—1)(k+2n—2)---(k+1)|—
& o = i "
converge (car :’ < 1 d’apres (D)). Posons :
0
[eS) 1 +oo . k
S, = ankl = k+2n—1D)(k+2n—-2)---(k+1)|—
Z| A n! (2n—1)!|t0|2”];)( )( )l ) lo
1 1 1
- 2n X 2n (d’aprés (D)) = n
n! [to| N ! ((ltol — 121)°)
to

Puisque la série converge (série exponentielle de rayon de convergence infini),

1
zont ((tol — 12)%)"

on en déduit la série Z Sy, converge donc la famille (an,k)(n kyenz est sommable lorsque |z| < to.
n>=0
D’apres le théoréme de Fubini, on a pour tout z € C vérifiant |z| < ¢ :

+o00 400 +o00 +o0 00
R I ) S S S
n=0 k=0 k=0 n—0 k=0 n=0 (2n — 1) (to)
—an
+oo
(c) D’apres la question précédente, la fonction g : z — h(tg — z) = Z apz® étant développable en série
k=0
entiére avec un rayon de convergence R > tg, on a :
) (0 —1)" R (¢
vn € N, J ():an<:>—( ) (0):anz>
n! n!
L) . 27 ( ,9) ) 27 _ﬁ
™t re’ o—re!
M) o, = 7/9 _ nd&z—/ie 0
n! 43|21 | (rei?) 2m (rei?)
0 0

t
(d) D’apres la question précédente et en tenant compte que r = go &t = 3r, on a pour tout entier n :

27

27
(n) 1
‘h(tO) s = / % e (rore®)*ldg = : / exp *% do
n! 21 ) ’(rele) ‘ 2mrn ) r2 (3 — ew)
1 27 . ) o . ,
- Re|————15 do = —-—Re| ——= do
2mr ‘O/exp ( ’ < 72 (3 — 6i0)2>> 2mrn O/exp ( 72 e <(3 _ ei9)2>>

La fonction

1 (3 _ @i0)2 0 6o 1 o2i0 _ 9 99
1/1:9r—>Re<_02>Re (376)2 — Re 9 — Ge +e2 _9 6COS()+C(;S( )

(8=¢?) ‘(3—6“’)2‘ ‘(3—ei9)2‘ ‘(3_61‘9)2‘

étant continue sur le segment [0, 27], elle y atteint ses bornes et on pose A = [min] 1. En outre, puisque
0,27
|—6cos (0) + cos (20)] < 7 < 9, on est assuré que ¢ ne s’annule pas donc A > 0 et on en déduit que :

2
1 A 1 A
< oy /exp (_7’2) df = — OXP (_7’2) .
0

n!

‘ A" (to)




e) Une étude rapide de la fonction x — xe™* montre que Vz € R 0<ze®<e ! donc:
q +

goebs = (pe=pa/a)” < (ate_t> < (ae_l) :<a) .
( ) t=Bz/a=0 B 5 eﬂ

nn
(f) Posons u, = ) alors, pour tout entier n > 1, on a :

Uy (n+ 1) o T (n+1) o T

1 1
= exp<n1n<1+>) < exp(nx):e.
n In concave n

On en déduit que pour tout entier N > 2, on a :

Un i1 m+1)"" ol m+D"T 1 (n+n"_<1+1>”

u N*lu N-1
N 1 — _ _
—=H7n+ <He=eN1:>uN<eN Yuy = V71
Uy Un

n=1 n=1

cette formule étant évidemment vraie pour n = 1.

(g) Soit tg €]0,T], d’apres la question 4.4.d), il existe A (indépendant de ty) tel que :

| n/2 n/2
Yn € N, ‘h(") (to)‘ < &exp (—)\2) =nl! (12> exp (—)\ (Z)) < n! <n/2>
rn r r r 44 e

—~1/2 3/2
_ n! < n! i © /2 (n))
A

R ) A )

Cette inégalité restant vraie pour to = 0 car , d’apres la question 4.1, on a Vn € N, h(™) (0)=0
3
d’on h € G2 (0,7).

3 3
5. Puisque h € G2 (0,T), la fonction g : t — h (T —t) appartient aussi & G2 (0,7) donc g + h appartient

3
& G2 (0,T) (car c’est un espace vectoriel). Puisque g + h ne s’annule pas sur [0,7] (chaque fonction
est positive sur cet intervalle et elles ne s’annulent pas simultanément) et qu’elle est continue sur ce
segment, on est assuré de l'existence de § = [r(r)nTn] (g+h) > 0. On aalors g+ h > § sur [0,7] donc,

)

d’apres la question 4.5.c, on a

L9 yegioT)
9 g+h g+h o

1 3
W € G2 (0,7). En utilisant la question 4.4, on peut affirmer que

3 3
6. Puisque P € G2 (0,T) (question 4.2) et ¢ aussi, on en déduit que P¢ € G2 (0,T) (question 4.4).

7. En utilisant les notations de la question 5.5 ainsi que la question 5.1, on a :

(R) : dlg+th)=g
vno€ N A (0)=0, g™ (T) = (-1)" A (0) =0,
(9+ W)™ () = (1" (D), (g+n" (T) = n (T)

En dérivant n fois la relation (R) et en I’évaluant en T, on obtient pour tout n > 1 :

n n—1

> (1)6 @pan 0 1) =0 6 @i == 3 (7)o (040 (1)

k=0 k=0

Puisque ¢ (T) = 0 et que h (T) # 0, une récurrence immédiate prouve que ¢(™ (T) = 0 pour tout entier
n donc, toujours pour tout entier n,

(n) — —~ (n (k) (n—Fk) =
(o)™ (1) = 3 (1) () P (1) =

On remarque ensuite que :

(R):(1=¢)(g+h)=h



En dérivant n fois la relation (R') et en ’évaluant en 0, on obtient pour tout n > 1 :

Zn: < ) (k) (0) (71)n—k A=k (T) =0 & (1 - ¢)( n) Z_: < ) (k) (0) R=R) ()

Puisque (1 —¢) (0) = 0 et que h(T) # 0, une récurrence immédiate prouve que (1 — d))(n) (0) = 0 pour
tout entier n. Ainsi, on vient d’établir que :

n 1 Si n = O n Z n n— n n
men o0 ={ g 5n2] = o) ><o>=kzo(k)¢< (0) P (0) = 6 (0) P (0) = P (0).
Equation de la chaleur

. Il existe M, R > 0 tel que :
M (n!) 2" M (n))* 1% M (n!)*
" T ’(”)t‘gi ™) (4 < —
el Tl SO = (T O S TR X @ 'ren)
' S
On pose pour tout entier n, u, = RMn ((gn))‘ alors
Upp1 (n+1)° n® 1 250

Up, R(2n+2)(2n+1) no+cc 4Rn?2  4Rn2~5 n—+oo

D’apres le critere de d’Alembert, la série g u, converge ce qui prouve la convergence absolue, donc la

n=0
2n
convergence, de la série Z O (#) é I d’ol la bonne définition de H (¢, ) pour tout (¢, z) € [0,7]x[0,1].
n)!
n=0
x2n
. Pour tout entier n, posons H, : (t,z) — f (t) @t Cette fonction est de classe C* sur [0,7] x [0,1].
n)!

Pour tout couple (p, q) € N? et tout couple (t,z) € [0,T] x [0,1], on a :

oPtiH, 2n)2n—1)---2n—q+1)
t — | f(ntq) t 2n—p

orats ’I)‘ 'f ®) (2n)! v
0 sip>2n

< M((n+q9)h) (2n)@2n—-1)---2n—q+1) = uP9

Rt X @n)! sip<2n
ortap
donc  sup (t,x)| < uP9. Pour tout n > 2, on a:
(t,x)€[0,T] 3xp8t‘1 2
ufﬂ?  (n4q+1)y " (2n+2)(2n+1) n® 1 2520

WD R(2n+2)(2n+1) " 2n—q+3)(2n—q+2) n—too ARNZ  ARn2—% n-—rtoo

D’apres le critere de d’Alembert, la série E qu’ ) converge donc la série E u%p D aussi. Ainsi, pour

nzp/2 n=0
2 L OPtiH, . ,
tout couple (p,q) € N*| la série ZO Sopgra COVerse normalement, donc uniformément, sur [0, 7] x [0, 1]
ce qui démontre que la fonction ZH" = H est de classe C™ sur [0,7] x [0,1] d’ou 'existence et la
n=0

continuité de toutes ses dérivées partielles sur [0,7] x [0,1].

3. D’apres la question précédente, on a pour tout (t,z) € [0,7] x [0,1] :

OH =2 aH
t,x) = t,x f(”+1)
ot (¢, ) o Z )
0*H = 9*H n
I e ST B WAICT == SELICL e
n:Oh/_/ n=
=0 si n=0

10



0’H

OH
d’ou I’égalité i 0 sur [0,7] x [0,1]. En outre, pour tout ¢ € [0,7], on a :

ox
OH +o0 OH. 400 02n—1
5, (10) = 5 (00 DFARAO) on =1
n=0 “~—~ n= N—_——
=0 si n=0 =0 car 2n—1>0

4. Le polynéme HO étant pair, il existe un entier N et des réels (Cn)ogngN tels que H? = Z cnX?". On

n' "¢, X™ € R[X] alors, d’apres la formule de Taylor, on a :
n

P™ (0)  (2n)! P™(0)

PW@©) P
= o)l -

=cp, Yn > N, =0
Cno V10 n! (2n)!

vn €{0,..,N}, o=

3 3
Soit ¢ la fonction définie par la partie 4 et f = P¢. Puisque ¢ € G2 (0,T) (question 4.5), alors f € G2 (0,7)

too 2n
(question 3.2 et 3.4). D’apres la question précédente, la fonction H : (t,z) — g £ () é I vérifie les
n)!
n=0

deux premieres équations proposées. En outre, on a :

Ve € [0 1 Z f(n) Qucstlon Z P(n) Z ent SL')

+oo 2n

Voo € [0,1],H TiL’ _O—an) questlonzox
. n=0

4.7

H H
Pour finir, on pose u : t — aa— (t,1) qui est continue sur [0,7] donc Vt € [0,T], 88 (t,1) = u(t), ce
x z

qui permet de conclure.
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