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PRODUIT SCALAIRE ET PROBABILITES

par David Blottiere, le 14 février 2024 a 03h38
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§ 1. CRITERE DE DIAGONALISABILITE

Soitn e N*.
Q1. — Soit P € GL,(R). Démontrer la la matrice P P est symétrique définie positive.
Q2. — Soit A€ %" (R). Démontrer qu'il existe P € GL,(R) telle que A= P P.

Q3. — Soit A€ ./,(R). Démontrer que les deux assertions sont équivalentes.
i. Aestdiagonalisable dans .4/, (R).
ii. 1lexiste Se. %" (R) telleque AT =S™! AS.

§ 2. RAYON SPECTRAL

Soit n e N*. On munit 4,1 (R) de son produit scalaire usuel et on note|| - || la norme associée et :
S0,1):={X € Mn (R : || XI|=1}.
Soit Ae 4, (R). On pose :

[IAX|

[l Alll :== su {—
Plx

s X € Mu1(R)\ {0}} [norme d’opérateur de A]

et
p(A):=max{|Al : LeSpec(ATA)}  [rayon spectral].

Q4. — Justifier que ||| A||| est bien définie et que :

[IIAlll = sup{l| AX]|| : X €S(0,1)}.

Q5. — Démontrer que |||All| = y/p(A).



LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

§ 3. CRITERE DE SYLVESTER

SoientneN* et A= (a;,j) € % (R). On pose pour tout k€ [1,n] :

1<i,j<n

AW = (aij) < jor € SHR).

On se propose de démontrer que :

() Ae AWM = (Ykellnl, det(a®)>0).

Q6. — Démontrer 'implication directe de (x).
On suppose que A"~V € S+ (R) et que det(A) = det(A"™) > 0. On introduit la forme :

Mp)(R) x Mp)(R) — R
X,Y) — XTAY

qui est bilinéaire et symétrique. On note %, := (e1,...,ey) la base canonique de 4, R) et H Uhyperplan
Vect(ey,...,e,-1).

Q7. — Justifier que :

HxH — R
PIHH | (X y) — @(X,Y)=XT AY.

est un produit scalaire sur H.
Soit (f1,..., fu—1) une base orthonormée de H pour le produit scalaire ¢ g~ .

Q8. — Démontrer que I'application :

) J%n,l R — Z (-/%n,l (R),R)
X — (p(Xy .)
est un isomorphisme.

On note H* l'orthogonal de H pour ¢, i.e. :

HY:={Xell, R : VY€EH, ¢(X,Y)=0}.

Q9. — Démontrer que H* est de dimension 1 et que H® H = .4, 1 (R).
On fixe un vecteur non nul f,, de H* et on note € la base (f1,--+ fn-1, fn) de M1 (R).

Q10. — Démontrer qu'il existe a € R} tel que :

V(X,Y) €My (R) x Mp1(R), ¢(X,Y)=Matg(X) Diag(l,...,1,a) Matg(Y).

Q11. — En déduire que A€ &+ (R).
Q12. — Démontrer I'implication réciproque de (*) par récurrence sur 'entier n > 1.

Q13. — Déduire de (x) que .4, * (R) est un ouvert de %, (R).
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§ 4. TIRAGES DANS UNE URNE

Soit n € N*. Soit une urne contenant n boules blanches et n boules noires. On tire les boules 2 par?2 jusqu'a
ce que l'urne soit vide.

Q14. — Déterminer la probabilité de tirer une boule blanche et une boule noire au i-éme tirage, ou i €
(1, n].

§ 5. TEMPS D’ARRET

On consideére une suite (X,) nen+ de variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p €]0, 1.
On pose :
T:=inf{neN\{0,1} : X, =X,,-1 =1} [temps d’arreét].

Q15. — Démontrer que T est presque stirement fini.
Q16. — Calculer P(T =2) et P(T = 3).
Q17. — Soit ne N\ {0,1}. Exprimer P(T = n +2) et fonctionde P(T = n+1), et P(T = n).

Q18. — Démontrer que T posséde une espérance et la calculer.
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