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§ 1. AUTOUR DE L’INÉGALITÉ DE CAUCHY-SCHWARZ

Soient n et k des entiers naturels non nuls fixés.

Q1. — Déterminer l’ensemble solution du système :
x1 + . . . + xn = nk

x2
1 + . . . + x2

n = nk

d’inconnue (x1, . . . , xn) ∈ Rn .

§ 2. UN CALCUL D’ORTHOGONAL

Soient E :=C 1([0,1],R) et l’application ϕ définie par :

ϕ

∣∣∣∣∣∣
E 2 −→ R

( f , g ) 7−→
∫ 1

0
f (t )g (t ) dt +

∫ 1

0
f ′(t )g ′(t ) dt .

On considère le sous-espace vectoriel G := {
f ∈C 2([0,1],R) : f ′′ = f

}
de E.

Q2. — Démontrer que ϕ est un produit scalaire sur E .

Q3. — Déterminer une base de G .

Q4. — Démontrer que :
∀ ( f , g ) ∈ E ×G , ϕ( f , g ) = f (1)g ′(1)− f (0)g ′(0).

Q5. — Démontrer que G⊥ = {
f ∈ E : f (0) = f (1) = 0

}
.
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§ 3. BIJECTIVITÉ ET RÉDUCTION D’UN ENDOMORPHISME

Soient (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien et a,b des vecteurs unitaires de E. On considère l’application :

f

∣∣∣∣ E −→ E
x 7−→ x −〈a , x 〉 b.

Q6. — Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit bijective, puis exprimer f −1 dans ce cas.

Q7. — Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

§ 4. INÉGALITÉ DE BESSEL ET FAMILLES TOTALES

Soient (E ,〈 · , · 〉) un espace préhilbertien, || · || la norme sur E associée au produit scalaire 〈 · , · 〉, (en)n∈N une suite
orthonormale de vecteurs de E et x ∈ E.

Q8. — Démontrer que :

∀n ∈ N,
n∑

k=1

〈ek , x 〉2 ⩽ ||x ||2 [
inégalité de Bessel

]
.

Q9. — Justifier que la série numérique
∑

n⩾0

〈x , en 〉2 est convergente.

On suppose de plus que la famille (en)n∈N est totale, i.e. que Vect
(
(en)n∈N

)
est une partie dense de E.

Q10. — Démontrer que la série vectorielle
∑

n⩾0

〈x , en 〉 ·en converge dans E et que :

x =
+∞∑
n=0

〈x , en 〉 ·en .

Q11. — En déduire que
+∞∑
n=0

〈x , en 〉2 = ||x ||2.

Q12. — Donner une famille orthonormale totale de l’espace C 0([0,1],R) muni de son produit scalaire usuel.

§ 5. CALCUL D’UN ADJOINT

Soient (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien, (a,b) ∈ E 2 et l’application f définie par :

f

∣∣∣∣ E −→ E
x 7−→ 〈a , x 〉 b +〈b , x 〉 a.

Déterminer l’adjoint de f .

§ 6. NOYAU ET IMAGE DE L’ADJOINT

Soient (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien et u ∈L (E).

Q13. — Démontrer que Ker(u∗) = (Im(u))⊥ et Im(u∗) = (Ker(u))⊥.
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§ 7. RANG ET COMPOSITION PAR L’ADJOINT

Soient (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien et u ∈L (E).

Q14. — Démontrer que Rg(u∗ ◦u) = Rg(u) = Rg(u ◦u∗).

§ 8. ENDOMORPHISMES ANTISYMÉTRIQUES

Soient (E ,〈 · , · 〉) un espace euclidien et u un endomorphisme de E tel que u∗ =−u (u est dit antisymétrique).

Q15. — Démontrer qu’il existe une base orthonormée B de E et des réels λ1, . . . ,λr tels que :

MatB(u) =


λ1 · J

. . .
λr · J

0

 où J =
(
0 −1
1 0

)
.
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