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§ 1. PRINCIPE DES ZEROS ISOLES

Soient Z a, z" une série entiére de rayon de convergence R >0 et :
n=0

DO,R) — C
f +00
z  — ) apz".
n=0
On suppose qu'il existe une suite (zp) pen € (D(0, R) \ DN relle que:

(H1) pourtoutrpeN, f(zp)=0;
(H2) z, 0.

p—+oo

Q1. — Démontrer que tous les coefficients a;, sont nuls (principe des zéros isolés).

§ 2. FORMULE DE CAUCHY

Soient Z a, z" une série entiére de rayon de convergence R >0 et :
n=>0

DO,R) — C
f +00
z — Y apz".
n=0
Q2. — Montrer que:

1 2n . .
V(n,r)eNx[0,r, a,r"= > f f(re’e) e "%de  [formule de Cauchy].
0

Q3. — Démontrer que :

V(n,r)eNx]0,r[, layl< M;,(lf) [estimée de Cauchy]
ott M, (f) :=sup{|f(2)| : z€€(0,n}.
Q4. — Soit r €]0, R[. Démontrer que :
VzeD(,r), f(2)= Ly (re”) rei d9  [formule de Cauchy sur un cercle].

2n Jo reif—z
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Les valeurs de f en tout point du disque D(0, r) ne dépendent donc que des valeurs de f sur le cercle €(0,r).
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§ 3. THEOREME DE LIOUVILLE

Soient Z a, z" une série entiére de rayon de convergence +oo et :
n=0

Q5. — Supposons f bornée. Montrer que f est constante (théoréme de Liouville).

Q6. — Supposons qu’il existe un polynome P de degré d € N* tel que, pour tout z € C, | f (z)| < |P(2)|. Démontrer que
f estun polyndme de degré inférieur ou égal a d.

§ 4. ANALYTICITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

Soient Z an z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et :
n=0

Q7. — Démontrer qu'’il existe une suite de nombres complexes (b;,) qen telle que :

+00
VYzeD(z,R-|zol), [f(2)=)_ by(z—2z0)".

n=0

§ 5. INVERSE D’UNE FONCTION DSE NON NULLE EN 0O

Soient Z a, z" une série entiére de rayon de convergence R >0 et :
n=0
D(O,R) — C

+00
f z — Y apz".
n=0
On suppose que f(0) = 1.

1
Q8. — Démontrer que la fonction — est définie au voisinage de 0.

.1 . . - .
Q9. — Démontrer que la fonction — est développable en série entiere au voisinage de 0. On pourra raisonner par

analyse-synthése pour déterminer les coefficients b, du développement en série entiere de ?, puis établir que si

0 < r < R alors il existe une constante M > 0 telle que :

M MM +1)"1
VReN',  lanl <X et by < MMADT

I rr

Q10. — Etendre les résultats des questions 8 et 9 au cas ol ag # 0.
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§ 6. THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS

Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme de d’Alembert-Gaufs. Soit P € C[X] un polynéme de degré supé-
rieur ou égal a d € N*. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il ne posséde aucune racine dans C.

Q11. — Démontrer que la fonction :

c — C

1
Fl, — L
z

P(2)
est bornée.

Q12. — Justifier que f est développable en série entiere au voisinage de 0.

1l existe donc une série entiere Z anz" de rayon de convergence R > 0 et r €]0, R| tels que :
n=0

+00
YzeD(,r), f(z)=)_ anz"
n=0

Q13. — Démontrer que :

+00
YzeD(O,R), f(&)=)_ anz".
n=0

Q14. — Soit n € N. Démontrer que la fonction :

R+ - C

8gn 1 znf(re”’) o0 4p

r —_—

21 Jo

est développable en série entiére au voisinage de tout réel ry > 0.
Q15. — Montrer que R = +oc0. On pourra utiliser la formule de Cauchy (question 2).

Q16. — Conclure al’aide du théoreme de Liouville (question 5).
§ 7. CARACTERE FERME DES MATRICES REELLES TRIGONALISABLES SUR R

Soit un entiern > 1.

Q17. — Soit A € 4, (R) une matrice trigonalisable sur R. Démontrer que :
IRTeC,R xT, R), A=PTP'.

Q18. — Démontrer que :
T, (R):={A€ M, : Aesttrigonalisable sur R}

est une partie fermée de .4, (R).
Q19. — Démontrer que 'adhérence de :
2,,R) :={Ae .#,R) : Aestdiagonalisable sur R}

égale 7, (R).
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