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§ 1. RÉSULTANT DE DEUX POLYNÔMES

Q1. — Soient A(X ) et B(X ) deux polynômes non constants à coefficients dans un corps K. L’assertion :

A(X )∧B(X ) = 1 ⇐⇒ SpecK(A(X ))∩SpecK(B(X )) =;

est-elle vraie?

Q2. — Soient A(X ) et B(X ) deux polynômes non constants à coefficients complexes. L’assertion :

A(X )∧B(X ) = 1 ⇐⇒ SpecC(A(X ))∩SpecC(B(X )) =;

est-elle vraie?

Soient K un corps, A(X ) et B(X ) deux polynômes non constants à coefficients dans K, n := deg(A(X )) ∈ N∗ et m :=
deg(B(X )) ∈ N∗. On considère l’application linéaire :

f

∣∣∣∣ Km−1[X ]×Kn−1[X ] −→ Kn+m−1[X ]
(U (X ),V (X )) 7−→ A(X )U (X )+B(X )V (X )

et M la matrice de f dans les bases canoniques de Km−1[X ]×Kn−1[X ] et Kn+m−1[X ].

Q3. — Expliciter la matrice M ∈Mn+m(K) à l’aide des coefficients a0, a1, . . . , an de A(X ) et des coefficients b0,b1, . . . ,bm

de B(X ).

Le résultant des polynômes A(X ) et B(X ) est défini par :

ResX (A(X ),B(X )) := det(M) ∈ K.

Q4. — Démontrer que :
A(X )∧B(X ) = 1 ⇐⇒ ResX (A(X ),B(X )) ̸= 0.

Soient A(X ) et B(X ) des polynômes à coefficients rationnels.

Q5. — Démontrer que le PGCD de A(X ) et B(X ) dans Q[X ] coïncide avec le PGCD de A(X ) et B(X ) dans C[X ].

Q6. — Démontrer que A(X ) et B(X ) ont une racine complexe commune si et seulement si ResX (A(X ),B(X )) = 0.

Q7. — Soit A(X ) un polynôme à coefficients complexes. Que caractérise la propriété ResX
(

A(X ), A′(X )
)= 0 ?
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§ 2. ENTIERS ALGÉBRIQUES

Un nombre complexe α est un entier algébrique s’il existe un polynôme unitaire P (X ) ∈ Z[X ] tel que P (α) = 0.

Q8. — Soit α ∈ Q. Démontrer que α est un entier algébrique si et seulement si α ∈ Z.

Q9. — Les racines de l’unité sont-elles des entiers algébriques?

Q10. — Soit α un entier algébrique. Démontrer que −α est un entier algébrique.

Soient α,β deux entiers algébriques et :

• P (X ) = X n +an−1X n−1 + . . .+a1X +a0 ∈ Z[X ] tel que P (α) = 0 ;

• Q(X ) = X m +am−1X m−1 + . . .+b1X +b0 ∈ Z[X ] tel que Q(β) = 0.

On considère :
P (X −Y ) ∈ Z[X ][Y ] ⊂ Q(X )[Y ] et Q(Y ) ∈ Z[X ][Y ] ⊂ Q(X )[Y ]

et on pose :
R(X ) := ResY (P (X −Y ),Q(Y )) ∈ Q(X ).

Q11. — Justifier R(α+β) = 0.

Q12. — Démontrer que R(X ) est à coefficients entiers et calculer son coefficient dominant.

Q13. — En déduire que α+β est un entier algébrique.

Q14. — Donner un polynôme unitaire de Z[X ] dont
p

5+ 3p7 est racine.

On pose :

S(X ) := ResY

(
Y nP

(
X

Y

)
,Q(Y )

)
∈ Q(X ).

Q15. — Justifier S(αβ) = 0.

Q16. — Démontrer que S(X ) est à coefficients entiers et calculer son coefficient dominant.

Q17. — En déduire que αβ est un entier algébrique.
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