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§ 1. DÉTERMINANT DE CAUCHY

Soient un entier n ⩾ 2, (α1, . . . ,αn) ∈ Cn et (β1, . . . ,βn) ∈ Cn tels que, pour tout (i , j ) ∈ J1,nK2, αi +β j ̸= 0. On se
propose de démontrer que : ∣∣∣∣∣

(
1

αi +β j

)
1⩽i , j⩽n

∣∣∣∣∣=
∏

1⩽i< j⩽n
(α j −αi )(β j −βi )∏

1⩽i , j⩽n
(αi +β j )

.

Q1. — Que dire lorsque deux des nombres α1, . . . ,αn ou deux des nombres β1, . . . ,βn sont égaux?

Désormais, nous supposons que les nombres α1, . . . ,αn sont deux à deux distincts et que les nombres β1, . . . ,βn sont
deux à deux distincts. En outre on pose :

F :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

α1 +β1

1

α1 +β2
. . .

1

α1 +βn

...
...

...

1

αn−1 +β1

1

αn−1 +β2
. . .

1

αn−1 +βn

1

X +β1

1

X +β2
. . .

1

X +βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∈ C(X ).

Q2. — Justifier qu’il existe λ ∈ C tel que :

F =λ ·

n−1∏
i=1

(X −αi )

n∏
j=1

(X +β j )

.

Q3. — Démontrer que :

λ=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

α1 +β1
. . .

1

α1 +βn−1

...
...

1

αn−1 +β1
. . .

1

αn−1 +βn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

n−1∏
i=1

(βn −βi )

n−1∏
j=1

(βn +αi )

.

Q4. — Conclure.
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§ 2. UN THÉORÈME DE DINI

Soient des réels a,b tels que a < b, ( fn)n∈N ∈F ([a,b],R)N et f ∈F ([a,b],R) tels que :

fn
C S−−−−−→

n→+∞ f .

On suppose que :

(H1) pour tout n ∈ N, fn est continue sur [a,b] ;

(H2) la fonction f est continue sur [a,b] ;

(H3) pour tout n ∈ N, fn ⩽ fn+1.

On se propose de démontrer que la suite de fonctions ( fn)n∈N ∈F ([a,b],R)N converge uniformément vers f .

Q5. — Donner trois propriétés remarquables de la suite de fonctions (gn := f − fn)n∈N ?

Pour tout n ∈ N, on pose :
αn := sup

{
gn(x) : x ∈ [a,b]

}
.

Q6. — Démontrer que la suite numérique (αn)n∈N est convergente et que sa limite α est positive ou nulle.

Soit (Kn)n∈N une suite de compacts non vides de R (ou d’un espace vectoriel normé quelconque) telle que, pour tout
n ∈ N, Kn+1 ⊂ Kn .

Q7. — Démontrer que l’intersection
⋂

n∈N
Kn est non vide.

Nous raisonnons par l’absurde et supposons que α> 0.

Q8. — En considérant, pour tout n ∈ N :

Kn :=
{

x ∈ [a,b] : gn(x)⩾
α

2

}
démontrer que :

∃c ∈ [a,b], ∀n ∈ N, gn(c)⩾
α

2

et conclure.

§ 3. MATRICES À CLASSE DE CONJUGAISON BORNÉE

Soient un entier n ⩾ 2 et M ∈Mn(C). On suppose que C (M) :

C (M) := {
P M P−1 : P ∈ GLn(C)

} [
classe de conjugaison de M

]
est bornée.

Q9. — Démontrer que M possède une unique valeur propre.

Q10. — Démontrer que M =λ · In , où λ est l’unique valeur propre de M .

§ 4. UNE ÉQUATION FONCTIONNELLE

Q11. — Trouver toutes les fonctions f ∈C ([0,1],R) telles que f (0) = 0 et

∀x ∈ [0,1], f (x) =
+∞∑
n=0

f (xn)

2n .

On pourra étudier, pour tout x ∈ [0,1[ :
M(x) := sup

{∣∣ f (t )
∣∣ : t ∈ [0, x]

}
.
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