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TOPOLOGIE I1

par David Blottiere, le 28 novembre 2023 a 14h50

§ 1. ADHERENCE DE I’ENSEMBLE DES MATRICES DIAGONALISABLES REELLES

Soit un entier n > 2.

Q1. — Démontrer que, pour tout matrice A de :
T, R):={A€ . 4,R) : Aesttrigonalisable sur R}

il existe P € @,,(R) telle que P! AP est triangulaire supérieure.

Q2. — Démontrer que 'adhérence de :
2,,(R) :={A€e .#,R) : Aestdiagonalisable sur R}

dans ., (R) est 7, (R).
§ 2. UN THEOREME DE POINT FIXE

SoientK € {R,C}, (E, N) unK-espace vectoriel normé et K un compact non vide de (E, N).
Q3. — Démontrer qu'une suite (x,),en € KN qui posséde une unique valeur d’adhérence ¢ € K converge vers /.

Soit f: K

K une application telle que :

Vx,y)ek? x#y = N(f(x)-f()<Nx-y).

Q4. — Démontrer que f posséde un unique point fixe.

Q5. — Soit x un point de K fixé et (x,) ,eN la suite définie par xy = x et la relation de récurrence x,; = f(x,) valable
pour tout n € N. Démontrer que (x,) ,en converge vers I'unique point fixe de f.

§ 3. UNE CONDITION SUFFISANTE D’EXISTENCE D’UN MINIMUM

Soient (E,|| - |I) un R-espace vectoriel normé de dimension finieet f: E R une application continue telle que

g(x) +o0, i.e.:

[l x||—+co

VAeRsy, 3JaecR,y, VxeE, |lxll>a = gx)>A.
Q6. — Démontrer que la fonction g possede un minimum.

§ 4. THEOREME DE BANACH-SCHAUDER EN DIMENSION FINIE

SoientK e {R,C}, (E, Ng), (F, NF) des K-espaces vectoriels normés, f: E F une application.

Q7. — Si f est continue, I'image d'un ouvert de (E, Ng) par I'application f est-elle nécessairement un ouvert de
(F,NF)?

Lapplication f est dite ouverte si, pour tout ouvert U de (E, Ng), f(U) est un ouvert de (F, NF).

Q8. — Supposons que le K-espace vectoriel F est de dimension finie et que I'application f est linéaire. Démontrer
que:
f estsurjective <= f est ouverte.
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§ 5. PRINCIPE DU MAXIMUM POUR LES POLYNOMES

Soit P un polynéme a coefficients complexes de degré d > 1.

Q9. — On suppose, dans cette question, que P(0). Démontrer que :

Vr>0, 3p>0, D(0,p)<P(D(Q,r)).

Q10. — Soit K un compact non vide de C. Déduire de la question 9 que I'application :

K — R,

) z — |P(2)]

ne peut pas atteindre son maximum en un point intérieur a K.
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