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SUITES NUMERIQUES

par David Blottiere, le 17 octobre 2023 a 21h10

§ 1. UNE INEGALITE LIEE A LA FORMULE DE STIRLING

ENONCE DE L’EXERCICE 1

Démontrer que :

n
n-In(n)-n+1< ) In(k)
k=1

et en déduire I'inégalité :

ol neN*.

§ 2. UNE SUITE RECURRENTE

ENONCE DE ’EXERCICE 2

Soit (un) neN une suite de nombre réels vérifiant ug > 0 et, pour toutne N :

Up+1 = Up+ —-
Un

Etudier le comportement asymptotique de la suite (i) ,en, puis donner un équivalent de u,,.

O
§ 3. DA DES SOMMES PARTIELLES DE LA SERIE HARMONIQUE
ENONCE DE EXERCICE 3
Q1. — Démontrer qu’il existe une constante vy telle que :
71
H, := kgl T 1 oo In(n) +y+o(l).
Cette unique constantey €10,577, 0,578[ est nommée constante d’Euler.
. .. . In(n)
Q2. — Démontrer que la série Z =" 0 converge et calculer sa somme.
n=1

O
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§ 4. LE LEMME DE SOUS-ADDITIVITE DE FEKETE

ENONCE DE LEXERCICE 4

Soit u = (uy)nen+ une suite réelle bornée. Pour tout n € N*, on note U, = {uy : k > n}. On définit les suites u =
(U, nen+ et = (Un)nen+ par, pour toutn € N* :

u, =inf(Uy) et u,=sup(Uy).

Q1. — Justifier que u et u sont bien définies. Montrer qu’elles sont monotones puis qu’elles convergent.
Pour toutes suites réelles v = (V) nen+ et W = (Wy) nen+, on dit que v est plus petite que w, et on note v < w, si pour

tout n e N*, on a v, < wy. De facon équivalente, on dit aussi que w est plus grande que v.

Q2. — Montrer que u est la plus petite suite (au sens de <) qui est décroissante et plus grande que u. Montrer de
meéme que u est la plus grande suite (au sens de <) qui est croissante et plus petite que u.

Dans toute la suite du probleme, on appelle limite inférieurelim et limite supérieurelim les limites suivantes :

lim u,= lim u, et lim u,= lim u,.
oo n—+oo— n—+oo n—-+oo

Q3. — Si v =(vy)nen+ est une autre suite réelle bornée plus grande que u, comparer les limites de u et v.

Q4. — Montrer que u et u sont adjacentes si et seulement si u converge. En ce cas, que peut-on dire des limites des
trois suites u, u et u?

On dit qu'une suite réelle u = (1p) nen+ est sous-additive si pour tous i, j dansN*, on a u;, j < u; + u;.
Dans la suite, on ne suppose plus que la suite u est bornée, mais on suppose que u est positive et sous-additive.
Q5. — Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m > 2n. On note g le quotient et r le reste de la division

euclidienne de m par n. Démontrer que :
Un < (=1 uUp+upsr

et en déduire I'inégalité

Un M—N—T Un +max{un,un+1,...,uzn-1}
m m n m )

Q6. — En déduire que la suite (—m) est bornée, puis que pour tout n € N*,
m J meN*

Up

Q7. — En conclure que la suite (
n

) converge.
neN*
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