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§ 1. EXERCICES ISSUS DES ORAUX MINES-PONTS 2018

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 1

Soient un entier n ⩾ 2 et (a0, a1, . . . , an) ∈ Cn+1.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que :

∀Q ∈ Cn[X ], ∃P ∈ Cn[X ], Q =
n∑

k=0
ak ·P (k).

f

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 2

Soient un entier n ⩾ 2 et u l’application linéaire définie par :

u

∣∣∣∣ Mn(K) −→ Mn(K)
M 7−→ M⊤

Q1. — Déterminer la trace de u.

Q2. — Calculer le déterminant de u.
f

§ 2. RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 3

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n ⩾ 2, u un endomorphisme de E de nilindice p ⩾ 2.

Q1. — Démontrer que toutes les inclusions :

{0E } ⊂ Ker(u) ⊂ Ker
(
u2)⊂ . . . ⊂ Ker

(
up−1)⊂ Ker

(
up)= E

sont strictes.

Q2. — En déduire que p ⩽ n.

Q3. — Démontrer qu’il existe une base B de E telle que MatB(u) est triangulaire supérieure stricte.

Q4. — Démontrer qu’une matrice N ∈Mn(K) nilpotente est semblable à une matrice triangulaire stricte.

Q5. — Soit N l’ensemble des matrices nilpotentes de Mn(K). Déterminer Vect(N ).
f
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§ 3. DÉTERMINANTS ET ARITHMÉTIQUE

ÉNONCÉ DE L’EXERCICE 4

Soit un entier n ⩾ 2. Pour tout (i , j ) ∈ J1,nK2, on pose :

di , j := Card
({

k ∈ N∗ : k | i et k | j
})

, ai , j :=
{

1 si i | j
0 sinon

, δi , j := i ∧ j , φi , j :=
{
ϕ( j ) si j | i

0 sinon.

Q1. — En exprimant la matrice D := (
di , j

)
(i , j )∈J1,nK2 à l’aide de la matrice A := (

ai , j
)

(i , j )∈J1,nK2 , calculer Det(D).

Q2. — Démontrer que, pour tout n ∈ N∗, n = ∑
d | n

ϕ(d).

Q3. — En exprimant la matrice ∆ := (
δi , j

)
(i , j )∈J1,nK2 à l’aide des matrices A etΦ := (

φi , j
)

(i , j )∈J1,nK2 , calculer Det(∆).
f
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