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ESPACES DE BANACH

par David Blottiere, le 2 avril 2024 a 21h22

ENONCE DE I’EXERCICE 1

Démontrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes.
(A) Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure dans R.
(B) Toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure dans R.
(C) Lespace (R,]:[) est complet.

(D) Deux suites adjacentes de nombres réels sont toujours convergentes.

0
ENONCE DE EXERCICE 2
Soit (Un) pen € RN.
Q1. — Onsuppose qu'il existe a €]0, 1 tel que :
VneN, |ups1—uul<a”.
Démontrer que la suite (u,) ,en est de Cauchy.
Q2. — On suppose que :
1
VneN", |ups1—upl<—.
n
La suite (1) nen est-elle nécessairement de Cauchy?
O
ENONCE DE UEXERCICE 3
Soient (Ey, 1l - 111), (E2,1l - ll2) des R-espaces vectoriels normés complets. On munit Ey x E, de la norme || - || définie
par:
VY (x1,%2) € Ey x B, || (31, X2) 1 := max{[| xy |7, [ x2 12} .
Démontrer que (E, || - ||) est un espace de Banach.
O
ENONCE DE I’EXERCICE 4
Soient (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé et (x) nen € EN, (¥n)neN € EN deux suites de Cauchy.
Démontrer que la suite (|| x, — yn||),cx converge dans R.
O

ENONCE DE I’EXERCICE 5

Soient (E, Ng), (F, Np) des R-espaces vectoriels normés et f: E—— F une application.

Q1. — Démontrer que , si f est uniformément continue, alors pour toute suite de Cauchy (x,),en € EV, la suite
(f (X)) nen € FN est de Cauchy.

Q2. — Démontrer que si, pour toute suite de Cauchy (x,) zen € EN  la suite (f(xn))nen € FN est de Cauchy, alors f est
continue.

Q3. — Démontrer que la réciproque de Q1 est fausse.
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ENONCE DE L’EXERCICE 6

Soit f: R—— R une fonction continue telle que :

Ja>0, V(x,)eR, |fx+y-fx)-fy)|<a.

Q1. — Démontrer que :
VyeR, VkeN*, )f(z"y)—z’“f(y)|<2’“a.

2" x
Q2. — En déduire que, pour tout x € R, la suite (%) est une suite de Cauchy.
neN
Q3. — En déduire que la fonction :
R — R
2}1
X — lim e’y

n—+oo 20

g

est bien définie et qu’elle vérifie :
Vix,y) eR? glx+y) =g +gy).

ENONCE DE LEXERCICE 7

Soit X un ensemble non vide et
B(X,R):={f eR* : f estbornée}.

On munit le R-espace vectoriel B(X,R) de la norme || - || définie par :

VieBXR), ||f]l:=sup{|fx)|: xeR}.

Démontrer que (B(X,R), | - ) est un espace de Banach.

ENONCE DE ’EXERCICE 8
On munit le R-espace vectoriel € ([0,1],R) de la norme N définie par :

Ve€ (0,1LR), N :=|f|le+]f |-

Démontrer que (¢([0,1],R), N) est un espace de Banach.

ENONCE DE ’EXERCICE 9
Soient (E, Ng) un R-espace vectoriel normé, (F, Nr) un R-espace vectoriel normé complet et :
%.(E,F):={f € F¥ . f estlinéaire et continue} .
On munit £.(E, F) de la norme N définit par :

Vfe%A(EF), N(f)=sup{Np(f(x): x€EetNg(x)=1}.

Démontrer que le R-espace vectoriel normé (Z;(E, F), N) est complet.

ENONCE DE ’EXERCICE 10

Démontrer que le systeme :
5x1 2sin(x;) + cos(xp)
5x, = cos(x;) + 3sin(xp)
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d’inconnue (x1, x) € R?, posseéde une unique solution.

ENONCE DE L’EXERCICE 11

Soit (E, || - |I) un R-espace normé complet. Soit (A,) ,en Une suite d'ouverts denses de E. On souhaite démontrer que :
ﬂ Q,, estdense dans E [théoréme de Baire] .
neN
. . . 1
Q1. — Soit V un ouvert non vide de E. Construire, pour tout n € N, un couple (x,,7,) € E x |0, on de sorte que :

(@) B(xo,70) Qo NV;
(b) pourtout n €N, B(xp+1, "n+1) € Qp+1 N B(Xn, ).
Q2. — En déduire le théoreme de Baire.

Q3. — Démontrer qu'un R-espace vectoriel normé possédant une base dénombrable ne peut pas étre complet.

ENONCE DE I’EXERCICE 12

Soient (E,|| - |1) un espace de Banach, Q0 un ouvert de E contenant 0 et f: Q E une application de classe € 1
telle que d f (0g) = idg. Nous souhaitons démontrer qu'il existe un voisinage ouvert V de O dans E tel que :

(A) f(V)estunouvertdeE;
(B) l'application :

7 v — fV)
X — f(_x)
est bijective.
(C) lapplication (f)_l : f(V) —— V est de continue.
Q1. — Démontrer le résultat dans ce cas particulier ou n = 1.

Considérons l'application :
Q — R"

8| x — x— f(x)

et|| - || une norme quelconque sur R".

Q2. — Démontrer qu’il existe r > 0 tel que :

_ 1
Y (0, x) €BO,0, || gta) - gl || < 5 =l

Soity € B(0,r/2).

Q3. — Démontrer que I'application :

. | BOG — B0,
Y x  — x—-fX+y
est bien définie et 1/2-lipschitzienne.
Q4. — En déduire que I'application :
f B(0,r) — B(0,r/2)
1 X — f(x)

est bien définie et bijective.

Q5. — Démontrer que 'application ffl: B(0,7r) —— B(0,1/2) est 2-lipschitzienne.
Q6. — Donner alors un voisinage ouvert V de Or dans E satisfaisant les conditions (A) et (B) et (C).

Remarque : on peut déterminer un voisinage V de Og dans E, vérifiant les conditions (A), (B) et la condition (D)
ci-dessous, plus forte que la condition de régularité (C).

(D) l'application (f)f1 : f(V) —— V estde classe €.

Il s'agit du théoreme d’inversion locale.



