LYCEE HENRI POINCARE, NANCY MATHEMATIQUE MPI-MPI* 2324

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

par David Blottiere, le 24 mars 2024 a 15h45

ENONCE DE L’EXERCICE 1

Résoudre sur I'intervalle ]1, +oo[ I'équation différentielle (&) : y’ + y=2x.

X
x2-1

ENONCE DE LEXERCICE 2

Résoudre sur l'intervalle R, 'équation différentielle (&) : 2xy' -3y = v/x.

ENONCE DE LEXERCICE 3

Résoudre sur I'intervalle R I'équation différentielle (&) : 12 y-y=o.

0
ENONCE DE I’EXERCICE 4
Résoudre sur l'intervalle R I'équation différentielle (&) : 1-0y - y="t.
0
ENONCE DE ’EXERCICE 5
Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de '’équation différentielle :
&) : 4xy" +6y' +y=0.
0
ENONCE DE EXERCICE 6
Soit l'équation différentielle (&) : x(x—1)y" +3xy' +y=0.
Q1. — Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiere sur un intervalle |-, r[ de

R, avec r > 0. Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

Q2. — Est-ce que toutes les solutions de (&) sur ]0; 1[ sont les restrictions d'une fonction développable en série entiére
sur]-1,1[2 O

ENONCE DE LEXERCICE 7

X' =4x-2y

Résoudre sur R le systeme différentiel (%) : { ,
y=x+y.

ENONCE DE ’EXERCICE 8
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/I — _ t
Résoudre sur R le systeme différentiel () : { X =-x+3yte

y =-2x+4y.
O
ENONCE DE EXERCICE 9
. R ceea . x'=x+8y+e’
Résoudre sur R le systeme différentiel suivant (%) : , _3¢
y=2x+y+e".
O
ENONCE DE I’EXERCICE 10
X=y+z
Résoudre sur R le systéme différentiel suivant () : y=x
Z=x+y+z.
O
ENONCE DE IEXERCICE 11
x'=3x+y
Résoudre sur R le systeme différentiel (%) : y=2x-y
Z =—-4x-8y+2z.
O
ENONCE DE UEXERCICE 12
X'=x-z
Résoudre sur R le systeme différentiel suivant () : yV=x+y+z
Z=-x-y+z
O

ENONCE DE ’EXERCICE 13

Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : (2 +1)x"-2x =1 0On pourra commencer par étudier les solutions
polynomiales.

ENONCE DE ’EXERCICE 14

Considérons I'équation différentielle (&) : x(x—1)y" +3xy'+y=0.

Q1. — Déterminer les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére au voisinage de I'ori-
gine, ainsi que leur somme.

Q2. — Indiquer une méthode pour déterminer toutes les solutions de cette équation différentielle sur les intervalles
] —00,0[,10,1[ et]1,+ool.
0

ENONCE DE I’EXERCICE 15

Considérons I'équation différentielle (&) : x"' —5x" +7x'+3x =0.

Q1. — Démontrer qu'une fonction xg de classe €2 est solution de (&) sur R si et seulement si la fonction :

R — R?
x(t)

Xo |y *' (1)
x”(t)
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est solution de I'équation différentielle X’ = AX, ol A est une matrice a déterminer.

Q2. — Trigonaliser A puis résoudre (&).

ENONCE DE ’EXERCICE 16

X'=y-z
Considérons le systéme suivant (%) : ¥ =z—x . On cherche les solutions x, y, z, définies sur R, vérifiant en
Z=x-y
outre la condition x(0) =1, y(0) =0, z(0) = 0.
Q1. — Discuter I'existence et I'unicité de la solution.

Q2. — Démontrer que la trajectoire de la solution est contenue dans une sphere et dans un plan. Reconnaitre I'inter-
section de la sphere et du plan.

Q3. — Résoudre (%) et retrouver le résultat de la question précédente.

ENONCE DE ’EXERCICE 17

Q1. — Résoudre sur RI'équation (§#) : y" +4y =0.

Soit g € €(R,R), posons :
R — R

1 X
h X — 5[ g(H)sin(2x—21) dt.
0

Q2. — Démontrer que h est solution de I'équation différentielle : (&) : y” +4y = g, puis résoudre cette derniére.

Q3. — Soit f € €*(R,R) telle que f" +4f = 0. Démontrer :

VxeR, f(x)+f(x+g)20.

ENONCE DE ’EXERCICE 18

Résoudre sur R les systemes d’équations différentielles linéaires suivants.

x' =  cos(t)x + sin()y X = @2-nHx + (t-1y
(D) { Yy = -—sin(f)x + cos()y (#2) { y = 20-Hx + @t-1)y

x = (t+3)x + 2y X = d+bHx + ry — e’
(%) {y’ = —ax o+ (1-3)y () {y’ = “ix o+ -y + &

ENONCE DE ’EXERCICE 19

x'=5x-3y-4z
Résoudre sur R le systeme différentiel () : { y' =-x+y-2z
z'=x-3y.

ENONCE DE I’EXERCICE 20

=x+y -x

Considérons le systeme différentiel (¥) : { V=X +y —y.
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Mettre (#) sous la forme d’un systeéme différentiel linéaire d’ordre 1 et le résoudre sur R.

ENONCE DE I’EXERCICE 21

Soit u € R® un vecteur unitaire. Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : x' = u A x.

ENONCE DE I’EXERCICE 22

On considere l'équation différentielle suivante :

&)  x®-—2x¥42x@ _2x +x=0.

Q1. — Déterminer une matrice A € .44 (R) telle que pour tout x € %¢*(R,C), x est solution de (&) si et seulement si la

fonction :

X
/

X= x’fz) € 6* (R, 441 (0))
®
est solution de I'équation différentielle X' = AX.
Q2. — Démontrer que 1 est valeur propre double de A et que dim (E); (A) = 1. La matrice A est-elle diagonalisable?

Q3. — Démontrer que A est semblable a la matrice diagonale par blocs B suivante :

i 0 0 O
0 -i 0 O
B= 0 0 1 1
0 0 01

1 . .
0 1). En déduire B” pour tout entier naturel n.

. . . 1
Q4. — Calculer les puissances successives de la matrice (

Q5. — Déterminer les solutions de I'équation X' = AX, puis celles de (&) sur R.

ENONCE DE ’EXERCICE 23

1
Q1. — Résoudre sur 0, +oo[ I'équation différentielle (&) : y' +y = p
+00 e—tx
Q2. — En déduire une expression de I'intégrale a parametre f 32
0
+00 qj t +00 qj t
Q3. — Calculerf sin{?) dt= lim f sin() dr.
0 x—0* Jx t

ENONCE DE I’EXERCICE 24

Résoudre I'équation différentielle (&) : x(x —1)y" — xy’ + 2y = x sur un intervalle a préciser.

ENONCE DE I’EXERCICE 25

Résoudre I'équation différentielle (&) : (1 + x?)y” + xy' — y = xV 1+ x2 sur R. On pourra commencer par chercher
une solution ne s’annulant pas de I'équation homogene associée.
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ENONCE DE ’EXERCICE 26

Résoudre en fonction du parameétre m € R1'équation différentielle (&) : y"" — my' +2y =1+ x> + e“ surR.

ENONCE DE ’EXERCICE 27
Soit l'équation différentielle (&) : x* y" +4x y' +(2—x*) y=-1.
Q1. — Déterminer un réel @ pour que la fonction :

10,400 — R
X — X%

soit solution de (&) sur ]0, +ool.
Q2. — Déterminer une solution de (&) développable en série entiére sur R.

Q3. — Résoudre (&) sur ]0, +ool.

ENONCE DE I’EXERCICE 28

Pour A €] —1/2, +ool, considérons l'équation différentielle (&) : x(x+1)y" + 2x+ 1)y =A(A+ 1)y =0.
Q1. — Démontrer que (&) posséde, sur R, une unique solution polynomiale P; vérifiant P;(0) = 1.

Notons @ ety les fonctions définies sur R* par:

4 _x(x+1)(2x+1) v _x(x+1)(2x+1)2'

Q2. — Décomposer ¢ et ¥ en éléments simples et déterminer une primitive de ¢ et une primitive de .
Q3. — Résoudre (&) sur ]0, +ool.
Q4. — Déterminer les solutions de (&§3) développables en série entiere au voisinage de 0.

Q5. — Déterminer une condition sur A pour que (&) possede, sur R, une solution polynomiale non nulle.

ENONCE DE I’EXERCICE 29

1
Résoudre I'équation différentielle (&) : x(x+ 1) y" + (x+2)y' —y = 1 sur ]0, +oo[. On commencera par chercher
X

des solutions de I'équation homogene associée sous forme polynomiale et sous la forme x — x®.

ENONCE DE ’EXERCICE 30

Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : (x> —x)y” + (x+1)y' -y =0.

ENONCE DE ’EXERCICE 31

Résoudre sur R 1'équation différentielle (&) : y"' —2y" +y' +2y =e*.
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ENONCE DE I’EXERCICE 32

Considérons I'’équation différentielle (&) : (1 + x%) ¥ =1+3xy.
Q1. — Résoudre (&) sur R. On pourra chercher des solutions polynomiales de (&).

Q2. — Déterminer les solutions de (&) sur R, bornées au voisinage de +oo.

ENONCE DE ’EXERCICE 33
Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : (1 + t?)y” — 2y = t. On pourra commencer par chercher une solution
sous la forme d'un polynoéme.
0

ENONCE DE I’EXERCICE 34

Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : (1 +t2)?y" —2t(1+ t?)y’' +2(t> = 1)y = (1 + £?). On pourra commencer
par chercher une solution sous la forme d'un polynéme.

ENONCE DE I’EXERCICE 35

Résoudre sur 0, +oo| 'équation différentielle (&) : £3y" + ty' — y = 0.

ENONCE DE ’EXERCICE 36

Résoudre sur 0, +oo| 'équation différentielle (&) : t?y" + ty' —y = 1.

ENONCE DE ’EXERCICE 37
Résoudre sur ]0,1[ ’équation différentielle (&) : (1 - 1)y" + (1-3t)y’ — y = 0. On commencera par rechercher une
solution développable en série entieére.
0

ENONCE DE I’EXERCICE 38

Résoudre sur ] — 1, 1[ I'équation différentielle : (&) : 4(1 — 2) y" —4ty'+ y = 0. On commencera par rechercher une
solution développable en série entiere.

ENONCE DE I’EXERCICE 39

On considere I'équation différentielle (&) : (£ +1)%y" —2(t+ 1)y’ +2y =0.
Q1. — Résoudre (&) sur les intervalles ] —oo,—1[ et ] — 1, +o0l.

Q2. — Résoudre (&) sur R.
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ENONCE DE I’EXERCICE 40

1
Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : y" + '+ = . On pourra effectuer le change-
q @)y 2+17 (t2+1)2y (2 +1)2 p 8
ment de variable x = arctan(z).
ENONCE DE ’EXERCICE 41

On considere 'équation différentielle (§) : ty" -y — 3y = 0.
Q1. — Soit I =]a, b un intervalle de R. Notons I’ =] — b, —a[ son symétrique. Démontrer que si y est une solution de
(&) sur I, alors t — y(—t) est une solution de (&) sur I'.
Q2. — Soit y une solution de (&) sur ]0,+ool. Posons z(t) = y(ﬁ), pour tout ¢ > 0. Démontrer que z vérifie une

équation d’ordre 2 a coefficients constants. En déduire les solutions de (&) sur ]0, +ool.

Q3. — Déterminer les solutions de (&) sur R.

ENONCE DE ’EXERCICE 42

Considérons l'équation différentielle (§) : ty" +3y' —4t3y = 0.
Q1. — Déterminer une solution y; de (&) non nulle et développable en série entiére au voisinage de 0.

Q2. — Déterminer le rayon de convergence de la série entiére associée a y;, puis exprimer y; al’aide de de fonctions
usuelles.

Q3. — Déterminer ’ensemble des solutions de (&) sur ]0, +ool.

ENONCE DE I’EXERCICE 43
Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : (1+ £2)y" +4ty' +2y =

1+ ¢2°

ENONCE DE ’EXERCICE 44

Résoudre sur R I'équation différentielle (&) : (1+t2)y" +ty' —y=0.

ENONCE DE I’EXERCICE 45

Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation différentielle ty” + 2y’ — ty = 0. On pourra chercher une solution sous la forme
y(t) = t%z(1), ol a € R et z € €2(]0, +oo[, R).

ENONCE DE ’EXERCICE 46

Déterminer toutes les fonctions f: ]0, +oo[

R dérivables telles que :

Y £€]0,+ool, f'(1) :f(%).

On pourra se ramener a une équation diférentielle scalaire d’ordre 2, puis la résoudre en posant x = In(#).
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ENONCE DE I’EXERCICE 47

Soienta< b etu,ve€°(a,b],R"). On suppose qu'il existe un réel C > 0 tel que :

t
Vtela,bl, u(t)< C+f u(s)v(s) ds.

a
Démontrer que :

¢
Ytea,bl, u(t)éCexp(f v(s) ds).

Ce résultat porte le nom de lemme de Gronwall.

ENONCE DE I’EXERCICE 48

Munissons ;1 (R) de la norme euclidienne || .|| définie par :
VY €llnR), NIYIP=YTY.

Soit A € M, (R) une matrice antisymétrique.

Q1. — Soit X une solution de I'équation différentielle X' = AX. Démontrer que la fonction :
R — R
r— XM

est constante.

Q2. — En déduire que ede0,R).

O
ENONCE DE I’EXERCICE 49
Soit J € Mo, (R) telle que J? = —Iy,.
Q1. — Démontrer :
ViteR, exp(t))=cos(t)lr,+sin(f)].
Q2. — En déduire les solutions de I’équation différentielle X' = JX.
ENONCE DE ’EXERCICE 50
Soit A € >, (C) une matrice telle que Sp(A) N 2inZ = @.
Q1. — Démontrer que e — I, € GL,(C).
Q2. — Soit Be€ € (R, #y,1(C)) une fonction 1-périodique, i.e. telle que :
VteR, B(t+1)=B(1).
Démontrer que I'équation différentielle :
X'=Ax+B(1)
admet une unique solution 1-périodique.
O

ENONCE DE ’EXERCICE 51
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Soit g € € R,R"). Soit y une solution de l'équation différentielle :

Y +q@®y=0.

Démontrer qu'il existe ¢ € R tel que y(#) = 0. A quelle condition a-t-on de plus y'(£) = 0?

O
ENONCE DE I’EXERCICE 52
Soient a,b € €°([0,1],R), soity € €2([0,1],R) une solution non nulle de l'équation différentielle :
Y +a®y +b®y=0.
Démontrer que 'ensemble {z € [0,1] : y(¢) = 0} est fini.
O

ENONCE DE I’EXERCICE 53

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d'une base %, a € €OR, L (&) et ty € R. Soit (x1,...,%n)
un systeme fondamental de solutions de U'équation différentielle x' = a(t)(x). Notons W le Wronskien de ce systeme
fondamental de solutions dans la base 2.

Démontrer que :

t
VteR, W()=WI(t)exp (f Tr(a(s)) ds).

To

ENONCE DE I’EXERCICE 54

Soit A€ €' (R, .4,(C)).
Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes.

(a) Ilexiste une application P € €' (R, GL,(C)) telle que :
VteR, A()=P()A)P(H~ .
(b) 1l existe une application continue L € Z (R, .4, (C)) telle que :

VteR, A(0)=L(t) AR - A(t) L.

ENONCE DE ’EXERCICE 55
Soit f: R—— GL,(R) une application continue telle que :

V(t,5) R, f(t+35)=f)f(s).

Q1. — Supposons f dérivable en 0. Démontrer que f est dérivable sur R et que :
vteR,  f(0=f0)f®

et en déduire que :
VieR, f(n)=eT©,

On suppose désormais seulement f continue.
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Q2. — Démontrer qu'il existe € > 0 tel que :

€
f(s) dse€ GL,(R).
—€

Q3. — Démontrer que :
t+e

f(s) ds.

VieR, f()| f(s)ds=

Q4. — Démontrer que f est dérivable puis en déduire une expression de f.

ENONCE DE ’EXERCICE 56

Soit A€ 4, (C).
Q1. — Démontrer les implications suivantes.

(a) (etA

0) = (YAeSp(a), Re(h)<0).

t—+o00

®) (|]e|

+00] = (YA€Sp(A), Re(A)>0).

t—+o0

Q2. — Démontrer les implications réciproques. On utilisera la décomposition de Dunford.

ENONCE DE ’EXERCICE 57

Soit B € € (R, #,(R)) une fonction bornée. Notons (&) le probléeme de Cauchy :

VteR, A'(®)=BA®D)
A0)=1,

Q1. — Etudier I'existence et I'unicité des solutions de (&).

Q2. — Soit A une solution. Démontrer que A(f) — A()T = o(#?) au voisinage de 0. La matrice A(z) est-elle nécessai-
rement symétrique?

Q3. — Démontrer que, pour tout ¢ € R, A(#) est inversible.

ENONCE DE I’EXERCICE 58

Q1. — Notons A I'’ensemble des matrices nilpotentes de .4, (R). Démontrer que .4 est un fermé.

Q2. — Soit (A, B) € SL,(R)%. Démontrer qu'il existe N: [0,1] —— .4 continue telle que la solution M du probléme
de Cauchy :
Y'=NY
{ Y(0)=A

vérifie M(1) = B.

ENONCE DE ’EXERCICE 59

Soient (n,p) € € (R,R)? des fonctions 1-périodiques. On supposen a valeurs dans R*.. Notons (&) I'équation diffé-
rentielle y" —ny = ¢.
Q1. — Démontrer que (&) admet au plus une solution 1-périodique.

Q2. — On suppose n constante. Démontrer que (&) admet une solution 1-périodique.

10
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Q3. — Etablir I'existence de a > 0 tel que, pour tout A € Rtel que 0 < |1]| < a, 'équation :
V'=Any=¢

1
admette une unique solution 1-périodique. On pourra écrire ¢ = A@; + @g, avec ¢; constante et f @0 =0. On cher-
0

chera alors une solution sous la forme A" (u;,, + ¢;,), ol ¢;, est une fonction constante et u, une fonction 1-périodique
vérifiant u,(0) = 0.
O

11



